A Magyar Tudoméanyos Akadémia III. osztdlya részére

Opponensi vélemény Solymosi Jozsef
“Geometriai problémak az additiv kombinatorika teriiletén”
cimili akadémiai doktori értekezésérol

Az additiv kombinatorika napjainkban igen intenziven kutatott hatarteriilet, ahol a
kombinatorika, a szamelmélet és a harmonikus analizis mellett egyre nagyobb szerephez
jut az algebra, és némileg meglepé modon az illeszkedési geometria is, ahogyan azt
Solymosi Jozsef értekezése is bizonyitja. A témavélasztas idOszertiségét jol érzékelteti
annak tobb Fields-érmes kutaté (Bourgain, Gowers, Tao) munkéjaval val6 igen szoros
kapcsolata.

A disszertacié forméja in. rovid értekezés; a tézisfiizettel megegyezd magyar nyelvii
bevezetést koveti a szerzo 12 + 1, 2003 és 2009 kozott megjelent angol nyelven megirt
dolgozata, melyek sziikebb témajuk szerint 4 nagyjabdl egyforma terjedelmii fejezetre
tagolédnak. A valogatast az egész munkat jellemz6 geometriai szemlélet teszi egysé-
gessé. (Megjegyzem, hogy ennek a torekvésnek eshetett aldozatul Solymosinak Harttal
és Tosevich-vel kozosen irt igen fajsilyos cikke, amely nem keriilt bele a miibe.) A 12
publikacio szinte kivétel nélkiil igen rangos referalt nemzetkozi folydiratban jelent meg,
kozilik 5 tarsszerz6s munka. Valamennyi az el6z6 fokozat 2001-es megszerzése utan
keletkezett. A ‘417 dolgozat egy rovid, magas szinvonali ismeretterjeszto iras.

Az els6 rész Szemerédi szamtani sorozatokra vonatkozo hires tételéhez kapcsolddik.
Ennek a fejezetnek {6 érdeme egy igen eredeti, 1j szemléleti megkozelitési moéd kidol-
gozasa; szigoru értelemben vett 1j matematikai eredményt nem tartalmaz. Az els6 két
cikkben foglalt vizsgdlatokat Gowers kérdései motivaltdk. Fejlodésében kovethetjiik
nyomon, hogyan vezeti vissza a szerzé egy igen szép elemi geometriai gondolattal a
Szemerédi-tétel tobbdimenzids valtozatat az in. ‘Hypergraph Removal Lemma’-ra. A
modszer tovabbfejlesztésével Freiman tételét megkeriilo egyszerii bizonyitast taldl Ba-
log és Szemerédi tételére, mely szerint ha egy elegendéen nagy n elemii szamhalmazbdl
készitett kéttagi Osszegek egy pozitiv szazaléka egy kicsi, cn elemli halmazba esik,
akkor a szamhalmaz tartalmaz adott hosszisagu szamtani sorozatot.

A masodik rész témaja Erdos és Szemerédi hibrid kérdése: igaz-e, hogy valds szamok
egy n elemii részhalmazabdl képezheto kéttaga osszegek és szorzatok halmaza mindig
legaldbb n2~¢ szdmossagi? A Bourgain 4ltal tobb izben is teljességgel reménytelennek
minositett probléma vizsgalatdban az elsé attorést a 90-es évek kozepén Elekesnek
azon észrevétele hozta, hogy a sikbeli pont-egyenes rendszerek illeszkedési szamara
vonatkozé Szemerédi-Trotter tétellel n®/4-es alsé becslés nyerhetd. Az illeszkedési tétel



Téth Csaba altal bizonyitott, de mind a mai napig el nem fogadott altalanositasaval
a bizonyitds a komplex szamsikra is atviheto. A negyedik és 6todik dolgozatban
ezt az eredményt igazolja, illetve javitja meg a szerzd Téth tételének megkeriilésével.
Igen fontos és széles korben alkalmazhaté alapgondolat itt a Szemerédi—Trotter tétel
Descartes-szorzatokra torténé megfogalmazasa. Végiil a hetedik cikkben n*/3-os alsé
becslést igazol valds szamhalmazokra egy zsenialis 1j otlettel.

A harmadik fejezetben az additiv kombinatorika és a szamelmélet mély eszkozeit hasz-
nalva jut el Solymosi szép geometriai eredményekhez. Hianyolom, hogy ehhez a részhez
nem tartozik magyar nyelvii Osszefoglald torténeti attekintés. Itt a nyolcadik és ki-
lencedik cikkben struktiralis eredményeket taldlunk az illeszkedési geometria korébol;
ezeket nem részletezem. Az egyik didkjaval kozosen irt tizedik cikkben pedig megoldja
az Erdos—Ulam problémat, igazolva hogy ha egy irreducibilis valds algebrai gorbe
végtelen sok olyan pontot tartalmaz, melyek kozott kizardlag racionalis tavolsagok
lépnek f6l, akkor az sziikségképpen egyenes vagy kor. Ez is igen erés eredmény.

Az utolsé rész Erdés kiilonbozé tavolsagokrdl szold probléméjaval foglalkozik: legalabb
hény kiilonboz6 tavolsagot hatdroz meg egy n pontu halmaz a d-dimenziés euklideszi
térben? Neves kutatdk eredményeit megjavitva Vu-val kozos (tizenegyedik) cikkében
Solymosi nagy dimenzidkra bebizonyitja az n 7" alsé becslést, amely nagyon kozel van
az Erdés altal sejtett n?/¢ optimalis értékhez, a tizenkettedik cikkben pedig er8sebb
korlatot igazol homogén ponthalmazok esetén. Els6 ranézésre ez a fejezet csak lazan
kapcsolodik a disszertacié témajahoz, nem szabad azonban elfelejteni, hogy a rekurzio
kezdo 1épéseként felhasznalt Katz és Tardos altal bizonyitott kétdimenzids eredmény
Solymosi és Toth Csaba egy korabbi munkédja nyoman johetett 1étre, melyben a prob-
léméat egy tetszetos kombinatorikus szamelméleti feladat segitségével kozelitették meg.
Ezzel kapcsolatban két kérdést fogalmaznék meg a jelolthoz.

1. A cikkben a szerzék igazdbdl a ponthalmaz dltal meghatdrozott kiilonbozé tdvolsdgok
szama helyett eqy erdsebb vdltozattal foglalkoznak, nevezetesen a ponthalmaz egy pont-
jatol mért kulonbozo tdvolsagok maximumdra adnak also becslést. Vajon ekvivalens-e
ez a feladat az eredeti Erdds-problémdval?

2. Igazolhato lenne-e a rekurzid alapjaul szolgdlo 2.1 és 2.2 Tételeknek 2-nél magasabb
kodimenzids vdltozata, és ha igen, segithetne-e ez az eredmények javitasaban?

Mind a disszertacioban vizsgdlt kérdések, mind a levezetések nagyon elegansak. A fel-
hasznalt moédszerek koziil kiemelt szerep jut a Szemerédi-regularitas kiilonb6zé véaltoza-
tainak és azok kovetkezményeinek, illetve a Szemerédi—Trotter féle illeszkedési tételnek
és annak részben a szerzo altal felfedezett altaldnositasainak. A harmadik fejezetben
uttéré modon kertil felhasznédlasra az aritmetikai geometria két igen mély eredménye,
nevezetesen Evertse, Schlickewei és Schmidt un. altér tétele, illetve Faltings hires
végességi tétele. Az egész munkara jellemzé az igen eredeti, frappans geometriai gon-
dolatok megjelenése, melyek tligyes, otletes leszamlalasi technikdkkal 6tvozédnek. Soly-
mosi sokak altal vizsgalt nehéz probléméakban ér el kimagaslé eredményeket. Az édltala
bevezetett modszereknek méar ma is sok kovetdje van. Kiemelend6 az els6 két részben



foglaltak hatédsa; ezekre csupan Fields-érmes kutatéktol kozel 30 hivatkozast talaltam.
Kiilonosen figyelemre mélté az értekezésnek azon oldala, hogy amikor napjainkban
a modern matematika egyes fejezeteit mar csak egy igen szlik beavatott réteg tudja
értelmezni és értékelni, Solymosi munkai mély matematikat hoznak latvanyos, alkoto
formaban emberkozelbe.

A palyamunka egészére vonatkozd igen pozitiv véleményem mellett nem hallgathatok el
néhany kritikai megjegyzést. A mar referdlt, angol nyelvii cikkek gondosan megirt dol-
gozatok. Kicsit zavard ugyan, hogy pl. a tizenegyedik cikkben a legfontosabb szerepet
jatszoé ty(n) fliggvény definicija sajtohibds, a bevezet6 cikkben pedig az egyenlészaru
derékszogii haromszoget a szerzo kovetkezetesen egyenldszaru szabalyos haromszognek
(‘isosceles equilateral triangle’) nevezi. A magyar nyelvii 6sszefoglaléban azonban igen
sok az eliités, sajtéhiba. Az egyik legjobb eredmény (hetedik cikk) kimondasdban nem
egyezik meg a bizonyitott allitassal. A bordeaux-i szamelmélet folydiratban megjelent
(negyedik) cikk nem szerepel az irodalomjegyzékben, cserébe viszont Szemerédi cikke
kétszer is szerepel, [5] és [32] hivatkozasi szam alatt. Taldn nem &rtott volna a hivat-
kozasokat betlirendbe szedni. Ezek ugyan aprésagok, de ha van rd mod, jo lenne mégis
kijavitani, mielott a disszertacié bekeriil a nyilvanos adatbézisba.

Osszefoglalva, az elbirdldsra benytjtott értekezésben foglalt eredményeket igen érdekes-
nek és értékesnek tartom. Egyértelmiien megéllapithato, hogy a korabbi fokozat meg-
szerzése Ota Solymosi Jézsef jelentés eredeti tudoméanyos eredménnyel gyarapitotta a
tudomanyszakot, meghatarozé modon jarult hozza annak tovabbi fejlédéséhez, és az
additiv kombinatorikai kutatasok vildgszerte elismert vezet6 egyéniségévé valt. A nyil-
vanos vita kitlizését és az akadémiai doktori fokozat odaitélését mindenképpen indokolt-
nak latom és melegen javaslom.
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