
A Magyar Tudományos Akadémia III. osztálya részére

Opponensi vélemény Solymosi József

“Geometriai problémák az addit́ıv kombinatorika területén”

ćımű akadémiai doktori értekezéséről

Az addit́ıv kombinatorika napjainkban igen intenźıven kutatott határterület, ahol a
kombinatorika, a számelmélet és a harmonikus anaĺızis mellett egyre nagyobb szerephez
jut az algebra, és némileg meglepő módon az illeszkedési geometria is, ahogyan azt
Solymosi József értekezése is bizonýıtja. A témaválasztás időszerűségét jól érzékelteti
annak több Fields-érmes kutató (Bourgain, Gowers, Tao) munkájával való igen szoros
kapcsolata.

A disszertáció formája ún. rövid értekezés; a tézisfüzettel megegyező magyar nyelvű
bevezetést követi a szerző 12 + 1, 2003 és 2009 között megjelent angol nyelven meǵırt
dolgozata, melyek szűkebb témájuk szerint 4 nagyjából egyforma terjedelmű fejezetre
tagolódnak. A válogatást az egész munkát jellemző geometriai szemlélet teszi egysé-
gessé. (Megjegyzem, hogy ennek a törekvésnek eshetett áldozatul Solymosinak Harttal
és Iosevich-vel közösen ı́rt igen fajsúlyos cikke, amely nem került bele a műbe.) A 12
publikáció szinte kivétel nélkül igen rangos referált nemzetközi folyóiratban jelent meg,
közülük 5 társszerzős munka. Valamennyi az előző fokozat 2001-es megszerzése után
keletkezett. A ‘+1’ dolgozat egy rövid, magas sźınvonalú ismeretterjesztő ı́rás.

Az első rész Szemerédi számtani sorozatokra vonatkozó h́ıres tételéhez kapcsolódik.
Ennek a fejezetnek fő érdeme egy igen eredeti, új szemléletű megközeĺıtési mód kidol-
gozása; szigorú értelemben vett új matematikai eredményt nem tartalmaz. Az első két
cikkben foglalt vizsgálatokat Gowers kérdései motiválták. Fejlődésében követhetjük
nyomon, hogyan vezeti vissza a szerző egy igen szép elemi geometriai gondolattal a
Szemerédi-tétel többdimenziós változatát az ún. ‘Hypergraph Removal Lemma’-ra. A
módszer továbbfejlesztésével Freiman tételét megkerülő egyszerű bizonýıtást talál Ba-
log és Szemerédi tételére, mely szerint ha egy elegendően nagy n elemű számhalmazból
késźıtett kéttagú összegek egy pozit́ıv százaléka egy kicsi, cn elemű halmazba esik,
akkor a számhalmaz tartalmaz adott hosszúságú számtani sorozatot.

A második rész témája Erdős és Szemerédi hibrid kérdése: igaz-e, hogy valós számok
egy n elemű részhalmazából képezhető kéttagú összegek és szorzatok halmaza mindig
legalább n

2−ǫ számosságú? A Bourgain által több ı́zben is teljességgel reménytelennek
minőśıtett probléma vizsgálatában az első áttörést a 90-es évek közepén Elekesnek
azon észrevétele hozta, hogy a śıkbeli pont-egyenes rendszerek illeszkedési számára
vonatkozó Szemerédi–Trotter tétellel n

5/4-es alsó becslés nyerhető. Az illeszkedési tétel



Tóth Csaba által bizonýıtott, de mind a mai napig el nem fogadott általánośıtásával
a bizonýıtás a komplex számśıkra is átvihető. A negyedik és ötödik dolgozatban
ezt az eredményt igazolja, illetve jav́ıtja meg a szerző Tóth tételének megkerülésével.
Igen fontos és széles körben alkalmazható alapgondolat itt a Szemerédi–Trotter tétel
Descartes-szorzatokra történő megfogalmazása. Végül a hetedik cikkben n

4/3-os alsó
becslést igazol valós számhalmazokra egy zseniális új ötlettel.

A harmadik fejezetben az addit́ıv kombinatorika és a számelmélet mély eszközeit hasz-
nálva jut el Solymosi szép geometriai eredményekhez. Hiányolom, hogy ehhez a részhez
nem tartozik magyar nyelvű összefoglaló történeti áttekintés. Itt a nyolcadik és ki-
lencedik cikkben struktúrális eredményeket találunk az illeszkedési geometria köréből;
ezeket nem részletezem. Az egyik diákjával közösen ı́rt tizedik cikkben pedig megoldja
az Erdős–Ulam problémát, igazolva hogy ha egy irreducibilis valós algebrai görbe
végtelen sok olyan pontot tartalmaz, melyek között kizárólag racionális távolságok
lépnek föl, akkor az szükségképpen egyenes vagy kör. Ez is igen erős eredmény.

Az utolsó rész Erdős különböző távolságokról szóló problémájával foglalkozik: legalább
hány különböző távolságot határoz meg egy n pontú halmaz a d-dimenziós euklideszi
térben? Neves kutatók eredményeit megjav́ıtva Vu-val közös (tizenegyedik) cikkében

Solymosi nagy dimenziókra bebizonýıtja az n
2−ǫ

d alsó becslést, amely nagyon közel van
az Erdős által sejtett n

2/d optimális értékhez, a tizenkettedik cikkben pedig erősebb
korlátot igazol homogén ponthalmazok esetén. Első ránézésre ez a fejezet csak lazán
kapcsolódik a disszertáció témájához, nem szabad azonban elfelejteni, hogy a rekurzió
kezdő lépéseként felhasznált Katz és Tardos által bizonýıtott kétdimenziós eredmény
Solymosi és Tóth Csaba egy korábbi munkája nyomán jöhetett létre, melyben a prob-
lémát egy tetszetős kombinatorikus számelméleti feladat seǵıtségével közeĺıtették meg.
Ezzel kapcsolatban két kérdést fogalmaznék meg a jelölthöz.

1. A cikkben a szerzők igazából a ponthalmaz által meghatározott különböző távolságok

száma helyett egy erősebb változattal foglalkoznak, nevezetesen a ponthalmaz egy pont-

jától mért különböző távolságok maximumára adnak alsó becslést. Vajon ekvivalens-e

ez a feladat az eredeti Erdős-problémával?

2. Igazolható lenne-e a rekurzió alapjául szolgáló 2.1 és 2.2 Tételeknek 2-nél magasabb

kodimenziós változata, és ha igen, seǵıthetne-e ez az eredmények jav́ıtásában?

Mind a disszertációban vizsgált kérdések, mind a levezetések nagyon elegánsak. A fel-
használt módszerek közül kiemelt szerep jut a Szemerédi-regularitás különböző változa-
tainak és azok következményeinek, illetve a Szemerédi–Trotter féle illeszkedési tételnek
és annak részben a szerző által felfedezett általánośıtásainak. A harmadik fejezetben
úttörő módon kerül felhasználásra az aritmetikai geometria két igen mély eredménye,
nevezetesen Evertse, Schlickewei és Schmidt ún. altér tétele, illetve Faltings h́ıres
végességi tétele. Az egész munkára jellemző az igen eredeti, frappáns geometriai gon-
dolatok megjelenése, melyek ügyes, ötletes leszámlálási technikákkal ötvöződnek. Soly-
mosi sokak által vizsgált nehéz problémákban ér el kimagasló eredményeket. Az általa
bevezetett módszereknek már ma is sok követője van. Kiemelendő az első két részben



foglaltak hatása; ezekre csupán Fields-érmes kutatóktól közel 30 hivatkozást találtam.
Különösen figyelemre méltó az értekezésnek azon oldala, hogy amikor napjainkban
a modern matematika egyes fejezeteit már csak egy igen szűk beavatott réteg tudja
értelmezni és értékelni, Solymosi munkái mély matematikát hoznak látványos, alkotó
formában emberközelbe.

A pályamunka egészére vonatkozó igen pozit́ıv véleményem mellett nem hallgathatok el
néhány kritikai megjegyzést. A már referált, angol nyelvű cikkek gondosan meǵırt dol-
gozatok. Kicsit zavaró ugyan, hogy pl. a tizenegyedik cikkben a legfontosabb szerepet
játszó td(n) függvény defińıciója sajtóhibás, a bevezető cikkben pedig az egyenlőszárú
derékszögű háromszöget a szerző következetesen egyenlőszárú szabályos háromszögnek
(‘isosceles equilateral triangle’) nevezi. A magyar nyelvű összefoglalóban azonban igen
sok az elütés, sajtóhiba. Az egyik legjobb eredmény (hetedik cikk) kimondásában nem
egyezik meg a bizonýıtott álĺıtással. A bordeaux-i számelmélet folyóiratban megjelent
(negyedik) cikk nem szerepel az irodalomjegyzékben, cserébe viszont Szemerédi cikke
kétszer is szerepel, [5] és [32] hivatkozási szám alatt. Talán nem ártott volna a hivat-
kozásokat betűrendbe szedni. Ezek ugyan apróságok, de ha van rá mód, jó lenne mégis
kijav́ıtani, mielőtt a disszertáció bekerül a nyilvános adatbázisba.

Összefoglalva, az elb́ırálásra benyújtott értekezésben foglalt eredményeket igen érdekes-
nek és értékesnek tartom. Egyértelműen megállaṕıtható, hogy a korábbi fokozat meg-
szerzése óta Solymosi József jelentős eredeti tudományos eredménnyel gyaraṕıtotta a
tudományszakot, meghatározó módon járult hozzá annak további fejlődéséhez, és az
addit́ıv kombinatorikai kutatások világszerte elismert vezető egyéniségévé vált. A nyil-
vános vita kitűzését és az akadémiai doktori fokozat odáıtélését mindenképpen indokolt-
nak látom és melegen javaslom.
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