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1. BEVEZETES

1. BEVEZETES

A vékonyfalu rudakkal merevitett lemezszerkezetek fontos szerepet jatszanak a
nyomastartd késziilékek, jarmiivazak, tarold edények, konténerek, tartoszerkezetek
tervezésében, altalaban a konnyliszerkezetli, sulytakarékos teherviseld gépelemek
kialakitasaban. Szilardsagi méretezésiik, mechanikai tulajdonsagaik vizsgéalatanak klasszikus
modszerei az ortrotrop lemez/héj vagy a térracs modellek elméletén alapultak. Ezek kozos
vonasa, hogy a helyettesitd, fiktiv lemez/héj vagy radracs modell keresztmetszeti és anyag
jellemzoit a valodi szerkezet adataibol, kiilonbozo egyenértékliségi elvek szerint
szarmaztattdk, (Farkas [21], Michelberger, Fekete [46], Timoshenko [66]) ezért elfogadhato
pontossagii eredményeket csak elegendden siirli és egyenletes merevitd elem elosztasu

szerkezetekre adtak. Pontosabb vizsgélatokra a végeselem eljaras keretében nyilik lehetoség.

1.1. dbra. Merevitett lemez elem alkalmazasa

1.1. Tudomanyos el6zmények

A merevitett feliiletszerkezetek mechanikai viselkedésének elemzésére alkalmazott
végeselem modellekben kiilonallé rad és lemez/héj elemeket alkalmaznak, melyeknél a
megfeleld csomdpontokat egy fiktiv merev kapcsolatnak megfeleld transzformacioval kotik
Ossze (1.2a. abra). Ez a kapcsolasi eljards — ami az azonos forgds, lineéaris elmozdulas
kapcsolatot biztositja — azt a kdzismert hipotézist alkalmazza, ami szerint a rud eredetileg sik
keresztmetszete a terhelési folyamat soran sik marad. A merevitd elem csavarasat is elemzé
munkak kozott érdemes megemliteni Barik, Mukhopadhyay [6], Bedair [13], Jirousek [32],
vagy a kozelmultbol Brubak, Hellesland [17] publikacioit. Ezekben a kozleményekben a
merevitd rudnal azonban csak a St-Venant féle szabad csavarasi hatést vették figyelembe,
mivel a fiktiv merev kapcsolodast leird transzformacié nem tartalmazza a keresztmetszet

csavarasi vetemedésbol (6blosdodésébol) adodd hatasokat.
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Ismeretes, hogy a csavart rud keresztmetszete az alakvaltozds soran altaldban nem
marad sik, vetemedik. Ha ezt az 1.2b. dbran bemutatott csavarasi vetemedést részben vagy
egészben kiilsé vagy belsé kényszerek korlatozzak, akkor az jelentds hatdssal lehet a rud
fesziiltségi allapotara ¢és az egész szerkezet mozgasara. Ezt a jelenséget nevezziik gatolt
csavarasnak. A gatolt csavaras klasszikus elméletének kidolgozasa Viasov [68] nevéhez
flizodik. A csavardsi vetemedés €s igy a gatlasdnak hatasa kiilondsen a vékonyszelvényli

rudaknal lehet jelentds mértéki.

1.2. abra. Rud-lemez kapcsolas (a), vékony szelvény csavarasi vetemedése (b).

Az 6nall6 rudszerkezetekre elvégzett vizsgalatok eredményekbdl tudhato, hogy a gatolt
csavaras hatdsa stabilitasi és dinamikai jelenségek korében alapvetden megvaltoztathatja a
szerkezetek viselkedését. A rud keresztmetszetében a csavard/nyird kdzéppont (a csavarasi
forgas poluspontja) és a sulypont (tomegkozéppont) kozotti tavolsag, a geometria vagy a
terhelés excentricitdsa kovetkeztében a csavard €s hajlitdé mozgasok kapcsolddhatnak, ami
jelentésen modosithatja a kritikus terhelés vagy a sajatfrekvencidk értékét és a lengésképek
alakjat. Ez alapjan feltételezhetjiik, hogy merevitett lemezszerkezeteknél is jelentds lehet a
merevitd radelem torzidés merevségének, excentricitdsanak vagy tomegeloszlasanak kozelitd
vagy pontosabb modellezésének hatdsa. Erre vonatkozd mérési, €s egyszerli szamitasi
modellek eredményeit kozlik tobbek kozott Zheng, Yuren [72], Ghavami [23], [24] és
Hughes, Ghosh, Chen [29]. A merevitd rudelem csavard vetemedésének és a lemez membran
mozgasainak kapcsolasara Sapountzakis és Mokos [57] egy érdekes, kétvonalas kapcsolasi
eljarast kozoltek, ami elvileg megegyezik az [S2] publikédcioban leirtakkal.

Az atfog6 elméleti vizsgalat és a publikaciok hidnyat talin magyarazza az, hogy statikus
terheléseknél a rudban a csavarasi vetemedés korlatozasa olyan jarulékos, helyi
fesziiltségeloszlast hoz 1étre, ami onmagéaban egyensulyi, és ezért a méretezésnél, szilardsagi
ellendrzésnél masodlagos fesziiltségnek mindsiil. Alapvetden mas a helyzet, ha a szerkezet

globalis jellemzo6it, példaul a sajatfrekvencidkat, lengésképeket, stabilitdsvesztést okozo
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kritikus terheléseket vizsgaljuk, vagy masodrendl statikai, dinamikai szamitast kell végezni,
amikor az eredményeket — az 6nallo radszerkezethez hasonldéan — jelentésen modosithatja a
merevitd rudelem torzids merevségének, a stlypont, nyir6 kozéppont, terhelés
excentricitdsnak vagy tomegeloszlasanak kozelité vagy pontosabb modellezése. Elvileg — ¢és
kell6 kapacitas esetén gyakorlatilag is — persze lehetséges, hogy Osszetett, merevitett
feltiletszerkezetekben a rudszerti alkatrészeket is lemez, héj vagy akar térbeli véges elemekkel
modellezziik. Ennek kdvetkezménye lehet, hogy a modell mérete, a szabadsagfokok szama ¢és
a szamitasi id0 hatvanyozottan novekszik, azonban ami még ennél is fontosabb, a modell
attekinthet6sége romlik és ez az eredmények értelmezését, értékelését neheziti. Jobb
megoldds, ha az elemek tulajdonsagait javitjuk ¢és a modellezhetd jelenségek korét,
pontossagat a ridelem szintjén noveljiik. Ezt a célt kdvetve megvizsgaljuk, hogy a merevitd
elemek vonatkozasdban a radelmélet keretén belill maradva milyen lehetéségek vannak a
pontosabb modell megalkotéasara.

Gatolt csavaraskor a csavard forgasnak a rid hossztengelye menti valtozdsa a erdsen
eltér a linearis eloszlastol, ezért ezt a forgast is a hajlitdé mozgasokhoz hasonlé pontossaggal
leird radelem csomdpontonként legalabb hét szabadsagfoku, ahol a harom mozgas és hdrom
forgas mellett a hetedik szabadsagfok a vetemedési paraméter, ami a Viasov elmélet szerint
lehet a fajlagos elcsavarodas. A kis forgasok elméletére épiild, egyenes rudak linedris statikai
vizsgalatara alkalmas, csomopontonként hét szabadsagfokt rad végeselem mar régota ismert,
leirasa megtalalhato - tobbek kozott - Ivanyi, Papp [30], Kiss [41], Kitipornchai [42], Sapkas,
Kollar [56], Pdczelt, Herpai [49] vagy Kollar [43] munkaiban. Azonban mar a nyolcvanas
évek elején kideriilt, hogy a kis forgasok feltételezésével eldallitott hét szabadsagfoku
rudelemekbdl 4ll6 modell nem alkalmas térbeli szerkezetek vizsgalatara. Ennek oka, amint azt
Argyris [3], [4] kimutatta, a forgdsok nem kommutativ természete. A virtudlis munka elvében,
annak is a kezdeti terhelések és az elmozdulds novekmények kapcsolatat leird részében a
linearizalas kovetkeztében a csavard €s a hajlitd nyomatékok eltéré modon kdvetik a forgas
novekményeket, mas szdval a csavard igénybevétel , kvazitangens” a hajlité igénybevételek
pedig ,,szemitangens” tulajdonsaguak lesznek. Ha ezek a nyomatéki igénybevételek nem
fiiggetlenek egymastol, ami példaul keretszerkezetnél vagy gorbiilt elemeket is tartalmazo
szerkezeteknél eléfordulhat, a nem egytengelyli elemek csatlakozasi pontjaiban a kezdeti
nyomatéki egyensulyi allapot a forgasndovekmények jellegétdl fliggben megbomlik. A
kicsi/nagy forgasok problémaja a modellnek az ugynevezett geometriai merevségét, és ezen
keresztiil a stabilitasi, masodrendii statikai, dinamikai vagy a posztkritikus vizsgalatok korét

érinti. A végeselem modszer fejlodésének mar a korai szakaszaban megjelentek a
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gyakorlatban is jol hasznalhatd, csomdpontonként hat szabadsagfoku radelemek, azonban a
hetedik — vetemedési vagy gatolt csavarasi — szabadsagfokot is tartalmazé elemek fejlesztése
az elébbiekben részletezett elvi nehézségek miatt a nyolcvanas évek elején megszakadt. Az
elmult években a nagy szamban megjelend publikaciok tanusaga szerint a hét szabadsagfoku
rudelemek kutatdsa ismét napirendre keriilt.

A nemlineéris mechanika eredményeinek és modszereinek felhasznalasaval Kim MY és
szerz6tarsai [34], [35] publikaltak a véges (szemitangens) forgasok és kis alakvaltozdsok
elméletére épiild virtualis munka elvét, amibdl levezetett rad végeselem modell mar alkalmas
térbeli szerkezetek dinamikai, kritikus terhelés vagy stabilitds vizsgalatara. Ett6l kezdve
egymds utan jelentek meg az Uj elv alkalmazasi korének bovitésérol szold publikaciok,
példaul a nyirasi alakvaltozassal is szdmold Timoshenko rudelmélet, stabilitasi (kritikus
terhelés), dinamikus stabilitasi feladatok, posztkritikus allapot vizsgalata, kompozit anyagq,
gorbe vagy valtozd keresztmetszetli rudak alkalmazasa. Kiragadott példaként emlithetnénk
Kim [37], [39], Sabuncu [55], Teh [61], Turkalj, Brnic [67] publikécioit. Kiilon ki kell emelni
Kim, Jeon, Kim 2005-ben megjelentetett, a rugalmas agyazasu rudak vizsgalatarol szo6lo [38]
kozleményét, ahol a szerzok az 0j elmélet alapjan a rud és egy masik rugalmas rendszer (az
agyazas) osszekapcsolasi lehetdségeit vizsgaltak.

Ebbe a sorba illesztheto jelen dolgozat témavdalasztasa, a merevitett feliiletszerkezetek
vizsgalata, ahol a kozponti kérdés a rud és egy mdsik mechanikai modell (lemez/héj)

kapcsolasa.

1.2. Célkituzések, vizsgalati modszerek

Az el6zdekben részletezett elézményekre alapozva, célunk egy olyan, a végeselem
modszer keretein beliil is hasznalhaté eljaras elméleti alapjainak ¢és alkalmazasi
lehetdségeinek kidolgozasa, amely merevitett feliiletszerkezetek rudszerti alkatrészeiben a
gatolt csavaras hatdsanak pontosabb vizsgalatara is alkalmas. Ennek kapcsan két alapvetd
kérdést kellett megoldani: egyik a csavardsi mozgést is megfelelden leird altalanos radelmélet
illetve rad végeselem modell megalkotédsa, a masik pedig a merevitd és a merevitett lemez/hé;
elemek Osszekapcsolasanak problémaja. Mar itt fontos megemliteni, hogy a mozgésok
folytonossaganak feltétele még az elmozdulds moddszeren beliil sem elégséges a feladat
egyértelmil leirdsdhoz. Mivel rudaknal a terhelésnek a nyirokézépponthoz viszonyitott
excentricitdsa, az ugynevezett ,load stiffness” hatds is lényeges, a merevité radelemnél a
kinematikai kapcsolds mellett a dinamikai mezok (a kapcsold erérendszer) illesztésére is

sziikség van.
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Az elméleti kérdések tisztazasa és megoldasa utan numerikus kisérletekre alkalmas
algoritmust és szamitogépi program kornyezetet kellett kialakitani. A kidolgozott eljaras
ellendrzésére Osszehasonlitd vizsgalatokat végeztiink szakirodalmi adatok és héj végeselem
modelleken (COSMOS/M) végzett szamitasok eredményei alapjan. Numerikus eredményeket
elsésorban a linearis stabilitas (kritikus terhelés) és a dinamika, idében allando6 erdkkel terhelt

merevitett szerkezetek frekvencia és lengéskép szamitasa korébdl mutatunk be.

MU+ K, +K (o) [U=P (1.1)

alakt, ahol U a csomoponti elmozdulds ndvekmény vektora, M a tomeg, K; a linedris
merevség, K a o° kezdeti fesziiltségallapottdl fiiggd geometriai merevségi, vagy érint6
merevségi matrixok, ¢s P a kiils6 terhelés novekményének vektora. A rugalmas rendszer
elveszti stabilitdsat, ha egy Ao kezdeti statikus egyensulyi allapothoz tdbb lehetséges
mozgésallapot tartozhat, azaz, zérus teher novekmény esetén is lehetséges nem zérus U

mozgas novekmény:

(K, +2K(c")|U=0, (1.2)

ahol A a kritikus terhelés paramétere. A linedris sajatérték feladat megolddsa megadja a
kritikus terhelést, de nem alkalmas az ezt kovetd ,,post-buckling” mozgéasok leirasara, azok
stabil vagy instabil jellegének megallapitisara. Ilyen jellegli vizsgalatokra jelen dolgozat
keretében nem tériink ki, mivel elsddleges cél a merevitett szerkezetek mechanikai
viselkedésének modellezésére alkalmas alap mennyiségek, a K;, Kg és M, matrixok
megalkotasa. Az w frekvencidju periodikus mozgast vagy szabad lengést végzd ¢s allando
erokkel terhelt linearisan rugalmas szerkezet frekvencia ¢és lengéskép szdmitasanak

alapegyenlete a

[(KL +KG(J°))—a)2MJU=O (1.3)

sajatérték feladat.

A dolgozat targyanak elméleti megalapozasat a 2. és 4. fejezetekben ismertetjiik, és a 3.
¢s 5. fejezetekben a moddszer ellenérzésére, mindsitésére alkalmas numerikus feladatokat
mutatnak be. A 2. fejezetben a nagy forgasok, kis alakvaltozasok elméletének
felhasznalasaval levezetjiik az egyenes rudak vizsgalatara alkalmas virtudlis munka elveket és
a Bernoulli-Vlasov elmélet alapjan a végeselem modell matrixait. Igazoljuk, hogy ez a

radmodell térbeli szerkezetek vizsgalatara is alkalmas, mivel az abban szerepld kezdeti belsd
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er6k nyomatékai — a hajlitd és a csavard nyomatékok is — szemitangens tulajdonsaguak. A 4.
fejezetben levezetjik a rad ¢és lemez/hé) elemek Osszekapcsolasara alkalmas
transzforméciokat. A 3. ¢és 5. fejezetekben ismertetett feladatokkal és numerikus
megoldasokkal bemutatjuk — a sziikséges és kotelezd numerikus ellendrzések mellett — a
csomopontonként hét szabadsagfoku rad végeselem modell széleskorii, helyenként a szokasos
gépészeti, mérnoki alkalmazasok keretein talmutatd lehetdségeit. Ezek alapjan is
megallapithatd, hogy az elmélet és a kapcsolddd végeselem modell a célkitlizésekben
megfogalmazott jelenségek vizsgalatara alkalmas.

Az eredmények tovabbi hasznositasa szempontjabdl sziikség volt a rad keresztmetszeti
jellemzok  szamitdsara  alkalmas  algoritmus  kidolgozasara. Olyan  szamitogépi
programrendszert készittettiink, ami tetszéleges geometriaji keresztmetszetre a statikai,
stabilitasi és dinamikai feladatokhoz sziikséges geometriai jellemzdket, példaul a Wagner féle
asszimetria jellemzdket, nyir6 kozéppontot, vetemedési (0blosodési) tényezdt, stb.
meghatdrozza. Ezt az eljarast hasznaltuk fel a FemDesign végeselem programrendszer
fejlesztésénél is. (Bojtar, Gaspar [16], 270. oldal)

Réviden osszefoglalva, a dolgozat fo célkitiizése annak vizsgalata, hogy merevitett lemez
és héjszerkezeteknél a merevité rudelem torzios jellemzoinek, excentricitasanak vagy
tomegeloszlasanak kozelito vagy pontosabb modellezése milyen esetekben és milyen

mértékben modositja a szamitasi eredményeket.
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1.3. Fontosabb mennyiségek jelolése

Latin betiis jelolések:

A

Ny O O

Jo I J2
Fx, Fy; FZ

M, M;
Mq
MS

=

, N1, No

5 vz oz
75}

c c ©»n

keresztmetszet teriilete

bimoment

rud keresztmetszet geometriai kozéppontja
kiilonbségi forgastenzor

rugalmassagi modulus

vonal mentén megoszl6 erérendszer
koncentralt erd

csusztatd rugalmassagi modulus

S nyir6 kézépponti polaris masodrendli nyomaték
S nyir6 kdzépponti poléris inercia sugér

a C ponti f6 masodrendii nyomatékok
vetemedési (6blosddési) tényezd

csavardsi masodrendii nyomaték

kezdeti kiils6 er6k geometriai merevségi elemmatrixa
kezdeti belsd erdk geometriai merevségi elemmatrixa
elem linearis merevségi matrixa

nyir6 faktorok

C stlyponti hajlité igénybevételek

C sulyponti csavaré igénybevétel

S nyir6 kdzépponti csavaro igénybevétel

S nyird kozépponti hajlité igénybevételek
kvézitangens nyomatéka erépar
szemitangens nyomatéku erdpar

Wagner féle nyomaték

elem tomeg matrixa

csomopontok

huzo igénybevétel

kiils6 terhelés tamadaspontja

rud keresztmetszet C ponti fétengelyei
nyird/csavaro kozéppont

linearis elmozdulas ndvekmény vektor

quadratikus elmozdulds névekmény vektor

-8-
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Ug elem nyir6 kozépponti valtozok matrixa

u, v, w az S nyir6 kozéppont elmozdulasai

u atlagos tengelyiranya elmozdulést

Uy, Uy, Uz az N csomoponti elmozdulasok

v, Vi nyir6 igénybevételek

X,V z N csomdponti koordinata tengelyek

X2, X3 S nyir6 kdzépponti koordinata tengelyek

ves, Zcs csavard/nyir6 kozéppont koordinatai

Vsp, Zsp kilso terhelés excentricitasa

Gorog betiis jelolések:

ay, 0y, o,  az N csomoponti forgasok
o, B,y az S nyir6 kozépponti forgasok
b Bs, B keresztmetszet Wagner féle asszimetria jellemz6i
ow kiils6 teher ndvekmény virtualis munkaja.
A a kritikus terhelés paramétere
Ilg), g, kezdeti fesziiltségekbdl szarmazo energia valtozas
I, kezdeti kiils6 terhelések munkaja a forgas novekményen
I1; linearizalt alakvaltozasi energia
p tomegstiriiseg
0,, 0,, . kvazitangens nyomatéku eréparok irdnyszoge
9 vetemedési paraméter
) a spiralforgas vektora
¢ a C ponthoz kapcsolt csavarasi vetemedési fliggvény
® az S ponthoz kapcsolt csavarasi vetemedési fiiggvény
Wy, Ws nyirasi vetemedési fliggvények
Q a kis forgasok tenzora
) sajatfrekvencia
& rud végeselem dimenzidtlan hossz koordinatéja.
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2. EGYENES RUDELEM ALAPEGYENLETEI

Az egyenes, L hosszasagu, tetszdleges, de allandd keresztmetszetli ridelem koordinata
rendszerei lathatdoak a 2.1. dbran. A keresztmetszet geometriai kozéppontja C és az r, s
tengelyek a keresztmetszet f6tengelyei. Ezekkel az irdnyokkal péarhuzamosak az N
csomoponti y, z €s az S nyird (csavaro) kdzépponti x,, x; koordinata tengelyek. Az x irany
parhuzamos a rad tengelyével. A C, S és a kiilsé koncentralt vagy vonal mentén megoszlo
terhelés P tamadaspontjanak helyzetét a keresztmetszet sikjaban a tetszéleges helyzetli N
csom6pontbol kiindulo, a 2.1. dbréan jelolt relativ koordinatakkal adjuk meg. Az N, C, S és P

pontok szétvalasztasa a késobbiekben lehetove teszi az excentrikus kapcsolodasok kezelését.

4 N X3 f.
P fy
zsp S
AW@\ X2
Zcs C \\
r
e | S
y
N YNC _iYcs | Ysp

2.1. abra. Lokalis koordinata rendszerek és excentricitasok

A kovetkezOkben feltételezziik, hogy
a keresztmetszet alakja a sajat sikjaban nézve nem valtozik,

a
b. az alakvaltozasok kicsik,

o

a rud anyaga linearisan rugalmas, homogén, izotrop,

d. acsavarasi vetemedési mozgas kicsi.

e. a keresztmetszet csavarasi vetemedése €s az S pont helye szabad és gatolt csavaras
esetén azonos (Viasov, [68]),

/. acsavard és nyird kdzéppont egybeesik (Muttnyanszky, [48], 261. oldal),

g ao, o, 6s T, fesziiltségkomponensek elhanyagolhatoak.

2.1. Elmozdulas vektor
A b. feltétel szerint a keresztmetszet olyan mozgast végez, aminek része egy adott pont
koriili forgas. A 2.2. abra szerinti A vektort az e egységvektorral adott, allo tengely koriil @

szoggel az a helyzetbe forgato transzformacio (Simmonds, [60], 58. oldal):

a:Acos@+(exA )sin@+e(e‘A)(l—cos@),
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2. EGYENES RUDELEM ALAPEGYENLETEI

ami a szogfiiggvények masodfoku kozelitésével a kovetkezo alakban irhaté fel:

az(l+ﬂ+%Q~QJ-A, 2.1)

ahol Q a kis forgasok tenzora és I az egységtenzor:

1 1 00 0 - p
cos@=1--6", sin@=0, Ge=[a f y]', I=|0 1 0], @=|y 0 -a
00 1 B a 0

2.2. abra. Véges forgés

Az elmozdulas vektor a keresztmetszet merevtestszerli mozgéasanak — amit az S pont
koriili forgas és az S pont us haladé mozgésa ir le — és a sikra merdleges, kis mértékii u,
csavarasi vetemedés Osszege. A véges forgasok (2.1) szerinti masodrendi kozelitésével a rad
egy tetszdleges anyagi pontjanak elmozdulas vektora, ami a pillanatnyi és a kezdeti helyzetek

kiilonbsége:

u=us+(I+Q+%Q-Qj-(R—RS)+uV—(R—RS)=U+U* , (2.2)

A 2.1. 4bra jeldléseivel:

u Yo 0 0
u =|v|, u =0, R-Ri=|r—y. |=|x, | (2.3)
w 0 S —Zpg X,

Ux
U—us+ﬂ~(R—Rs)+uV— U,
. (2.42)
Aa
u+9¢p ﬁ(s_zcs)_V(’”_ycs) utSp+p x;—y x,
= v |+ —a(s—z¢5) = v—a X, ,
w a(r—=yes) wta X,
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2. EGYENES RUDELEM ALAPEGYENLETEI

U,
U = (@9)-(R-R,)=|U;
U
(2.4b)
aﬂ(’”_ycs)"’a?/(s_zcs) aff x, +ay x;

= _(052+72)(”_ycs)+ﬂ7(s_zcs) :% _(az"']/z)xz"'ﬂ?/xs
,B}/(r-ycs)—(a2+ﬂ2)(s—zcs) ﬂy/xz—(a2+ﬂ2)x3

A (2.4a) egyenletben 9(x) a vetemedési paraméter €s ¢(r,s) jeloli a St’Venant féle vetemedési

1
2

figgvényt, melynek tulajdonsdgait az FI1. fliggelék 1. fejezete részletezi. Az u, v, w
elmozdulésok ¢€s az a, f, y forgds paraméterek az S ponthoz kotott mennyiségek (2.3.a. dbra).
Az (u, v, w, o, f, 5, 9) hét mozgas paraméter mindegyike az x, illetve dinamikai feladatoknal
az x ¢s az 1d6 fliggvénye. Vékonyfalu szelvényeknél a vetemedési fiiggvény ¢ = -, ahol w a

szektor teriilet fiiggvény szokasos jelolése, [46], [52], [68].

a.
S Y ﬁ
w
s B
zZcs >
el

C r

Ycs

2.3. abra Mozgas paraméterek (a.) és igénybevételek (b.)

A (2.2) elmozdulas vektornak eltérd alakjat kapjuk, ha a merevtest mozgas — vetemedés
sorrendjét felcseréljiik. Ha a keresztmetszet vetemedik és ezek utdn mint egy merev alakzat

mozog, az elmozdulés vektor a (2.4a-b) komponensekkel a méasodfokl tagokig bezarolag az

u=u, +us+(I+ﬂ+%ﬂ-ﬂ)(R—Rs+uv)—(R—RS+uV)zU+U*+Q~uV (2.2b)

alakban irhaté fel. Ezt alkalmaztak, tobbek kozott Kim MY [33], Pi, Trahair [51] és
Turkalj, Brnic [67], azonban a kés6bb bemutatandd virtualis munka elv “quadratizélasa”
soran ebbdl a harmadik tag kiesik. Ez igazolta Kim MY, aki a késébbi publikacidiban mar a
(2.2) elmozdulas vektort alkalmazta, [34], [35], [37].

A forgas kozéppontjanak megvalasztasaban a szakirodalom nem egységes, talalhatunk
példat a C sulypont [35], [39], az S csavar6 kozéppont [5], [28], [44], vagy a tetszOleges N

pont [40] alkalmazasara, s6t vegyes megoldasra is, amikor a hajlit6é forgasok kdzéppontja a C,

-12-



2. EGYENES RUDELEM ALAPEGYENLETEI

a csavard forgasoké pedig az S pont [34], [37], [67]. Onalld rudszerkezeteknél ezek a
lehetdségek elfogadhatdak, néha hasznosak, de ha a rudelemet mas szerkezeti elemhez

kapcsoljuk — amint azt a késdbbiekben bemutatjuk — csak az S lehet a forgd mozgas polusa.

2.2. Igénybevételek, keresztmetszeti jellemzok
A kiilonbozd rudelméletekben altaldnosan elfogadott dinamikai hipotézis szerint a
zérustdl kiilonbozo fesziiltség koordinatdk a 2.3.b dbra szerinti o, normal €s 7y, 7., csusztatd

fesziiltségek. A normal fesziiltség a keresztmetszet alakjatol fiiggetleniil a

o =—+ ’S—M*‘r+£(p (2.5)

Osszefiiggés szerint szamolhatd. A nyirasbol és a csavarasbdl szarmazé csusztatd fesziiltségek
eloszlasa az F1 fiiggelékben részletezett (F1.2), (F1.8), (F1.10) mésodrendii peremérték
feladatok pontos vagy kozelitd megoldasaval hatarozhatd meg. Az eloszlasok konkrét
formdjatol fiiggetlentil a fesziiltségekkel egyenértékli huzo, nyird, valamint a csavard, hajlitd

nyomatéki igénybevételek a C sulyponti tengelyekre és a bimoment a kovetkezok:

N=[oc.dd, V,=[r,dd, V,=[z,dd4,
Y 4 4 (2.6)
M,=[(rz, =st,)dd . M,=[so,dd . M,=~[ro.dd . B=[podi.
A 4 4 4
A C sulyponti igénybevételekbdl a belso erdk hajlitd, csavard nyomatékai valamint a Wagner

féle nyomaték az S pontra, a 2.1. abra szerinti x; és x; koordinatakkal:

er:—.[x32'xrdA , Mls: xzrxsdA ’

A A

M, :I(XZTXS _x3Txr)dA =M, +M =M ~Vycs+Vze ,

A
M,=[x0.dd =M, ~z;N 2.7)
A
M=-[x,0,d4 =M +yN
A

M,y =[(x}+x])o,dA=Ni +M,B,~Mp,+Bp, .
A

A (2.6), (2.7) osszefiiggésekben megjelend keresztmetszeti jellemzok az A teriilet, az I,, I, f6
masodrendli nyomatékok, az /, vetemedési (6blosodési) tényezd, az I, polaris masodrendii

nyomaték és i, inercia sugar valamint a ,, f, f, Wagner féle asszimetria jellemzdk:
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2. EGYENES RUDELEM ALAPEGYENLETEI

r s

A A A

A= [taa, I=[sdd, I=[r a4, I,=[¢ d4,
A

1

1, =I|:(r_ycs)2+(s_zcs)z:| dA=1s+1;~+A(ycs2+ch2) ) if, =7f) , (2.8)
Y

B =ijs(r2 +5°) dA-2z., B, =ijr(r2 +5°) dA-2y., B, =ij¢(r2 +s°) dA.
Ir A 15 A Ia) A
A csavard/nyird kozéppont ycs, zcs koordinatait az F1. fiiggelék (F1.4b) Osszefliggése szerint

lehet kiszdmitani. A (2.8) jellemzdk kiszamitasi modszerét az [S1] €s [S6] cikkek részletezik.

2.3. A virtualis munka elve

A radelem tetszoleges mértékli mozgasa véges szamu, kis mozgas novekmények
sorozataval irhat6 le. A ndvekmény sorozatnak két egymas utani elemét mutatja a 2.4. 4bra,
ahol a 'V a mar meghatarozott, ismert konfiguracio, — tovabbiakban kezdeti allapot — a >V az

ezt kdvetd, egyenldre ismeretlen, meghatdrozandé konfiguracio.

2.4. abra. Kezdeti allapot és a novekmény

A virtuadlis munka elvének a kezdeti allapotra vonatkoztatott, ,update” Lagrange
formaja Bathe [8] jeloléseivel,
[?s-3(*H) d'V—[?q-5(*u) d'V~[p-3(*u) d'4=0, (2.9)
'v 'v 'A
ahol *S a II. Piola-Kirchhoff fesziiltség tenzor, *H a Green-Lagrange alakvaltozasi tenzor, q
és ’p a térfogati és feliileti terhelés és “u a ¥ konfiguraciét megado elmozdulas. Ebben az
alfejezetben a vektor-tenzor mennyiségek leirasara az indexes jelolésmodot és az ortogonalis
koordinata  rendszerekben hasznalatos  Osszegzési  konvenciot alkalmazzuk. A
kontinuummechanikai mennyiségek értelmezése ¢és a jelolésmod részletes leirdsa
megtalalhat6 tobbek kozott a [10], [11] vagy [60] konyvekben. Ennek megfeleléen atirva a
(2.9) virtualis munka elvet:
[28,8(°H,) d'V—[q,5(u) d'V-[’p 8(u) d'4=0. (2.10)
y 4

v
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2. EGYENES RUDELEM ALAPEGYENLETEI

A ’V konfigurciohoz tartozd terhelések és fesziiltségek felirhatoak mint a 'V kezdeti

allapothoz tartoz6 értékek és a novekmények Osszege:

2

qizlqi+qi’ zpi:lpi_l'pi’ 2Sij:lz-ij—l_Sij’ (2.11)
ahol 'z, a Cauchy féle - vagy kezdeti - fesziiltségek tenzora. Hasonlé6 modon, az elmozdulés

novekmény és a virtualis elmozdulés

= "u,+u = "u,+ U+ U] 8(%u, ) =8u,=3(U,+U)) | (2.12)

1 1 1

ahol felhasznaltuk az elmozdulds vektor novekmény (2.2) szerinti felbontasat. Ezzel a

virtualis mozgéasokbol szamolt Green-Lagrange féle virtualis alakvaltozas

S(ZHZ,) - SHU. = 8%(%,]. +u,, +uk,iuk,j)

_ gé(U” +U,,+U U, +U, +U;, +03) ~ S(gl.j +17; +5;)

alakban irhato fel, ahol

g, =%(Ul.,j +U,,). lyu & :%(Uﬁ.—i—U’f,.) : (2.13)

ij 2 ki~ k,j > ij
¢s a tovabbiakban elhagyott rész:
3 * * *® *
0°=UU,+U U, +UU,,.

A fesziiltség és a linearis alakvaltozas novekmények kapcsolata a rudelem anyagara tett

feltételezésnek megfelelden linearis, azaz

S, S(H,.j)z% 5(S,,) - (2.14)

Ha a (2.11)-(2.13) felbontasokat és a (2.14) anyagtdrvényt behelyettesitjiik a virtudlis munka
elvének (2.10) alakjaba, tovabba figyelembe véve, hogy az ismert kezdeti allapot megoldas,

azaz a 'V konfiguraciot meghatarozé mennyiségekre a virtualis munka elve teljesiil,

['z;8(s,) d'v=['q,8(U) d'V-['p 3(U,) d'a=0, (2.15)
v 4

y

a kovetkezd eredményt kapjuk:

1 1 1 1 1 * g1 1 * 1 1 11
S(J;ESU%CJ V+l.!: Tifnijd V+1J; Tijgijd V_IJ; qU, d V_l'[ pU d A

(2.16)
[ qdu,d'v—[ pdud'a=0,
lV lA

vagy roviden
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2. EGYENES RUDELEM ALAPEGYENLETEI

S(HL+HG1+HG2—HG6)—8W=O. (2.17)
Itt az els6 11, tag a linearizalt ndvekményekbdl szdrmazo alakvaltozasi energia, a méasodik €s
harmadik (ITg+11g,) tag a kezdeti fesziiltségekbdl szarmazo energia valtozas, a negyedik Ilg,
tag a kezdeti kiilsd terhelések munkaja a forgas névekményen és az utolsé tag a kiilsé teher
névekmény virtualis munkaja.

A kovetkezOkben a rtdra vonatkozé virtualis munka elv felirdsdhoz a (2.16) altalanos
elvbe behelyettesitjiik a (2.13) tenzoroknak a (2.4a-b) elmozdulds koordinatakkal
kifejtett alakjait. A (2.13) alakvaltozasi tenzorok koordinatai:

oU
&, = a(;]" , &y = (68(] + 5 y] . &= 1(6;] 861]2] ) (2.18a)
X A X A) X

1 (6U jz ou, Y (aU T
== = |+ + - ,
2 Oox Ox ox

(2.18b)
8U ouU 8U ouU., aU oU, aU 8U
2 ox oOr 8x or )’ Ths = Ox Os 6x Os
‘911:%’ & = aU =1, 513:l 8U aU (2.18c)
ox ar ox 2\ Os 8x

A (2.16)-(2.17) elso, 11, tagjdban, mivel a rudelem anyaga linedrisan rugalmas és

homogén, az egyszerli Hooke torvény szerint

S.=E¢,, S,=2G¢,, $,=2G¢,, (2.19)
valamint a (2.18a) alakvaltozasok ¢és a (2.4a) elmozdulast helyettesitve, a keresztmetszetre

vonatkoz6 integralés elvégzése utan a
2 oU 2 2
=— ng dV——J. E(aU"j +G aU“r . +(8U"+8U2j dv =
2y ox or ox Os ox

E[A(u’—ﬂ'zcs +7 Vs )2 +I B +1y"” +1w,9'2}dx

N |~

(2.20)

+ G[Ak, ((V’_?/)"'(a’_‘g)zcs)z + Ak, ((W’_ﬂ)_(a,_'g)yCS)z

| =

Sl = S———

(1, +1,-J) (@' =) +Ja” |dx

eredményt kapjuk, ahol az E és G a rugalmassadgi modulusok. Az integralds soran figyelembe
vettiik a ¢(7,s) vetemedési fiiggvény F1. fiiggelék (F1.3b-7b) tulajdonsagait valamint a (2.8)
szerinti keresztmetszeti jellemzoket. A (2.18a) és (2.19) Osszefliggések szerint, a

keresztmeszet mozgaséara tett feltételezés miatt, a V; és V; nyird igénybevételekhez a
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2. EGYENES RUDELEM ALAPEGYENLETEI

keresztmetszetben allando z,,, 7, nyir6 fesziiltségek adédnak, ami nyilvan kozelités, €s igy az
ezekbdl kiszamitott nyirdsi alakvaltozasi energia értéke is csak kozelitésnek tekinthetd. A
(2.20) alakvaltozasi energia kifejezésben k. és k; nyir6 faktorok a kozelitdé (allando) és a
pontos nyir6 fesziiltségekbdl szdmolt alakvaltozasi energidk hanyadosa. A nyir6 faktorok
definiciojat és szamitasi modjat az F1. fiiggelék 2. fejezete és az [S6] publikaco ismerteti.

A (2.16) masodik ¢és harmadik tagjaban a kezdeti fesziiltségi allapot zérustol kiilonb6zo

koordinatai legyenek a (2.3.b) abra szerinti fesziiltségkoordinatak:

o o L
ThH=0cs Tp=Tus T3770- (2.21)

A (2.16)-(2.17) masodik Ilg; tagja a (2.18b) tenzor koordindtdk és a (2.4a) elmozdulasok

helyettesitése utan:

1 2 (oU,Y (6U jz
II.=\z.n. diVi=—|o X + y + z dv

1 LA A A T % ou, ,0U, U, )]
" ox or ox or “ ox Os ox Os '

Vv
A tovabbiakban ebbdl a kifejezésbol az athuzott tagot elhagyhatjuk, mivel azt a (2.20) els6

tagjaval osszeadva, a

[iﬂ (E+o,)~ (5ij E (2.22a)

ox
egyszerlisités jogossdga belathatd. Az aldhuzott tagokban wugyancsak nagysagrendi
megfontolasbdl elhagyjuk a kismértékii csavarasi vetemedés novekmény és a tobbi mozgas

paraméter szorzatait:

aU 8U , , , , 8 [ ! !
ax = (u'+ S+ fx—y xz)(S—(p—ij(“ 5= w)(7)
X Or or
o o (2.22b)
DO =y w) 950 B | B = 5)(4).

Ezen egyszertsités kovetkeztében tiinik el a (2.2) és a (2.2b) elmozdulds vektorok kozotti

kiilonbség. Ezzel a (2.16) virtualis munka elv masodik tagja
i1 1
I, = 'f[EN(v'2 +w’2)+§MW0¢'2 —-Mpya' -Mwa'+V, (Wa-u'y)-V,(Va —u’ﬂ)}dx

0

, , (2.23)
"‘_[(er By—M, ﬁy')dx+.”[z'xrx2 (aa'+7/;/')+z'xsx3(aa'+ﬂﬂ')]dAdx ,
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2. EGYENES RUDELEM ALAPEGYENLETEI

ahol felhasznaltuk a normal fesziiltség (2.5) alakjat, az igénybevételek és az My Wagner féle
nyomaték (2.6)-(2.7) definicidit.

A (2.16)-(2.17) harmadik, Ils tagja a (2.18c) tenzor koordinatdk és a (2.4b)
elmozdulésok helyettesitésével

. * * aU* * *
I, = .[ri/.e[/ v = I o, U, +7, U, +—= |+ 7, U, + U, dv
v 0 ox or Oox Os ox

T[M2 (a7 +ay')—-M,(a'B+af)+V.af+V.ay +(M, - M, )(By+By')|dx (2.24)

N | —

L

~[[[zox (aa'+ 1)+ x, (aa’ + BB') | dAdx ,

ahol ismét felhasznaltuk az igénybevételek (2.6) - (2.7) definicioit.

Ezek utdn a (2.23) és a (2.24) 6sszege lesz a kezdeti belsd erdkbdl szdrmazo energia
valtozas:

1L ! ! ! ! ! ! ! ! !
6 =M+, =2 [N(vz+w2)+MW052+M1 (By-py)+M,(ay+ay' -2v'a")
0

—M,(d'B+af +2w'a')+V, (2w + f)a -V, (2v'—;/)a—2(Vr;/—VS,6’)u']dx. 22
ahol N, M\, M,, Ms, V,, Vs a radelem kezdeti allapotaban a 2.3.b 4bra szerinti hizd, csavard,
hajlité és nyird igénybevételek, az u, v, w, a, f és y pedig az S nyiré kdzépponti mozgas
novekmény paraméterek.

A (2.16) utolso6 két tagja a kiilso térfogati €s feliileti teher ndvekmény virtualis munkéja.
Dinamikai feladatokban, id6ben gyorsan véltoz6 mozgés névekményeknél a d’Alambert elv

szerinti tehetetlenségi erd lesz a térfogati eré névekménye:

q,=—p U, :—p(Ui—i-U;).
Itt a két pont jeldli az id6 szerinti masodik derivéltat és p a tomegsiirliség. Ezzel, valamint a
virtualis mozgéds novekmény (2.12) alakjaval, a masodfokiindl magasabb kitevdjii tagokat

elhagyva, a tehetetlenségi er6 névekmény virtualis munkéja

W = [ qdu,d'V ~—[ pU, U, dv =311, ,
v 14

ami a (2.4a) helyettesitése és a keresztmetszeti integralok elvégzése utan
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L
oL, :_IP[A(ﬁ_ﬂZCS +7ch)(8”_zcssﬁ+J/c587)
0
+ A(V+0 zo5 )Ov+ A(W—0 yog ) SW (2.26)
4 Az —Tiyes +6 £2)8a+ 17 Sy+1,B 5B+ 1,8 59 ] dx.

A tovabbi kiilsé eré novekmények munkdja az ismert modon szamithato, [49], [54], [74].
Mivel a jelen dolgozatban vizsgalt feladattipusok — kritikus terhelés, lengéskép,
sajatfrekvencia szamitasa — nagy részénél ilyen terhelések nincsenek, ezek tovabbi

részletezésétol itt eltekintiink.

2.3.1. A Kkezdeti terhelés munkaja
A (2.16) elvben negyedik és 6todik Ig,. tag a kezdeti kiilsé terhelések munkaja a forgas

ndvekményen, ami a rudelem 4, feliiletén miikodo py, p,, p- megoszlo terhelésekbdl a

I, (P): J‘piUi* dA :%J [Px (ﬂa(’”_ycs)"‘?/a(s_zcs))

4,

+p, (yﬂ(s—zcs)—(az +72)(’”—)’c5))+p2 (7/ﬂ(r—ycs)—(a2 +ﬂ2)(s—zcs))}dx

Osszefliggeés szerint szamolhatd. Ez alapjan felirhatjuk 2.1. abran jeldlt P ponton atmend vonal
mentén megoszlo f,, f,, f-, vagy a j jelii keresztmetszet P pontjaban hato F\, F), F. koncentralt

excentrikus kezdeti terhelések munkajat is:

HGe(f) = J.fz'Ui* dx
“ (2.27)

j;|:f;r (ZSPy+ySPﬂ)a+f:v(ﬂ7/ZSP _(az +7/2)J’sp)+fz(,87ys1ﬂ _(a2 +IBZ)ZSP):|dx9

N | —

Mg, (F)=|F-U"|

J

(2.28)

:%[Fv(ZSPV'FySPﬂ)a"'F; (ﬂVZSP _(az +72)J’SP)+FZ (ﬂVysp _(az +ﬂ2)zsp)lj
A kezdeti kiils terhelés anyagi ponthoz kotott konzervativ erérendszer, ami azt
jelenti, hogy a mozgéds novekményekkel a tdmadaspontok elmozdulnak, de az
erok irdnya valtozatlan.

Vizsgaljuk meg azt az esetet, ha a rudra hat6 kezdeti kiilsd terhelés koncentralt erépar,
ami két azonos nagysagu, egymdashoz kozel 1év6, parhuzamos hatasvonalu, de
ellenkezd irdnyitdsu koncentralt erdvel egyenértékli. Ha a Ilg. (2.28)
kifejezésében az F erd P tamadaspontjanak az S nyir6 kdzépponthoz viszonyitott
koordinatai a 2.1. dbranak megfeleléen xsp, ysp és zsp, akkor ebben a pontban a
(2.4b) U" vektort részletesen kifejtve:
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—Xsp (:Bz +72)+y513aﬂ T ZpQy
XspQff = Vsp (az +7 ) +zpfy |- (2.29)

XpQY + VspBY — Zgp (0‘2 +ﬁ2)

. 1 1
U =—(Q2Q)(R,-Rj)==
2 2
El6szor legyen a j jell keresztmetszetben egy M, csavard nyomaték, ami egyenértékii a

2.5 abra szerinti, F' = M,/2k nagysagu ¢és 0O, iranyu erdparral. A P; és P, pontokban hat6 erdk

felbonthatoak a keresztmetszet r, s fotengelyei irdnyu komponensekre:

P x4 =0, yop =yeptksinG, , zg =z —kcos6,, F,=Fcosb,, F,=Fsin0_,
P, Xy =0, Ygp, =Ygp—ksinG, , zg, =z +kcosO, , F,=-Fcos0,, F,=-Fsin6,.

S X2 (V, 1)

2.5. abra. Csavard erdpar felbontésa
Ezzel a kezdeti terheld erpar négy er6komponensének az eredd (2.28) munkaja a (2.29)
mozgas ndvekményen:
1 2 2 .
HGe:E[FcosG)x(ﬁ;/(ZSP kcos®,) (a +y ) ySP+ksm®x))
—Fcos@l(ﬂ;/(zsf&kcos@ (a +7/2) Ysp— )
+Fsin®x(,8}/(ysp+ksin® (a +ﬂ2) ZSP—kCOSG)x))
_Fsin®x<ﬂ}/(ysp—ksin® )- (a + )(zsp+kcos® J

A kijelolt miiveleteket elvégezve, rendezés utan a

I, =%Mx [(/32 —72)S’"§®x ~ By cos 2@4 (230)
J

eredményt kapjuk. Az M, nyomatéku kezdeti erOpar munkaja fligg az erdpart

alkoto erdk @, iranyszogétdl is. Ezt szemlélteti a 2.6a. abra, ahol a keresztmetszet

forgas novekményének irdnyatdl fliggéen az anyagi ponthoz kotott erdpar

nyomatékanak irdnya allando, vagy érintd iranyd. Az ilyen tulajdonsagl erdpart,

illetve a nyomatékat — Argyris [3], [4] nyoman — kvazitangens nyomatéknak
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nevezzik. Az er6part alkotd erdk a mozgd anyagi ponthoz kotott, allando iranya
vektorok.

Jur 7 | “p

M,/2

z y A@/Z X ' y ' zZ

2.6. abra. Kvazitangens (a.) és szemitangens (b.) csavard erépar

Az M, csavar6 nyomaték a 2.6b. abra szerinti két M,/2 nyomatéku, egymasra merdleges
erdparral is eldallithat6. Ilyenkor a keresztmetszet forgds ndovekményének
iranyatol fliggetleniil az erdparok ered6 nyomatéka a keresztmetszeti forgas
szogfelezdje iranyaba mutat. Az ilyen tulajdonsagu nyomatékot szemitangens
nyomatéknak nevezziik. Az M, nyomatékl szemitangens erOpar munkéja a (2.30)
egyenletbdl el0szor az M,/2, O, majd az M,/2, O+ n/2 helyettesitéssel szadmithato.
Mivel

sin2(O +m/2)=-sin20,, cos2(O,+x/2)=—cos20,,

a (2.30) alapjan belathato, hogy a szemitangens kezdeti csavar6 erépar munkéja I1g. = 0.

S X1, (X)

2.7. abra. M hajlito erépar felbontasa

Hasonl6 modon szamithaté az M, nyomatéktl kvazitangens hajlito erdpar (2.28)

munkdja a (2.29) mozgas ndvekményeken. A 2.7. abra szerinti felbontéassal, ahol F= M,/2k, a

P o X =ksin® , Yo, =Yg, Zgp =zZgp—kcos® , F,=-Fcos® , F,=-Fsin®_,

Py Xgpy ==k sin®, , yspy, =Vsp » Zopy =Zgp Thcos®O,, F,=Fcos®,, F,=Fsin0®,.

helyettesités és rendezés utdn a

1 o sin2@y
HGQ—EMy[—(a —7) 5 +aycos20,

J

21-



2. EGYENES RUDELEM ALAPEGYENLETEI

eredményt kapjuk. Ebbdl, ha az M, szemitangens nyomatékl, ami két
kvéazitangens nyomatéktl erlpar ereddje, az M,/2, @, és az M,/2, O+ n/2
helyettesitéssel most is a 1, = 0 eredményt kapjuk.

Ezzel igazoltuk a kovetkezd megallapitast: A rudra miikodo, kvéazitangens nyomatékil

kezdeti terheld eréparok munkaja a forgas novekményeken:

09~ (51222 o)

sin260
—My((az—j/z) 2 —aycos2@yJ (2.31)
+M. ((az - B ) Sm22@Z —aff cos 2@2]} ,
J

a szemitangens tulajdonsagu kezdeti terheld er6parok munkaja pedig:

M, (M*)=0. (2.32)

2.3.2. A Timoshenko — Benscoter modell
Az elozbéekben felirt (2.20) és (2.25) részeredményeket Osszeadva, a (2.17) virtualis

munka elv alakja
8 (I, +11,, —TI1,, ) — 811, — W

L
= 8%]E[A(u’—ﬂ'zcs + 7" Ves )2 +I B +1y" +Iw19'2}dx
0

[0tk (/=)= + 1 (=) =5) )

(1, +1,=T)(@ =) +Ja” ax (2.33)
L
+5%I[N(V'2 W)+ M, (By - By )+ M, (dy +ay -2v'a’) - M, (a/B+aff +2wa)

0
+ My a4V, (20 + B)a =V, (2v' = y)a=2(Vy ¥, p)u' | dx
—oI1,, — oI, —dW =0,
ahol a Ilg. a kezdeti terheléstdl fiiggben (2.27), (2.28) vagy (2.31), a oIy, pedig (2.26)
szerinti. Ebben a legéltalanosabb alaku elvben hét valoban fiiggetlen paraméter szerepel.
Régota ismert, de viszonylag kevés publikécio foglalkozik Benscoter [14] elméletével, aki a
Vlasov elmélet tovabbfejlesztéseként a csavarasi forgast és a vetemedési paramétert fiiggetlen
valtozoknak tekintette. Szakirodalmi kozlések szerint ez az elmélet elsdsorban a zart

vékonyszelvényli rudak estén lehet hasznos. A Benscoter téle elmélet alkalmazésa soran a I1;,
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(2.20) alakjadhoz hasonl6 energia kifejezést hasznaltak statikai szamitdsokhoz Shakourzadeh,
Batoz [58] és zart szelvényl egyenes rudak dinamikai vizsgalatarol kozolt eredményeket
Cortinez [19].

A kezdeti igénybevételeket tartalmazo, (2.25) szerinti Il megegyezik MY Kim és
szerzbtarsai [34] altal kozolt alakkal, de ott a mozgasparaméterek a C sulyponthoz kotott
mennyiségek, tovabba a (2.33) egyenletben aldhuzott tagot, az axialis mozgas hatasat
elhagytdk. Ez a tag egyenes rudnal valoban elhanyagolhato, de Lim [44] vagy Gu [26]

eredményei szerint gdrbe rudaknal, térbeli keretszerkezeteknél hatasa fontos lehet.

2.3.3. A Timoshenko — Vlasov modell
A gatolt csavaras Viasov elméletének alap feltételezése szerint a vetemedési paraméter a

fajlagos elcsavarodas:

9= a' . (2.34)
Ezt a bels6 kinematikai kényszert beirva a (2.33) elvbe, a nyirasi alakvaltozasokat is
szémitasba vevd, kozismert Timoshenko féle ridmodellre érvényes virtualis munka elvet

kapjuk:
8(I1, +11,, — 11, )—8I1,, —8W¢

L
=8%jE[A(u’—ﬂ’zcs+y’yCS) +1 A7 +1 7 +1 a"z}d
0

1% p 2 ' 2 "2
+5—jG[Ak, (V' =7) + 4k, (w' = B) +Ja"” |dx (2.35)

+0— j[ v +w’2 + M, (By—-pBr)+M,(ady+ay' -2'a")- M, (a'B+aff +2wa’)

+Mya” +V, (2w + B)a—V, (' = y)a—=2(V.y -V, B)u’ |dx
~8I1,,, —8I1,, —8W =0

2.3.4. A Bernoulli —Vlasov modell
A klasszikus rudelméletek kozismert, Bernoulli, vagy Euler-Bernoulli geometriai
hipotézise szerint a lehajlasok ¢€s a forgasok kapcsolata:
L= —w, y=v. (2.36)

Ezzel a (2.35) virtuélis munka elvének a Bernoulli-Viasov radmodellre érvényes alakja:
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8(I1, +11,, — I, )—3I1,, —8W

5 [EA (t +W'zeg +9"ys | + ELw"™ + E1V" + E1 o +GJa” } dx

1
2

+38 [N(v'2 +w? ) +M, (v"w' - v'w") +M,(V'a- v’a’) + M (Wa-wea') (2.37)

N | —

SR LY S—

+Mya” +Vwa-Vya-2(V v +Vw) u'J dx
—oI1,, —oll,, —6W =0
ahol dllg. a kezdeti terheléstdl fiiggben — vonal mentén megoszld, koncentralt erd vagy

kvazitangens nyomatéku erépar — a (2.27), (2,28) vagy a (2.31) alapjan

L
8I,, = 6% JL/: oV = ygon')a

0

~f, (W'V’ZSP +(a2 +V'2)J’sp> -/ (w’v'ySP + (az + W!z)zspﬂ dx
+5%[F; (ZSPV’_ySPW,)a

= (W2 (@ 1973 )~ F (v 4 +W,2)ZSP)} (2.38)

1 n2
+3—| M! (w'z—v'z)sm 0, +wV cos 20,
2 2 )
_av'c0S2@yJ+Mj((a2_wf2) z+awrcos2gzjj| ’
2

e {(az_w)
J

a OIly pedig a (2.26) alltalanos kifejezésb6l a (2.34) és (2.36) belsé kinematikai

1

sin 2@y sin260

kényszerfeltételek helyettesitésével:

L
oll, = —jp [A(u + W Zeg + VY ) (Su+ 2 OW + Y SV')
0

+ A(V+ 6 25 )+ A(V0—& yos )Sw+ A(Vzps —Wyes +6 0 )8 (2.39)

+ 1V VW oW+ 1,0 Sa']dx.

2.4. A klasszikus modell vizsgalata

A rudak vizsgalatdhoz mar régota haszndlt, kozismert virtualis munka elvet — tobbek
kozott Viasov [68], Timoshenko [65], Washizu [69] nyoman — a kis forgdsok feltételezésébdl
kiindulva irhatjuk fel. Ha a (2.2) elmozdulas vektorban a masodrendi U” tagot elhagyjuk,

akkor a (2.16) - (2.17) virtualis munka elvben az ehhez kapcsolddo részek kimaradnak:
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sUlS,.jg,,dfmjlr,jn,.jdeJ—jqi Su,d 'V~ p, du;d'4=0,
‘V2 24 '4

ly

vagy roviden a mar bevezetett jelolésekkel:

8(I, +11,;,)—8W =0. (2.40)
Mar itt is latszik, ha a linearizalt elmozdulas mezobdl indulunk ki, akkor a virtualis munka
elvének kvadratikus alakjabol 1ényeges elemek kimaradnak. A kovetkezdkben azt vizsgaljuk
meg, hogy a tal korai linearizalasnak mi a kovetkezménye.
A (2.23) szerinti Il atalakitdsdhoz a szakirodalomban szokasos utat kovetve a
kovetkezo két feltételezést alkalmazzuk (Ziegler, [73]) :

M, =M, =M/2, [t xdl==Vy,, [rxdi=-Vz,. (2.41)

y) y)
Az M,, M, és M, definicioi a (2.7) egyenletek. Az elsé feltétel szimmetrikus
keresztmetszetekre, a masodik €s harmadik allando csusztatd fesziiltség eloszlasokra pontosan
teljesiil. Ha feltételezziik, — bar ez pontosan nem mindig igazolhatdé — hogy a (2.41)
keresztmetszet alakjatol ¢és a fesziiltségeloszlas jellegétdl fiiggetleniil minden esetben

érvényes, akkor azt a (2.23)-ba helyettesitve, a (2.40) virtualis munka elvben szerepld tagok:
8(I, +11,,)—dW

L
=3I, + 8% | [N(v'2 +w? )+ Mya”?+ M, ( By —pr)-2Mya' - 2M3w'a’}dx (242)
0

L
+6'”:er'0‘ —Vva+ (Vsﬂ_ Vr7)”'_ V.Y (aa,"' 77') —Vizg (0(05'+ ﬂﬂ’)] dx—oW .
0

Itt a II; kifejezése ugyanaz, mint a (2.20), mert abban nem jelenik meg az U” vektor. Ebbél a

klasszikus Bernoulli — Viasov modell a (2.34) és (2.36) belsd kinematikai kényszerfeltételek

helyettesitésével:
8(I1, +1;, ) —dW =
L
- 5% [ [EA (' +W'zes +V"ys |+ ELW” + ELV? + ELo" +GJa"” } dx
0
L (2.43)
+ S%J‘ [N(v'2 +w'? ) +Mya”? + M, (V'W —vw")-2M Va' - 2M3w'a'} dx
0
L

+ SI[Kw’a —Vya—(VV +Vw)u' =V yg (aa' +vV") =V zg (aa’'+ w'w”)} dx—8W,
0

forméaban irhato fel, amibdl kiindulva a V. =-M_, V. =M, V/=—f, V/=—f. egyensulyi

egyenletek, a (2.7) egyenértékiiségi egyenletek, kiilonb6z6 integral atalakitdsok ¢és
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egyszerusitések felhasznalasaval tovabbi, az egyenes rudelemre alkalmazhato klasszikus elv
formakat lehet levezetni. (Attard (5], Kiss [41], Kitipornchai [42], Mohri [47]) Ezek

részletezése jelen dolgozatnak nem célja.

2.4.1. Kezdeti belso er6k munkaja

A lineéris elmozdulas mezore épiild (2.42) ¢€s a nagy forgdsok hatasat is tartalmazo
(2.33) Timoshenko — Benscoter elmélet szerinti elveket 0sszehasonlitva, latszik hogy az M,
M3 nyomatékok és a V,, Vs nyird igénybevételek egyiitthatdiban van 1ényeges kiilonbség.

Vizsgaljuk meg az eltérések jellegét és értelmét!

2.8. abra. Rudvégi igénybevételek - terhelések

Vagjunk ki a radbdl egy L hosszsagu, egyenes tengelyli részt, ahol a radszakasz végein
a belsé erérendszer komponensei, mint kezdeti kiilsd terhelések jelennek meg
(2.8. ébra). Tételezziik fel, hogy nincs kezdeti huzo igénybevétel, a végponti
terhektdl eltekintve az L szakasz terheletlen, a nyir6 igénybevételek hatasvonala
atmegy az S nyirékozépponton, tovabba a rudelem mozgasa lasst €és nincs teher
noévekmény:

N=0, M,=M,, M,=M,, y,=z,=0, II,, =0, W=0. (2.44)
Ezek az egyszertsitések a kovetkezd vizsgalat 1ényegét nem érintik. Tételezziik fel tovabba,
hogy az M, csavar6 nyomaték szemitangens, az M, és az M3 hajlitd nyomatékok pedig

kvazitangens tulajdonsaguak:

M;(L)=M(L), Mj(O):—MI(O’) (2.45)
(L)

MI(L)y=M (L), M!(0)=-M (0), ©.=0.

A vizsgalt L szakaszra alkalmazzuk a (2.33) virtudlis munka elvet. A kezdeti kiils6 terhelések
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— a 2.8. abra szerinti radvégi erdk és nyomatékok — munkéja a forgas ndvekményen a (2.28),
(2.31) ¢és (2.32) 0sszege, de ebbdl most csak a kvazitangens nyomatékok (2.31) munkaja lesz
zérustdl kiilonboz6, ami a (2.45) rudvégi terhek és az M) =V, és a M =-V egyensulyi

feltételek helyettesitése €s egyszeri integral atalakitasok utan a kovetkezo lesz:
1 L1 L
Mg, =g, (M?)= E[Myqa]/ -Mlap] = E[M,ay/ -M,ap];

=%I(Mray—Msaﬁ)’ dx =%I(Vsa}/+Mr (a}/)’ +Vaff—M, (aﬂ),jdx

Ezt beirva a (2.33) els6 harom tagjaba,
o, +11,, -1, =11,

+— I[ w0+ M (By=pr)+ M, (ay+ay' -2'a" )M (a'f+af +2wa')

+V, (2w + B)a-V, (2v’—y)a+2(K,B—Ky)u']dx —%j(VSOWJrM, (a}/)' +V.af—M, (aﬂ)’jdx

a lehetséges 0sszevonasok utani eredmény

I, +11g - g, =11,
1§ (2.46)
EI[M a?+M,(By-pr)- 2Mrv'a'—2Msw’a'+ZV;W'a—2st'a+2(V5ﬂ—Vr;/)u'}dx ,
0

ami megegyezik a (2.44) egyszeriisitések szerint atalakitott (2.42) elvben a I1; + Iy, tagokkal.

Az eredmények alapjan megallapithatjuk, hogy a (2.45) kiindulo feltételezésekkel
Osszhangban, a (2.42) szerinti, klasszikus virtualis munka elvben a hajlit6 nyomatékok
kvézitangens, a csavar6 nyomaték pedig szemitangens tulajdonsaguak. Ez az eltérd
tulajdonsag a klasszikus elv alkalmazasi lehetdségeit er6sen korlatozza, mivel a 2.6. abra és
az ehhez fliz6tt magyardzat szerint a forgas novekmények kozben a kvazitangens és a
szemitangens nyomatékok novekményei eltéréek lesznek. Térbeli szerkezeteknél, nem
egytengelyli radelemek csatlakozasanal vagy gorbe rudaknal, ahol a csavard és hajlito
igénybevételek nem fliggetlenek, egy terheletlen csomopontra a kezdeti nyomatéki egyensulyi
allapot a novekményekkel kiegésziilve nem marad meg (2.9. 4dbra). Ezt a hatast Argyris [3],
[4] mutatta ki és a csoméponti egyensuly hiba javitdsahoz egy ,korrekcios” geometriai
merevségi matrix alkalmazéasat javasolta. A korrekcids matrix szdrmaztatdsanak modszerét
altalanos esetre Teh és Clarke [62] irtak le. A véges forgasok feltételével megszerkesztett
(2.33) elv és az abbol szarmaztatott (2.35), (2.37) elvek alkalmazasa esetén a korrekcios
matrixok alkalmazéasara nincs sziikség és a néha kérdéses (2.41) feltételek alkalmazasat is

elkerultik.
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Ebben a fejezetben bemutatott vizsgalatok eredményeit a kdvetkezokben foglalhatjuk
Ossze: A (2.2) alakt, a forgas paraméterek masodfoku tagjait is tartalmazd elmozdulas
vektorral megszerkesztett (2.33) virtudlis munka elv minden tovabbi kiegészités nélkiil
alkalmazhat6é térbeli rudszerkezetek vizsgélatdra, mivel abban a belsé er6k nyomatékai
szemitangens tulajdonsadgiiak. Ha a kezdeti hajlité és csavard igénybevételek fiiggetlenek, —
egyenes rudaknal, vagy sik keretek sikbeli terhelésénél és mozgasanal — a (2.37) és a (2.42)
elvek azonos értékiiek. Megmutattuk, hogy ez a két tétel, amit Kim és szerzbtarsai [35] a
(2.37) Bernoulli-Vlasov modellre igazoltak, az altaldnos (2.33) Timoshenko—Benscoter, ¢és

minden tovabbi, ebbdl szarmaztatott modellre is érvényes.

M=M
fﬁ I
/ N
ﬂ | \L.":";Ma/z
M=M M

2.9. dbra. Nyomatéki egyensuly valtozasa

2.5. A ’VEM?7” végeselem modell

A virtuadlis munka elvének (2.33), (2.35) vagy (2.37) alakjaibol kiindulva, konkrét
szerkezetekre vonatkozd megoldasokat lehet meghatarozni. Egyik Ilehetdség a
variacidszamitas ismert modszerével a peremérték feladat (Lagrange egyenletek, természetes
peremfeltételek) szarmaztatdsa. Ez akkor hasznos, ha az adott modell egyszerii és igy van
lehetdség pontos, vagy kozelitd, de zart alakii megoldas eldallitasara, MY Kim, [36]. A masik
lehetdség valamely direkt numerikus eljaras, célszeriien az altalanosan hasznalhat6 végeselem
modszer alkalmazasa.

A tovabbiakban a virtuadlis munka elvének (2.37) Bernoulli-Vliasov formajabol
kiindulva, a leheté legegyszerlibb interpolacio alkalmazéasaval irjuk fel az elem matrixokat.

Vezessiik be az alabbi definici6 szerinti atlagos tengelyiranyl elmozdulast:

_ 1 B o, ’
u =Z-[Ux dA=u— Pz +VVes, U =UFLZog=VVeg =U—WZeg—V Ve . (2.47)
4

Az elem csomoOponti paraméterei (szabadsagfokai) legyenek az S nyirékozéppont harom

elmozdulésa, a harom forgés ¢és a hetedik szabadsagfok a vetemedési paraméter:
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2. EGYENES RUDELEM ALAPEGYENLETEI

T - . A,
Al=[g v wa gy 9 i=12, U,= NE (2.48)

(14,1) 2
ahol Ug az elem valtozok oszlop matrixa.
A két csomopontl, tizennégy szabadsagfoku elemen az atlagos axidlis elmozdulast

linearis, a lehajlasokat és a csavar6 forgast harmadfokt Hermite polinomokkal interpolaljuk.

(&) =i, (1-+u,¢

(&) =v,F,+y, LF,+v,F;+y, LF,,

w(é‘) =w i, —-pB LF,+w,F,—f, LF
(&) =aF,+8 LF,+a,N;+9 LN,,

<

(2.50)

(24

F=1-3428, FE=E-28+&, F=38-28, F=£-&, 5:%.

A hajlitd és csavard mozgasok azonos szintil interpolacidja akkor fontos és hasznos, ha
a vizsgalt feladatban ezek kapcsolodasaval kell szamolni. Az interpolacids fiiggvényeket a
(2.37) és a kezdeti terheléseket hatasat leird (2.38) kifejezésekbe helyettesitve, az elem k;
linearis merevségi, kg = (kg + Kge) geometriai merevségi €s (2.39) szerint a m konzisztens

tomeg matrixai a kovetkezd modon szamithatok ki:

L
SUTk,U, = 5% j (Edu® + ELw"” + EIv” +Ela" +GJa'" )dx , (2.51)

]
SU'k, U, = siz[ v w2 )+ M, (Ve —va')+ My (wa-wa')
+ M, (V'W VW) + Mo +V wa-Vya (2.52)
+2(VV +V W) (W'zes +V"ves )= 2(V, +sz’)z7']dx,
8Upk, U, =58 I[ (zaV' =y )@ =( 20 + fyse )WV =( £,y + fi200 )&
—f, 5V = fzgpw' | dx
+5%[Fx (27 +yspB)a+(F 2+ Fyg ) By —(Fyg + Fzg )@ = F.zy, = F,yr” (2.53)

+Mf((ﬁ2 y )sm22@ —ﬁycosZ@j Mﬁ((az—yz)

+Mf((a2—,6’ )sm22@ —af3cos 20, ﬂ ,

J

sin260
~—aycos20,
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L
UzmU, = [[ pA (i 87+ (+ & 2 )+ (=t v Jowe (i =i+ Jo0)

+p (1 8V + 13 3w +1,¢" da') |dx.

A (2.50) alakt egyszerl interpolacié nagy elénye, hogy az elem matrixok zart alakban
kiintegralhatéak, ami a numerikus szamitasok Iehetséges hibaforrasait csokkenti. A
harmadfoku elem megbizhatosagat, pontossagat Teh [63], [64] vizsgalatai is igazoljak.

A (2.51) - (2.54) zart alakban kiintegralt elem matrixokat az [S9], [S10], [S13],
kozlemények, illetve a teljesség kedvéért az F2. fliggelék is részletesen bemutatja. A (2.51),
vagy (F2.1) k; linedris merevségi matrix, ami az itt bemutatott és a klasszikus modellben
azonos, megtalalhatd tobbek kozott Attard 5], Barsoum, Gallagher [7], Ivanyi, Papp [30],
Kim [34], Kitipornchai [42] publikacidiban is. A kg; geometriai merevségi matrixnak a direkt
nyirast és az axialis mozgast is tartalmazo (2.52), vagy (F2.2a), valamint az m konzisztens
tomegmatrix (2.54), (F2.4) formajat ismertetdé kozleményt a szakirodalomban nem taldltam.
Az (F2.5), a forgasokra nézve is energetikailag konzisztens, diagonal tomegmatrix, amit
Archer [2] eljarasat kovetve, a merev testek mozgasat leird, elemi dinamikai 6sszefiiggések
alapjan lehet megszerkeszteni. Ennek részleteit €s pontossagi vizsgalatat az [S4] publikacio és

az [S7] dolgozat kozli.
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3. PELDAK A RUDMODELL ALKALMAZASARA

Az eldzéekben részletezett elmélet és a VEM7 végeselem modell ellendrzéséhez
hasznalt feladatok koziil itt csak hdrmat ismertetiink. A numerikus ellenérzéshez ajanlott
feladatsort ismertet Teh [63], [64]. Ezekre — és még tovabbi feladatokra — vonatkozd
numerikus vizsgalati eredmény a [S3], [S4], [S5], és [S7] publikaciokban is talalhato.

A kovetkezokben bemutatand6 feladtok célja, a sziikséges és kotelezd numerikus
ellenérzéseken tul, a rad és a csomodpontonként hét szabadsagfoka rad végeselem modell
sz¢éleskorli, helyenként a szokdsos gépészeti, mérnoki alkalmazasok keretein tulmutatod
lehetéségeinek rovid bemutatasa. Ezek alapjan is megallapithatdo, hogy a modell a

célkitlizésekben megfogalmazott jelenségek vizsgalatara alkalmas.

3.1. Keret kritikus terhelése
A 3.1. dbran lathatéd téglalap keresztmetszetli, nyitott sikbeli keret az F' erd hatdsara
elveszti stabilitasat, a sikjara merdlegesen kihajlik és elfordul. A kritikus terhelés értéke fligg

az erd keresztmetszeten beliili excentricitasatol is és irdnyatol is.

L L =240 mm
b =30mm
t=0,6 mm

<
<

E = 71240 N/mm>

I v=031

VA Ay

I —
v ! ﬁ——'b

P Py P,

S,z

X F
|

3.1. abra. Keret terhelése és méretei

A feladattal kapcsolatban érdemes megjegyezni, hogy Argyris [3] a nyitott keret
vizsgalataval mutatta ki a 2.4. fejezetben ismertetett klasszikus modellben a hajlito €s csavard
nyomatékok forgds novekmények kozbeni eltérd viselkedését. A kovetkezd szamitas
eredményei is igazoljak, hogy a klasszikus modell nem alkalmas térbeli szerkezetek
vizsgalatara.

A kritikus terhelés szamitasat harom kiilonb6z6 kezdeti terhelési esetre végeztiik el, az
F er6 tAmadaspontja a Py (zsp = -b/2), a Py (zsp = 0) és a P, pont (zsp = +b/2). A kritikus erék

szamitott és referencia értékeit a 3.1. tablazatban foglaltuk 6ssze. A pozitiv eredmények a 3.1.
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abra szerinti, a negativ az azzal ellenkez0 erd iranyt jelentik. A tablazat els6 két sora a VEM7
végeselem modellel az (1.2) alaku sajatérték feladat legkisebb pozitiv és negativ
sajatértékeibdl, két kiilonbozd (N, = 4 és 20) elemszdmmal meghatarozott eredményeket
mutatja. Latszik, hogy egyenes szakaszonként mar két elem is elfogadhat6 eredményt ad. Az
els6 két sor eredményeinek maximalis eltérése kisebb mint 2%, ami a (2.50) alaku
harmadfoktl interpolaci6 mindségét igazolja. A 3.1. tébldzat 3. ¢és 4. soraiban a
szakirodalomban megtalalhato eredmények koziil adtunk meg kett6t. Az 5. és 6. sorokban a
héjelemekbdl allo végeselem modellek eredményeit adtuk meg. A 6. sor szerinti COSMOS/M
modellt és az egyik kihajlott alakot mutatja a 3.2. abra. Végiil, a tablazatban a 7. és 8. sorok a
2.4.1. fejezetben, a klasszikus modell alkalmazhatosdganak korlatira tett megallapitasokat

illusztraljak, mivel ezek az eredmények kozel fele akkordk, mint a pontos értékek.

1: FaP;pontban | 2: Fa Pypontban | 3: F a P, pontban

1. | N.=4 1,033 /-0,7219 1,091 /-0,6948 1,145 /-0,6668
2. | N.=20 | 1,031/-0,7100 1,088 /-0,6830 1,141 /-0,6551
3. | Ref[27] 1,088 / -0,6804

4. | Ref[40] | 1,031/-0,7002 1,088 /-0,6830 | 1,141/-0,6551
5. |Ref[40]*"| 1,122/-0,7311 1,183/-0,7021 | 1,2401/-0,6725
6. a2 1,129 /-0,7223 1,184 /-0,6957 1,233 /-0,6681
7. | Ne=20"| 0,5399/-0,4330 | 0,5537/-0,4238 | 0,5669/-0,4143
8. | Ref [40]" 0,5568 / -0,4263

T ABACUS, 250 Q9 shell (S9R5) elem, ** COSMOS/M, 600 shell (SHELLAT) elem,
® Kklasszikus modell, (2.43), U* =0

3.1. tablazat. Keret kritikus terhelései (N)
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Ezzel a feladattal bemutattuk, hogy a kidolgozott VEM7 végeselem modell térbeli
rudszerkezetek kritikus terheléseinek, valamint excentrikus kezdeti terheléseinek kezelésére

alkalmas.

3.2. Csavart tengely stabilitasa

A gépészeti gyakorlatban gyakran eléfordul, hogy egy hosszu rudat, vagy tengelyt
csavaro ¢€s esetleg ezzel egylitt mas igénybevételek is terhelik. Ez esetenként sziikségessé teszi
a csavart rudak stabilitasi kérdéseinek elemzését. A szakirodalombdl mér régoéta ismertek az
erre vonatkozd eredmények. (Goto [25], Ponomarjov [53], Ziegler [73]) A kovetkezo
egyszert feladat célja annak igazolasa, hogy a dolgozatban bemutatott radmodell a csavart
rudak linedris stabilitdsi problémajanak vizsgalatara is alkalmas. Az erre épiild végeselem
modell a kiegészitd lehetéségekkel egyiitt felhasznalhatdo bonyolultabb, a valdsagos lizemi
viszonyokat is — valtozd keresztmetszet, rugalmas tdmaszok, idében valtozé kombinalt
terhelések — modellez6 feladatok vizsgalatara.

A 3.3. é4bran lathatd, szimmetrikus keresztmetszetli tengely igénybevétele tiszta
csavaras. Legyen a konzol szabad végén miikodé M kezdeti csavard erOpar két, egymadsra

merdleges irdnyl kvazitangens nyomatékl erépar ereddje:

M!=(1-a)M, Mi=aM . (3.1)
Az a paraméter értékével bedllithatjuk az eredd nyomaték kvazitangens vagy szemitangens
tulajdonsagat, ugyanis a 2.5 és 2.6 abrakhoz tartozd megjegyzésekkel dsszhangban, ha a = 0
vagy 1 akkor M = M7 vagy ha a = 0,5 akkor M = M* . (Itt érdemes megemliteni, hogy Yau
[71] ezt a felbontast alkalmazta az I szelvényli csavart rudak stabilitasvizsgalatdhoz, amikor
feltételezte, hogy az eredd csavard igénybevétel szabad — St'Venant féle — csavarasi része

szemitangens, a gatolt csavarasi rész pedig kvazitangens természetti.)

L (1-a)M

3.3. abra Konzol terhelése

A (2.37) virtualis munka elvének az adott feladatra érvényes alakja, mivel a

keresztmetszet szimmetrikus, ycs = zcs =0 és M| = M:
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L
EAu'2 +EI W'+ EIV"” + El a" +GJa'” )dx+ 8 j %M (V"W —=v'w")dx—38I1; =0 . (3.2)

I3

A tengely x = L végén a két merdleges és kvazitangens nyomatéku kezdeti terheld erdpar

Nl»—

eredd munkaja a forgas novekményeken a (2.31) vagy (2.38) alapjén:

1

I, = 2M(l ZQ){(wz—v )Sm2@

+v'w' cos 20 } . (3.3)

x=L
Itt is latszik hogy ha a = 0,5 akkor M = M * és g, = 0, ami megfelel a (2.32) altalanos
érvényll megallapitasnak. Mivel a (3.2) elvben a kezdeti M csavar6 terhelés csak a v és w

mozgésokkal kapcsolédik, a tovabbiakban csak ezekre a valtozokra vonatkozd megoldaist

kovetkezd peremérték feladathoz jutunk:

EIV'"+Mw' =0, EIwW"-M"=0, (3.4a)
x=0: v=0, w=0,Vv=0, w=0,

x=1L: EISV”-F%MW,—%M(1—261)(V’Sin 20, - W cos20,)=0, (3.4b)

LW =L+ L0t (1-20) (v c0s 26, +'5in20,) =0

Erdemes megfigyelni, hogy az a paraméter csak a peremfeltételben jelenik meg, az
egyenletekben nem. A terhelés megosztasa nem befolyasolja a belsé egyensulyt, mivel a belsd
erék nyomatékai — esetiinkben az a értékétdl fliggetleniill — mindig szemitangens
természetiieck. Ez megfelel a 2.4.1. fejezetben részletezett altalanos érvényli vizsgalat
eredményeinek. A (3.4a) egyenlet megoldasa, ami teljesiti az x = 0 peremre vonatkozd

kinematikai peremfeltételeket:

v(x) = (simux/L—z//x/L)—c2 (l—coswx/L) ,
w(x) = clk(l—cosy/x/L)+czk(sinkx—l//x/L) ,

£ (3.5)
" E, /1 I,

Ezt a megoldast az x = L végpontra vonatkozé (3.4b) dinamikai peremfeltételekbe

helyettesitve, a kovetkez6 linearis, homogén egyenletrendszerhez jutunk:

cos20 (cosy —1)+ksin20 siny ksin20  (cosy —1)—cos 20 siny

_siny —(cosp+1)]|[¢] [0 (3.6)
Jemmy )
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Az egyiitthaté matrix determinansanak zérus feltételébdl felirhato a karakterisztikus egyenlet.

Ha a = 0,5 akkor a cosy + 1 = 0 egyenlet megoldasabol a kritikus szemitangens nyomaték:

E
M=zl 1 (3.7)

és haa=0vagy a=1¢és 0, =0 vagy O, = n/2, (barmely értékparra ugyanazt az eredményt
kapjuk) akkor a karakterisztikus egyenlet cosy = 0 alakt lesz, és a kvazitangens kritikus
nyomatek:

me=ZE T (3.8)

2 L

Ugyanezt az eredményt kapjuk barmely O, értékre, ha k = 1, azaz ha I, = I;. Ezek a régota
ismert egyszeri eredmények megtaladlhatdéak példdul Ponomarjov [53] konyvének 143.
oldalan.

A VEMT7 végeselem modell ellendrzésére megvizsgaltuk azt az esetet, amikor a tengely
végén csak egy kvazitangens nyomaték van, a = 0, de annak 6, iranya valtozik. A 3.3 abra
szerinti konzol adatai legyenek: L = 1000 mm, 4 = 100 mm?, I, = 4500 mm4, I, =500 mm4,
J = 1000 mm* , E = 2,0 10° MPa , v = 0,3. Ezekkel az adatokkal k = 1/3, és a w (3.5)

crer

M =y/(@x)%/1, I,=30y(6,) 10°Nmm.

A 3.2. tdblazat a kiilonb6z0 N, elemszammal kiszamolt y értékeket tartalmazza. Latszik,
hogy mar az N, =2 felosztassal is igen pontos eredményeket kaptunk.

A VEM7 modellel kiszamitott eredmények alapjan megrajzolt w(0,) fiiggvényt a 3.4.
abra mutatja, ahol latszik, hogy a kritikus nyomaték legkisebb értéke a @, = 45° irany( terheld
eropar allashoz tartozik. Ehhez a terheléshez tartozé kritikus kvazitangens nyomatéki tényezo
wmin €rté€két gy is meghatarozhatjuk, ha a (3.6) egyenletrendszer egyiitthatdé matrixdban a

O, = 45" és az a = 0 értékeket helyettesitjiik, amibé atalakitasok utan a

1Y, = GRS, (3.9)

2
1-£
karakterisztikus egyenletet kapjuk. Ha k = 1, akkor w,,, = £n/2, megegyezik a (3.8)
eredménnyel.

Ez a feladat jol szemlélteti a kiillonbozd természeti kiilsd terheld eréparok kezelésének
lehetdségét és fontossagat. Egy szerkezeten beliil a kapcsolodo elemekrdl atadodd csomdponti

nyomatéki terhelés — a 2.4.1. fejezetben elvégzett vizsgalat eredményei szerint — azonban

mindig szemitangens természetii.
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A gépészeti alkalmazasok szempontjabol kiilondsen fontos lehet az Osszetett
igénybevétell, példaul a nyomott és csavart tengelyek, furdszerszamok stabilitasvizsgalata. A
most bemutatott rovid ellendrzé feladat igazolja, hogy a nagy forgasok elméletét alkalmazé

rad és a VEM7 végeselem modell ilyen tipusu vizsgélatok végzésére is alkalmas lehet.

O, (fok) | N.=2 N.=4 Ref
0 1,5716 1,5708 “7/2 = 1,5708
10 1,1431 1,1430
22,5 0,81486 0,81483
30 0,71374 0,71373
45 0,64351 0,64350 b arc 1g 0,75 =0,64350

*(3.8) egyenlet, °(3.9) egyenlet
3.2. tablazat. A y nyomatéki tényez6 értékei, konvergencia teszt, k = 1/3.

2 - W
k=1

1.5 4

] k=1/3
0.5

0, (fok)
0 ! !
0 22.5 45 67.5 90

3.4. dbra. A kvazitangens kritikus nyomaték valtozasa

3.3. Hajlitott tengely szabad rezgései

A rugalmas szerkezetekre hatd alland6 (idében allando) terhelések megvaltoztatjak a
szerkezet dinamikai jellemzdit. Koézismert a nyomott egyenes rudra érvényes megoldés, ami
szerint a hajlité lengés frekvencidjanak négyzete és a nyomo/huzoé terhelés kozott linedris a
kapcsolat. Ha a nyomoderd kozelit a Euler féle kritikus értékhez, a legkisebb frekvencia a
zérushoz tart. Ez azonban t0l egyszerli feladat, abban az értelemben, hogy a nyomod
igénybevétel valtozasaval a lengéskép nem valtozik, mivel az elsé hajlitd lengéskép és a
kihajlott alak (a két sajatvektor) azonos. Ett6l eltérd esetekben az allando kezdeti terhelés a
sajatfrekvencidkkal egyiitt a lengésképeket is moddositja. A lengésképek pontatlansaga
azokban a dinamikai szdmitdsokban, melyek a moddlanalizis modszerét alkalmazzéak, (pl.

szeizmikus vizsgalatok) jelentds hibat eredményezhet a szerkezeti valaszokban, mint példaul
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a maximalis igénybevétel nagysaga és helye. Ez a jelenség esetenként sziikségessé teheti az
(1.3) alaku masodrendii dinamikai (a megjelolés a masodrendii statikai szamitas elnevezés
analdgiaja) szamitasok elvégzését.

Elészor vizsgaljuk meg, hogy a rad tengelyére merdleges, hajlitd igénybevételt okozo
allando terhelések hogyan moddositjdk a rad dinamikai viselkedését. Ebben a korben a
legegyszeriibb alapfeladat a 3.5. 4bra szerinti, alland6 és szimmetrikus keresztmetszetii

kéttamaszu tartd szabad rezgéseinek vizsgalata.

3.5. dbra. Kéttamaszu tarto.

A virtualis munka elvének alakja a (2.37), (2.38) és (2.39) felhasznalasaval, mivel most
a keresztmetszet szimmetrikus, ycs = zcs = 0, a kezdeti igénybevétel az M, = M, = M

egyenes, tiszta hajlitas ¢és a kezdeti terhelés a két rudvégi kvazitangens erdpar:

L L
SI1 =35 j l(EAu” +EI W'+ EIV'"” +El a" +GJa” ) dx+8 j Ly (Via—via')dx
0 2 0 2

L
+ [ p[ A(ii Su+ v+t dw)+ 1,6 S+ 15 8v/+1,i0' Sw/ + 1,6 dar' | (3.10)

0

—%M s[av'] =0

eqr, 7

csavar6 forgast kapcsolja 0ssze, a longitudinalis és a z iranyt hajlité lengések fiiggetlenek
maradnak. Elhagyva a harmadik vegyes derivaltakat, — a forgasbodl és a vetemedési mozgéasbol

szarmazo0 tehetetlenségi erdk hatasat — képezziik a (3.10) virtualis munka elv v és a szerinti

.....

EIV"+Ma"+ pAv =0,
(3.11)
El, 0" -GJa"+MV"+pl ¢ =0.

[(E1v"-Ma') sv] =0, [(ELV) 6v'] =0, (3.12a)
[(-El,0"+GJa'-mv') 5e], =0, [(Ela") de'] =0.
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Ha a rud két végén a csuklos megtamasztas a keresztmetszet csavardsi vetemedését nem

akadalyozza, a peremfeltételeket a kovetkezok lesznek:
x=0, x=L: v=0, a=0, V=0, a"=0 . (3.12b)
Ezeket a peremfeltételeket teljesitd megoldas
. . .. .
v(x,t)=v, szn(zzx)sma)t , a(xt)=q Szn(zszsma)t , (3.13)

alakban irhat6 fel, amit a (3.11) egyenletbe helyettesitve a vy, ap maximalis kitérésekre a

kovetkezé homogén linedris egyenletrendszert kapjuk:

[E]S (z‘ﬁj - pAa)zJ -M {ifj ol |0
L L
- (3.14)

2 4 2
T T T
-M|i= El |iZ=| +GJ|i= | - pl &*
(ZLJ [ “’(lL) (’LJ p”w] o] [0

Ebbdl, ha nincs hajlitdo igénybevétel, azaz M = 0, a nem kapcsolt hajlitd és csavard

lengések sajatfrekvencidira a jol ismert Osszefliggéseket kapjuk:

4 2 2
EI EI
a),f,:(iﬁj - w,iz(iﬁj G 1+(1’£j o, i=12, ... (3.15)
L) pA L) pl, L) GJ

(Ludvig [45], 501. oldal) Masrészrdl, statikai feladatra, ha @ = 0, a kdvetkez6 nyomaték

2 2
Mizz{i%j EG[SJ(H(Z’%j i]})} i=12, ...,

¢s a legkisebb, i =1 sajatérték a kifordulast okozo kritikus nyomaték, (Ivanyi [31], 237. oldal):

2 2
M, =M, =J_r%,/EG1sJ1/1+”ngw :i%p Al 0,0, . (3.16)

A tovébbiakban csak az i=1 megoldast vizsgéljuk. Vezessiik be a

sajatértékek adodnak:

w=M/M, (3.17)

nyomaték terhelési tényez6t. Ezzel, és a (3.15) frekvencidkkal a (3.14) linearis

egyenletrendszer atalakithato:

A(a)bzl _wz) AL, 1, oy, |:V0 } B {O}

3.18
o 7|0 (3.18)

—JAL, 1 @, 0, I, (a)tzl_a)z)
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Az egyiitthatd matrix determinansanak zérus feltételébol felirhatdo a karakterisztikus

egyenlet, aminek megolddsa — ha w; < w;; — az elsé két kapcesolt sajatfrekvencia:

2

2 2 2 2
o, +o 0, -
2 _ " bl 11 bl 2 2 2
o, = - + U w0, (3.19a)
2 2
@ + )} @ -t )
2 _ " bl t1 bl 2.2 2
o, = 5 + 5 + U w0, . (3.19b)

A kapcsolt hajlité - csavaro6 frekvencia és a hajlité terhelés kapcsolatat mutatja a 3.6 abra bal
oldali része. Erdemes megfigyelni, hogy a terhelés novelésével az els6 frekvencia csokken, a

masodik viszont ndovekszik.

2 .
® ao i/ Vo
2 2
W T @ Wp1 /041
2
2
w 12 W 11
2 2
(0" + 0p1)2
2
w11 a)2
b1 _
M = M/Mcr |“1|
-1 0 +1 0 1

3.6. abra. A kapcsolt hajlito-csavaro frekvenciak és az elsd lengéskép valtozasa

A legkisebb sajatfrekvencia ismeretében a (3.18) elsd egyenletbdl felirhatjuk a

megfeleld lengésképben a hajlitd és a csavaré komponensek “keveredési aranyat™:

ol

2 2
p Wy~

, (3.20)
Vo H @Oy 0y

ahol i, = (Ip/A)l/z, a polaris inercia sugar. A keveredési ardny ¢és a terheld nyomaték
kapcsolatdt mutatja a 3.6 abra jobb oldali része. Latszik, hogy a kezdetben tiszta hajlitd
lengésképben (ap = 0) a nyomaték ndvekedésével a frekvencia valtozasnal gyorsabban

novekszik a csavaro6 rész aranya. Hataresetben, ha M = M., és u; = 1, az arany értéke

a, i
U TR (3.21)
Yo @y
Hasonlo jellegii eredmények vezethetdk le az i >1 indexti megoldas parokra.
A VEM7 modell ellenOrzésére hasonlitsuk 6ssze a 3.5. dbra szerinti, L = 4 m hosszu,

kéttdmasza tartéra a zart alakil és a végeselem megoldasokat. A keresztmetszeti ¢€s
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anyagjellemzoket a 3.7 dbra mutatja. Az els6 nem kapcsolt hajlitdé és csavard frekvencidk
(3.15) értékei wy = 69,00 sec™ és w, = 161,4 sec”, a kritikus hajlité nyomaték pedig a (3.16)
szerint M, = M,, = +35,18 10° Nmm. A 3.3. tdblazatban osszegylijtott eredmények alapjan
megallapithatd, hogy a 10 elemmel elvégzett végeselem szamitasok eredményei gyakorlatilag

megegyeznek az elméleti sszefiiggések szerinti értékekkel.

M VEM7 (3.192)  (3.19b)  (3.20)

(10 Nmm) Hi 1,1 w1, Otoip/VO 1,1 w12 (Zoip/VO
0 0 68,93 161,4 0 69,00 161,4 0

10 0,284 65,51 162,8 0,145 65,58 162,8 0,146

20 0,569 54,91 166,7 0,274 54,93 166,7 0,275

35 0,995 6,39 175,4 0,425 6,34 1754 0,426

3.3. tablazat Kapcsolt frekvenciak (1/sec) €s lengésképek Osszehasonlitasa (N, = 10)

Erdemes az el6z6ekben levezetett harom érdekes részeredményt kiemelni:

a. A (3.14) egyenletrendszer szerint csak az azonos i indexti (félhulldm szdmu) hajlitd
¢s csavaro lengések kapcsolodnak.

b. A (3.16) szerint a kritikus hajlitd nyomaték aranyos a terheletlen szerkezet hajlito és
csavar6 frekvencidinak szorzataval.

c. A (3.21) szerint a kritikus hajlité nyomatékkal terhelt egyenes rud térbeli kihajlott
alakjaban a kihajlas és az elcsavarodds ardnya megegyezik a terheletlen rid hajlit6 és csavard

frekvencidinak aranyaval.

28 N e IPE 200
A = 2848 mm’ E =2,0¢ N/mm’
z F L= L=1943¢ mm' G =0,8¢ N/mm’
/I\ zsp I,= 1,423 ¢ mm’ p=28,0 ¢’ N sec’/mm*
G S J =6,847 ¢ mm*
B L=2m X v“ro[,=1274¢" mm*
o ‘ i, = 85,57 mm

3.7. dbra. Konzol excentrikus terheléssel

Ha a hajlit6 igénybevétel nem allando, egyszerti, pontos megoldasokat nem lehet felirni.
Ilyen feladat példaul a 3.7. abran lathatd konzolra vonatkozd vizsgélat elvégzése. A
szimmetrikus keresztmetszet kozéppontjanak és a terheld eré P tamadaspontjanak tavolsaga
zsp, a teher excentricitasa. A két zérustol kiilonbozo kezdeti igénybevétel az M, = M, egyenes

hajlitas és a V; = F allando nyirés.
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Mivel most is csak az y iranyu hajlito €s csavard mozgasok lesznek kapcsoltak, a (2.37)

virtualis munka elvének csak a v(x,?) és a(x,t) novekményekre vonatkozo részet irjuk fel.

Il = ES‘L[%(EISV”2 +ElLa" +GJa” )dx+ ST%[MV (ﬁra2 +V'a —v’a') —~ st'a]dx
0 0
(3.22)

x=L

+§ p| A3 8v+1,6 Sa+1 3 8V +1,6' da'|dx +% 8| Fzgpa* |  =0.

atalakitasokat, majd helyettesitsiik a dM,/dx = V, egyensulyi egyenletet (a sorrend fontos) és

az M,(L) = 0 feltételt, az eredmény a kovetkezd mozgasegyenlet és peremfeltétel lesz:

EIV"+(M,@) + pdi—pl " =0

, (3.23)
Elwa"”_GJa"_ﬂr (Mrar) +Mrvﬂ+p]pd_plwd" :0 )

x=0: v=0, a =0, V=0, o =0,
L:Vv'=0, -EIV'+plV=0, (3.24)
a"=0, —-Ela"+Gla'+pl ¢ +Fz,o=0.

X

Mivel az M, nem allando, ez egy valtozo egylitthatoju, negyedrendii parcidlis differencial
egyenlet rendszer, ami zart alakban nem oldhat6 meg. A 3.7 ébra szerinti IPE200
keresztmetszetli konzolra a numerikus megoldasokat a VEM7 végeselem modell
felhasznalasaval szamitottuk ki. A 3.4 tablazat az elsd két, nem kapcsolt frekvencia és az N,

elemszam kapcsolatat mutatja.

N, w1y (1/sec) w1, (1/sec) F. (kN)
2 98,26 150,16 +46,46
4 98,22 150,10 +46,15
8 98,21 150,10 +46,13
10 98,21 150,10 +46,13

3.4. tdblazat. Pontossag vizsgalat, zsp = 0.

a:zgp=0mm, F,, =+ 46,13 kN b: zgp =100 mm, F,, =-22,38 / +65,26 kN
F (kN) W P aoly/Vo F (kN) I W12 aoly/Vo
0 98,21 150,1 0 -22 19,70 107,4 1,311
+20 89,39 148,0 0,250 -10 93,89 122,7 0,298
+30 76,07 145,8 0,373 0 98,21 150,1 0
+46 7,71 142,0 0,546 +65 9,30 204,9 0,215

3.5. Tablazat. Frekvencia (1/sec) és lengéskép valtozasa
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A 3.5 tablazat az els6 két kapcsolt frekvencia, a lengéskép €s a kezdeti teher nagysaga,
iranya ¢és excentricitasa kozotti kapcsolatot mutatja, ahol most oy és vy a konzol szabad
végének mozgésjellemzdi. A 8a-c. abrdk alapjan megéllapithat6, hogy a teher excentricitas
még szimmetrikus keresztmetszet esetén is jelentdsen modositja a sajatfrekvencidk
valtozasanak a jellegét. Nagyobb mértékii a lengésképek valtozasa. A 3.5.b tablazatba az IPE
szelvény felsd részén (zsp = 100 mm) lefelé hato F'=-10 kN = F,,/2 er6 hatasara az elsé két
sajatfrekvencia értékének csokkenése a terheletlen (F = 0) értékekhez képest 4% és 20%,
ugyanakkor az elsd, eredetileg tisztan hajlité lengésképben az erd tdmadaspont oldaliranyt
mozgasanak tobb mint 30% szarmazik a csavaré mozgasbol.

Tovéabbi eredményeket taldlhatoak az [S13] publikécidban.

250 - 1/s a:zp=0
aoip/Vo
w2 1
—_— . T
125 1
1,1
kN kN
-50 0 50 -50 0 50
250 1 1/s b: zgp = 50 mm '
o1 aoip/Vo
/’“ 1
/125 a)l |
-50 0 50 -50 0 50
250 ¢: zsp = 100 mm .
1/s aoip/Vo
ﬁzq 1-
/ 125
1,1
-50 0 50 -50 0 50

8. abra. Frekvencia, lengéskép és a teher excentricitas kapcsolata
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4. MEREVITO ELEM KAPCSOLASA

Ebben a fejezetben megvizsgaljuk, hogy a csomdpontonként hét szabadsagfoki VEM7
rudelemet hogyan lehet mas, csomopontonként hat szabadsagfoku elemekkel 6sszekapcsolni
ugy, hogy a 3. fejezetben bemutatott kedvezd tulajdonsdgok a kapcsolas utdn is
megmaradjanak. Az elsddleges alkalmazési teriilet a merevitett lemez és héjszerkezetek
pontosabb mechanikai vizsgélata, illetve az 1.2. fejezetben megfogalmazott célkitlizéseknek
megfeleléen a merevitd radelem torzids mozgasainak pontosabb modellezése.

A 2.5 fejezetben ¢és az F2. fiiggelékben részletezett elem matrixok a radnak a
keresztmetszeti fotengelyek irdnydval meghatarozott lokélis koordinata rendszerében felirt
mennyiségek. A lokalis x, 7, s és a globalis X, Y, Z rendszer kozotti, a 2.1. abran is kdvethetd
transzformacio két 1épésbol all: a keresztmetszeti mozgasparaméterek athelyezése az N
csomopontba €s forgatds a globalis X, Y, Z rendszerbe. Az elemek Osszeillesztésének, az
egész szerkezetre vonatkozd rendszer matrixok Osszedllitasdnak az alapelve az, hogy a
kapcsolodd csomopontokba transzformalt mozgas paramétereik (szabadsagfokaik) azonosak.
Ez a feltétel biztositja a kapcsolodo szerkezeti elemek kozott, a kapesolddo feliiletek mentén,

az elmozdulas vektormez6 sziikséges mértékii folytonossagat.

4.1. Az ”ST6” modell

Elészor vizsgaljuk meg roviden a végeselem modszer (mozgas moddszer) keretében
szokasos kapcsolasi eljarast. A 4.1. abra szerint, a keresztmetszet sikjaban 1év6 kozos N
csomopont legyen a lemez kozépfeliiletén, aminek a mozgas és forgas paraméterei a radelem

lokalis rendszerében

AN :[ux, U, U, a,,a,a., 8] ) 4.1)

z
s ) \ )
\.\_\\ ZNC /

N‘\ ycs

YNC 5
>

4.1. ébra. merevitd elem kapcsolédsa
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Az r = -ync és s = - zyc koordinatdju N csomdpont mozgasa a (2.4a) Osszefliggés alapjan:

”x:b_‘_,BJ’Nc"'?/ZNc""g?’Ns ”y:""'a(ZNc"'ch) 5 ”z:W_a()’Nc"'J’cs) >

4.2)
a.=a, a,=f, a.=y,
¢s ebbdl a lokalis és a csomdponti valtozok transzformacidja
(@] [1 0 0 0 Zne Ve _(DN_ _“x_
v 0 1 0|—(zyo+zs5) O 0 0 u,
w 00 1| (Wyetye) O 0 0 u,
al=|0 0 0 1 0 0 | 0 ||a (4.3)
yij 0 0 0 0 1 0 0 a,
4 0 0 0 0 0 1 0 o,
g 1o 0 0 0 o o0 | 1 [|¢9

Ez a transzformacido azonos keresztmetszetli rudelemek kapcsolasa esetén az egész
keresztmetszet mentén biztositja a (2.2) elmozdulasok folytonossagat. Rud és lemez/hé;
kapcsolasnal a mozgasok folytonossagi feltételének pontositasa, kiilonds tekintettel a csavaras

hatasara, tovabbi vizsgalatokat igényel.

4.2. Az ”’ST7” modell

Ha az egyenes ridelem nem csak a keresztmetszetében, hanem a paldstja mentén is
csatlakozik egy masik elemhez, akkor a mozgasok folytonossagat a tengelyével parhuzamos
kapcsold vonal mentén is biztositani kell. A csavaras soran, mikdzben a keresztmetszet a S
pont koriil a szoggel elcsavarodik, az eredetileg egyenes, az N pontokon atmend, x tengely
iranyu anyagi vonal spiral alakot vesz fel. Az ebbdl szarmaz6 forgéas aranyos az S és N pontok

tavolsagaval. A 4.2 abra jeloléseivel, a spirdlforgas ¢ vektora

0
da
) :_E Ry, :‘g(RNc"'RCS):'g YnetVes |- 4.4)
Zne T Z¢s

Ezzel kiegészitve a (4.2) egyenleteket, az N ponthoz tartoz6 forgasi szabadsagfokok a

kovetkezo6 formaban irhatoak fel:

a . =a, ay=ﬂ+19(yNC+yCS)’ a, =y+8(zye +2¢), 4.5)
amibdl a keresztmetszeti mozgédsparaméterek és a csomoéponti valtozok inverz kapcsolata

illetve a transzformacid matrixa:
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u 1 0 O 0 Zye  “Vne | YncZes ~ZEncVes _(pN u,
Y 0 1 O0f|—(zyct+zeg) O 0 0 u,
w 0 0 1| (yyetre) O 0 0 u,
al={0 0 0 1 0 0 0 a, (4.6)
B 0 00 0 1 0 ~(Vne + Yes) a,
V4 0 0 O 0 0 1 —(Zye +2¢5) o,
4 0 0 O 0 0 0 1 4
z X
S
S
Zcs C r C N ﬁ? d)
ZNC ; FK>RS< \\\\.
| Y f, [
N| yve Ycs *

4.2. abra. A spiral forgas definicidja

A (4.5) egyenletekhez mas modon is eljuthatunk. frjuk fel a (2.4a) U vektor gradiens tenzorat:

i ! ! ! ! 6 6 |

WA 8o+ f(s—zs) =7 (r-yes) 97y 8°T4p
D=[U,]= V—d (s—ze) 0 —a
wtd (r=ye) a 0

A D tenzor asszimetrikus részének, a kiilonbségi forgas tenzornak a vektor invariansa az @

forgas vektor (Béda, Kozdk, Verhas [11], 38. oldal):

1 -7
~(D-D')=| 0. 0 -0,
-0, o, 0

aminek koordinatai (2.34) és (2.36) Bernoulli-Viasov feltételek helyettesitésével

o =a,
1 N 1,0 ' 1 (0

o, =E(ﬂ_w)+5(‘98_§:_a (r_ycs)J::B*‘E‘g(a_g:_(r_ycs)j J
1 N 1[0 ' 1 (0

@, =5(7/+V) _5[88_(:+a (S—zcs)jzy—59(8—§:+(s—zcs)j :
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A ¢ figgvény elso parcialis derivaltjait az 1. fiiggelék (F1.1a-b) egyenletekbdl fejezhetjiik ki:

6(0 Ty a¢ Tas
1 - + — , 0 X __ — .
o “Ga ) % “Ga U
Helyettesités utan a forgasvektor koordinatai:
o=0, o :ﬂ—&(r—ycs)—i-r’” . 0. =y-9(s—z5)- Dxs 4.7)
g 2G 2G

Ha a kapcsol6 vonal - és kozelitdleg az N csomopont is - a rud terheletlen paldstjan van, ahol
a csusztatd fesziiltségek értéke zérus és r = -yn¢, s = -znc, akkor az ® forgasvektor
koordinatai megegyeznek a (4.5) transzformacio utolsé harom egyenletével: w, = a,, v, = a,,
. = o,. EbbOIl latszik, hogy a (4.6) transzformécid szigorian véve csak akkor igaz, ha a
kapcsolo vonal a merevitd ridelem terheletlen paldstjan van. Ezt az ellentmondast csak ugy

lehetne feloldani, ha kilépnénk a radelmélet korébol.

4.2.1. Kezdeti kapcsolo erok excentricitasa

Ha két mechanikai rendszert Osszekapcsolunk, akkor a kapcsolt rendszer virtudlis
munka elvében a rész-rendszerekre vonatkoz6 tagok 6sszeadodnak. A kovetkezd egyenletben
a rudelemre vonatkoz6 virtudlis munka elvében szerepld, példaul a (2.37) alaku tagok indexe

legyen 1, a ridhoz kapcsolt rész-rendszerhez tartozo tagoké pedig 2:

(8(T1,+ I+ T, ), 811, —8W, )+ (31, 311, —3W,) = 0.
A TI, bels6 szerkezetét a merevitendd rész mechanikai modellje szabja meg, az lehet vékony
vagy vastag lemez, gorbiilt héj, vagy akar egy masik radmodell. A 3, és oW, tagok a rész-
rendszerekre hatd Gsszes kiils6 eré novekmények virtudlis munkai, amelyek tartalmazzak a
két rendszer kozotti kapcsold erd ndvekmény munkdjat is. Ez a virtudlis munka rész, ha a
kapcsolodo feliileten a mozgasok folytonosak, az 6sszegzés soran kiesik és a W+ oW, =0W

Osszeg mar csak a kapcsolt rendszerre hato kiilsé eré novekmények hatasat irja le:
(8(T1, +T1y, +T14,), =311, )+ (I, —8I1,,,) — 3 =0.
Ennek a rovid gondolatsornak a célja annak igazolasa, hogy a rudelem geometriai
merevségének kiszdmitasakor a

Mg =—['pU d4 (4.8)
'4

tagot, vagyis a kezdeti kapcsold erdrendszert és annak excentricitasat is figyelembe kell venni.
A 2.5. fejezet szerinti VEM7 modellben a (2.50) interpolacié kovetkezménye, hogy a

kezdeti terhelésekbdl kiszdmitott N huzé és V,, Vs nyird igénybevételek értéke elemenként
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allando. Ezt az allandé igénybevételi allapotot az elem kapcsolo vonaldnak

Ysp =Vsn = _(ch +ycs) > Zsp T Zgy = _(ZNC +ZCS) (4.9)

koordinataji N; és N, végpontjaiban mitkodo

F,=-N, Fylz_Vr’ F,=-V,, F,=+N, Fy2:+Vr’ F,=+V . (4.10)

4.3. ébra. Excentrikus kapcsold erdk

koncentralt erékkel is létre lehet hozni. A kezdeti igénybevételek tekintetében a kapcsold
felilleten megoszlo erdrendszer és az elemvégi koncentralt er6k egyenértékiiek. Ezeket az
eroket és a (4.9) koordinatakat a (2.28) egyenletbe helyettesitve, kezdeti kapcsold erérendszer

munkdjat a forgas novekményeken a

g, :_%[(alz _azz)(Vryszv +VSZSN)+(1812 _'BZQ)VSZSN +(7/12 _yzz)l/’ySN B

4.11
(@ = e ) Nysy (@ = oy Nagy = (B = Bora ) (V2 + Vs ) ] A
Osszefiiggés szerint lehet szamolni amibdl az erdk-igénybevételek megfeleld helyettesitésével
az (F2.3a) alakl geometriai merevségi matrix egyszeriien kifejthetd. A kapcsolo feliilet/vonal
mentén megoszlo erérendszerrel egyenértékli elem végponti (4.10) koncentralt terheld
erorendszerben az erék mellett természetesen erdparok is vannak. Azonban a kapcsolo erd az
belsd erd, és amint azt a 2.4.1. fejezetben igazoltuk, a (2.33) alaka virtudlis munka elvében a
belsd er6k nyomatékai szemitangens természetiiek. A (2.32) szerint a szemitangens eréparok
virtualis munkaja zérus, igy azok a (4.11) kifejezésben nem szerepelnek.
A (4.6) és (4.11) eredmények kapcsan a kovetkezoket érdemes megjegyezni:
a. A (4.6) matrix a tartalmazza a (4.3) transzformaciot is, igy az egyszerre biztositja a
mozgasok keresztmetszeti és a kapcsold vonal menti folytonossagot.
b. A (4.3) és (4.6) transzformaciok kozott csak a matrixok hetedik oszlopaiban van kiilonbség.
Ezek a tagok kapcsoljak Ossze a rud tengelyiranytl — huzo, hajlitd — mozgasait és a

vetemedési paraméteren keresztiil a csavard mozgast.
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c. A matrixok hetedik oszlopanak elsé elemében szerepel a o™ mennyiség, ami a St’Venant
féle csavarasi vetemedési fliggvény értéke az N csomopontban. Ennek akkor van szerepe,
ha az excentrikus hlzds csavard hatasat is modellezni akarjuk. Ismeretes, hogy a rad
elcsavarodik a huzderd hatdsara, ha az a keresztmetszet olyan pontjaban miikodik, ahol a ¢
nem zérus értékl (Ponomarjov, [52] 85. oldal).

d. A (4.11) egyszerii alak a (2.50) alaku harmadfoku interpolacio kovetkezménye. Magasabb
fokszamu interpolacid esetén a megoszld kapcsoloerd rendszer hatdsanak szamitdsara a
(2.27) osszefiiggést kellene hasznalni.

e. A (4.6) transzformacid ebben a formajaban barmely maés, csomopontonként hét
szabadsagfoku radelemhez hasznalhat6, fiiggetleniil az elem csomoOpontjainak szamatol
vagy az alkalmazott raddelmélettdl.

f. A (4.6) transzformacié megszerkesztésénél csak a kis alakvaltozasok feltételét hasznaltuk
fel, ezért az nem csak homogén és linedrisan rugalmas anyagtulajdonsadg, hanem mas
anyagtorvény — példaul kis képlékeny alakvaltozas, vagy anizotrop, réteges, kompozit

anyagu rudak — esetén is alkalmazhat6.
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5. MEREVITETT LEMEZ VIZSGALATA

Amint azt mar az 1.1. fejezetben részletesebben kifejtettilk, a merevitett
lemezszerkezetek vizsgalataval foglalkozo publikdciok a merevitd elem csavardsi merevségét
vagy teljesen elhanyagoljak vagy csak a St-Venant féle szabad csavarasi hatast veszik
figyelembe. A kovetkezokben a szerkezetek lemez/héj részének modellezéséhez hasznalt
négy csomopontos vastag sikhéj elem a szakirodalomban MITC4 néven ismert (Mixed
Interpolation of Tensorial Componenets, Bathe és Dvorkin [9]) lemezelem és egy membran
elem kombinacidja. A membran komponensben az elem sikjara merdleges forgasi merevséget
— angolul “drilling freedom” — Cook [18] altal javasolt modon hatdroztuk meg. Az
elemkombinaci6 részletes, magyar nyelvil leirdsa megtaldlhaté az [S3] kutatasi jelentés 3.
fejezetében. Ez a sikhéj elem miikodik a FemDesign végeselem programrendszerben is ([22],
[16] 269. oldal) és amennyire ezt meg lehetett allapitani, ugyanolyan, mint a COSMOS/M
programrendszer SHELLAT nevii vastag héjeleme [20]. Az atvizsgalt kozleményekben nem
talalhat6 olyan részletesen leirt €s igy reprodukalhato, ellendrizhetd szamitasi eredmény, amit
felhasznalhatnank a numerikus vizsgélatokhoz. A sajat szamitasi eredmények ellendrzéséhez
¢s mindsitéséhez ezért tobbnyire a COSMOS/M v2.6 végeselem rendszer SHELLAT
héjelemébdl 0sszeallitott modelleket alkalmazzuk.

A szamitasokhoz kiilonb6z6 modelleket haszndlunk, ezek jelelolése a kdvetkezo:

ST7 VEMY7 rud és MITC4 sikhéj elemek a 4.2 és 4.2.1.
fejezetek szerinti kapcsolasa

ST6 VEMT7 rud és MITC4 sikhéj elemek 4.1 fejezet
szerinti kapcsolasa

SHELLAT COSMOS/M hé¢jelembdl 4ll6 modell

SHELL4AT+BEAM3D | COSMOS/M héjelem ¢s térbeli radelem kapcsolasa

5.1. tablazat. Szamitasi modellek jeldlése

A numerikus vizsgalatokhoz hasznalhaté modell méreteinek meghatarozasanal fontos
volt, hogy a mérnoki szempontbdl redlis terhelések és méretek mellett a merevitd radelem
csavard mozgasa is jelentds legyen. Figyelembe vettik Sheikh, Elwi ¢és Grondin [59]
eredményeit, akik a merevitett lemezek Iehetséges mozgasainak vizsgalatdhoz tizenegy
kiilonbozé méret, karcstisagi, anyagjellemzd és terhelés viszonyszamot definialtak.

A tovabbiakban vizsgaljuk az 5.1 4bra szerinti, téglalap alakt, parhuzamos és azonos

osztasu T szelvényl rudakkal merevitett sik lemeznek egy b szélességl részét. A sav X
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tengellyel parhuzamos oldalain a szimmetria peremfeltételek:
uy =0, @y=6,=0 . (5.1a)

A panel két vége legyen teljesen befogott, itt a peremfeltételek:

uy =uy =u, =0, Oy=0y=0,=0, 9=0. (5.1b)
Z t:4 zZ, S
b =600 N y
Y
I T 1
by,
Z X c r
v zZcs
L =1800 | [f?V:: S
| LN

5.1. abra. Merevitett lemez méretei (mm)

A rad valtoz6 merevség hatasanak vizsgalatanal rogzitett lemez méretek mellett (b = 600 mm,
t = 4 mm) a merevitd elem ardnyait megtartva, méretét valtoztatjuk. Az 5.1 dbra szerinti

vékony szelvényll T keresztmetszet jellemzdi a ¢, fliggvényében:

Iy

A=30¢2, I =1402,5¢, I =85¢", J=10¢, I, =0, (5.2a)
B, =161, zy.=-(13,51,+2), ze =-Tt

=t,, b,=10t,, b, =20t ,

w2 w

w

¢s a dimenzidtlan lemez — merevitd teriilet aranyszam:

b.t,+b,t ?
5:£:M:i‘ (5.2b)
A bt 80

P
Példaul, 6 = 0,2 arany esetén a merevitd elem keresztmetszeti jellemzoi:
ty =4 mm, t,=4mm, b,=80 mm, by =40 mm, 4 =480 mm’, I.= 3,590 10° mm®*,
1,=2,176 10* mm*, J=2,56 10°mm*, 7,= 0, f,= 64 mm, zyc=-56 mm, zcs=-28 mm.
Az anyagjellemzdk legyenek:
E=2010°MPa, v=03, p=238,010"N sec’/mm". (5.3)
A szamitasi modellekben a lemezsavon 36x12, a SHELL4AT modellben a vékonyfali T
szelvény egy keresztmetszetében 6 héjelemet alkalmaztunk. Ez az elemstriiség biztositja a

fontosabb eredmények legalabb harom tizedesjegynyi pontossagat.
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5.1. Lemez szabad lengései

Eldszor vizsgaljuk az 5.1. dbra szerinti panel szabad lengéseit. Az 5.2 abra a o teriilet
arany fliggvényében mutatja az elsé harom - b7 hajlitoé €s ¢/, 12 csavard - sajatfrekvencia
valtozasat. Az abra alapjan a kovetkezdket allapithatjuk meg:

a. A bl hajlité frekvencia értéke (kék vonal) az ST6 és ST7 modellek esetén azonos. Ilyenkor
a merevitd elem nem csavarodik, csak hajlitd lengést végez, ezért a (4.3) és (4.6)
transzformaciok kozotti eltérés, a transzformacios matrixok hetedik oszlopa nem miikodik.

b. A tl és t2 csavar6 frekvencidknal az ST6 és ST7 értékek (piros és zold vonalak) azonosak
ha é = 0, azaz nincs merevito elem.

c. Nagyobb merevité keresztmetszeteknél, novekvd o esetén az ST6 és ST7 eredmények
kiilonbsége csokken, a két (piros és zold) vonal kdzel azonos értékilivé valik. A rad
mozgasat a hozza képest csokkend merevségli lemez egyre kisebb mértékben modositja,
igy a két rész kozotti kapcsolas modjanak hatasa is csokken.

d. Ha az 0Osszekapcsolt rud és lemez elemek merevsége Osszemérhetd, az ST6 és ST7
modellekkel kiszamolt ¢/ és ¢2 frekvencidkban jelentds kiilonbség mutatkozik. Mindig az
ST7 értékek a kisebbek, tehat ez a kapcsolasi eljaras a modell eredd merevségét csokkenti.
Az 5.1 tablazatbol megallapithatd, hogy a ¢/ torzios frekvencidban a legnagyobb eltérés
tobb mint 20%.

e. A SHELLAT eredmények (fekete pontok) az ST7 vonalak kdzelében vannak, ami arra utal,
hogy az ST7 értékek a pontosabbak. A nagyobb & értékeknél tapasztalhaté nagyobb eltérés
oka a SHELLAT héj modellben megjelend rad nyirasi alakvaltozas lehet, ami a Bernoulli —
Viasov radmodellbdl (2.3.4. fejezet) természetesen hianyzik. Ezt a kérdést a 2.3.3.
fejezetben ismertetett Timoshenko — Viasov modell alkalmazasaval lehetne tisztazni.

f A kiilonb6zé modellekbdl a 6 = 0,2 kornyezetében eltérd lengéskép sorrend adodik. A
frekvencidk novekvd sorrendjében az ST6 modell szerinti sorrend ¢/-bI1-t2, az ST7
eredmények szerint ¢/-t2-b1. A lengésképek pontatlansaga jelentds hibat eredményezhet a

tovabbi dinamikai szamitasokban, példdul a modalanalizis alkalmazéasanal.

0=0,2 (t, =4 mm) 6=20,9 (¢, = 8,5 mm)
mode | ST6 ST7 SHELLAT | mode | ST6 ST7 SHELLAT
t1 | 39,23 | 32,24 32,11 t1 | 57,45 | 55,93 53,58
2 | 60,27 | 49,42 47,97 bl | 62,47 | 62,47 62,31

bl | 58,33 | 58,33 57,33 2 | 68,96 | 68,79 65,45
5.1. tablazat. Sajatfrekvencidk, o (Hz).
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5. MEREVITETT LEMEZ VIZSGALATA

5.2. Nyomott lemez kritikus terhelése
Az 5.1. abra szerinti panel X irdnyu kezdeti nyomo terhelését az u, axiélis elmozdulas
megadasaval hozzuk 1étre. Az X = L peremen az (5.1b) peremfeltételekben uy = uyy = -1 mm

elmozdulas az 5.1. abra szerinti hosszmérettel és az (5.3) anyagjellemzdvel

o, :uXO%=—111,1 MPa (5.4)

atlagos nyomo fesziiltségnek felel meg. Az (1.2) sajatérték feladat legkisebb A sajatértéke a

kritikus terhelés paramétere és ezzel a kritikus nyom¢ fesziiltség oy, = Aay.

Az 5.3. dbra mutatja a 4 terhelés paraméter, a kiilonb6zd kihajlott alakok - melyekben a
merevitd elem hajlitdsa (b) vagy csavarodasa (f) a dominans mozgasforma - ¢€s a § teriilet
arany kapcsolatat. Az abra alapjan a kovetkezoket allapithatjuk meg:

a. Ha a merevitd keresztmetszete zérus vagy kicsi, a globalis, vagy Euler féle kihajlas
mutatkozik. A 6 novelésével a A teher paraméter gyorsan ndvekszik (kék vonal). Mivel a
merevité elem nem csavarodik, az ST6 és ST7 eredmények azonosak.

b. Novekvo merevitd keresztmetszetnél a merevitdé elem elcsavarodd — angolul ,,tripping” —
alakja jelentkezik (piros vonal). Itt mar jelentds a kiilonbség az ST6 és ST7 eredmények
kozott, de — az el6zd fejezet sajatfrekvencia eredményeihez hasonléan - mindig az ST7
értékek a kisebbek, vagyis az ST7 modell merevsége kisebb. A hat szabadsagfoki
merevitd radelem csavard merevségének csokkentésére Patel, Datta és Seikh [50] egy
csavard korrekcios faktor alkalmazéasat javasoltdk. Az ST7 modellben a 4.2 és 4.2.1.
fejezetekben ismertetett, mechanikailag értelmezhetd és megalapozott kapcsolasi eljarassal
értiik el a csavard merevség kivanatos csokkenését.

c. Nagyobb merevitd keresztmetszeteknél az ST6 és ST7 eredmények kiilonbsége csokken, a
két vonal azonos, kozel allando értéktivé valik. Ezen a részen a merev rudak a lemezt
0nallod részekre osztjak és a nyomott lemezsavok kritikus terhelése a rad keresztmetszet
tovabbi novelésével mar nem valtozik.

d. A SHELLAT eredmények (fekete pontok) az ST7 vonal kozelében vannak, ami arra utal,
hogy az ST7 értékek a pontosabbak.

e. Az ST6 ¢és a SHELLAT+BEAM3D eredmények (z0ld pontok) a vizsgalt méret
tartomanyban gyakorlatilag azonosak. A 4.1. fejezet szerint az ST6 modell a kapcsolés
modjat tekintve ugyanaz, mint a SHELL4T+BEAMS3D, csak abban a csomopontonként hat
szabadsagfoku radelem helyett a 2.5. fejezet szerinti VEM7 elem szerepel. Ezek szerint a
jelentds numerikus eredmény valtozds az o csavard forgas és a v, w lehajlasok azonos

crer

szinti (2.50) interpolacidjanak ¢és a 4.2, 4.2.1. fejezetekben ismertetett kapcsolasi
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eljarasnak a kovetkezménye. Ebben a feladatban kisebb a rad sajat csavarasi jellemzdinek
a jelentdsége, mivel most az (5.2a) jellemzok kozott 7, = 0.

f- Az 5.2 tablazat szerint 6 = 0,2 esetén az ST6 ¢és ST7 eredmények kozotti eltérés kdzel 30%,
ami igen jelentds, foleg ha figyelembe vessziik, hogy ez az ST7 modellben a biztonsag

javara torténd valtozas.

o (ty, mm) |ST6 ST7 SHELLAT | SHELLAT +
BEAM3D

0,00 (0,0) 0,0294 0,0294 0,0293

0,20 (4,0) 0,3344 0,2325 0,2274 0,3297

0,45 (6,0) 0,4125 0,3813 0,3395 0,4063

0,90 (8,5) 0,4211 0,4207 0,3919 0.4148

5.2. tablazat. Kritikus terhelési paraméter A.

A szakirodalomban elfogadott besorolds szerint merevitett lemezeknél nyomas
kovetkeztében haromféle stabilitdsvesztési forma jelentkezhet: globalis vagy FEuler féle
kihajlas, tovabba két lokélis alak, a merevitd elcsavarodasa vagy a lemez horpadésa.
Negyediknek még meg szoktadk emliteni a merevitd rud alaktorzulasaval jaré formakat is,
ezek vizsgalata azonban mar tal mutat a radelmélet korlatain. A stabilitasvesztés utani
allapotot vizsgalva, Sheikh, Elwi, Grondin [59] ¢és mérések alapjan Ghavami [23]
megallapitottak, hogy a tobbi lehetséges formaval dsszevetve, a merevitd elem elcsavarodasa
(tripping) kiilonosen veszélyes, mert ez jar az egész szerkezet teherbirdsdnak vagy a
merevségének legnagyobb mértékli csokkenésével. Ezt a jelenséget illusztralja az idézett [59]
kozleménybdl atvett 5.4.a abra.

Az 5.3. abrabol megallapithatd, hogy a nagyobb keresztmetszetli merevitd rudak a
lemezt 6nallé savokra osztjak és ezért a szerkezet kritikus terhelése a rud keresztmetszet
tovabbi novelésével mar nem valtozik. Ezt az allandé szakaszt tobbek kozott Bedair [13],
Brubak és Hellesland [17] analitikus vizsgalatai is kimutattadk, naluk azonban a globalis
kihajlast jelentd kezdeti rész utan kozvetlenill a lokalis lemezhorpadast jelentd vizszintes
szakasz kovetkezik, mivel a merevitd rudaknal csak a St-Venant féle szabad csavarasi
hatdssal szamoltak. Ezt mutatja a [17] kozleménybdl atvett 5.4.b. abra, ahol hidnyzik az 5.3.
abréan a kék vonal és a 0 =~ 0,6 pont kozotti atmeneti szakasz, ahol a kiilondsen veszélyesnek
mindsitett lokalis stabilitdsvesztési forma, a merevitd elem elcsavarodasa 1ép fel.

A merevitd elem elcsavarodasat - a “tripping” jelenségét - Zheng és Yuren [72] egy

olyan Viasov rudmodellel vizsgaltak, gatolt csavarasi elméletet alkalmaztak, ahol a
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kapcsolodd lemez részt egy linedrisan rugalmas vonaltdmasz helyettesiti. Ebbdl a
vonaltdmasz modellbdl hianyzik lemeznek a terhelésekkel valtozé geometriai merevsége. Bar
a lemez hulldmosodasanak merevség csokkentd hatasat kiilonbozd faktorokkal szamoljak, ez

a modell csak erdsen merevitett, gyenge lemezelésti szerkezetekre ad elfogadhatd eredményt.

1.2
Overall Buckling (Plate induced)
1.0
Overall Buckling (Stiffener induced)
08 | S -
P
08 | Plate Buckli
F"!‘I 1_1_‘::3_3 uckling
04 | Tt
02 | \
Stiffener Tripping
0.0 . . . . . .
0.000 0.002 0.004 0006 0.008 0.010 0.012
U,/L,
Fig. 3. Load versus deformation behaviour.

5.4a. abra. Stabilitasvesztés utani teherbiras valtozas, Sheikh, Elwi ,Grondin [59].

5
ST B I

o Ansys, sniped stiff.
—— model, sniped stiff.

model, sniped I:.1E[F.1.J.',":<:-r!-:1n1|i
= = = maodel, continuonus stiff. !
[] 1 1 L 1

0 G 10 20 25

b L4

Fig. 6. Elastic buckling stress (ESL) in the global and local
buckling range of a uniaxially loaded plate

(L = b = 2000 mm, + = 20 mm) with an eccentric
stiffener (fuw = 12 mm_ height hy, be=30¢).

5.4.b. abra. Nyomott lemez globalis €s lokalis stabilitasvesztése, Brubak és Hellesland [17].

5.3. Nyomott lemez szabad lengései

A 3.3. fejezetben bemutatott megoldasok is igazoltak azt a kdzismert tényt, hogy a
rugalmas szerkezetekre hatd allandd terhelések megvaltoztatjdk a szerkezet dinamikai
jellemzoéit. Az (1.3) alakit masodrendli dinamikai feladat megolddsdval most roviden azt
mutatjuk be, hogy a nyomo¢ terhelés hogyan modositja az 5.1. abra szerinti merevitett lemez

dinamikai viselkedését. Az (5.2b) szerinti lemez — merevito teriilet aranyszam legyen 6 = 0,2.
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Az 5.6 dbra mutatja az ST7 modellel kiszamolt elsé 6t sajatfrekvencia, lengéskép és az
(5.1) szerinti kezdeti nyom¢ fesziiltség A terhelés paraméterének kapcsolatat. A 4 = 0 értéknél
az els6é harom ¢/, ¢2, bl frekvencia megegyezik az 5.1. tablazatban, illetve az 5.2. abran
megadottakkal. Ha a terhelés paraméter kozelit az 5.2. tablazat szerinti 4., = 0,2325 kritikus
értékhez, akkor a legkisebb frekvencia zérushoz tart. A tobbi sajatfrekvencia is csokken, bar a
hajlitd lengéseknél (piros vonalak) a csokkenés mértéke kisebb. A terhelés novelésével a
lengésképek sorrendje is valtozik, az elsd (¢3 — b2) sorrend valtas a kritikus terhelés 30%
koriil jelentkezik.

A kiilonbozé frekvencidk és lengésképek valtozasara vonatkozod megallapitasok nem
altalanosithatéak, mas méretviszonyt ¢€s kezdeti terhelésii szerkezetben mas jellegli
valtozasokat tapasztalhatunk. Azt viszont a bemutatott eredmények alapjan megallapithatjuk,

hogy a jelenség vizsgalatara az ST7 modell alkalmas.

5.4. Hajlitott lemez kritikus terhelése

Az 5.1. 4dbran adott méretli merevitett lemez terhelése legyen p feliileti nyomas. A
kritikus terhelés értéke iranyonként valtozik, ha a p felfel¢ mutat, a merevité elemben, ha
lefelé mutat, a lemezben lesz a jellemzd igénybevétel nyomds, €s ennek megfelelden a

stabilitasvesztési formak is eltéroek lesznek.

Y Mo
1 11 g [

5.5. abra. Merevitett lemez, feliileti nyomas

Vizsgaljuk az azonos osztdsu T szelvényll rudakkal merevitett sik lemeznek egy b

sz€lességli részét. A sav X tengellyel parhuzamos oldalain a szimmetria peremfeltételek:
u, =0, O,=0,=0. (5.5a)
A panel két végén, a lemez kozépfeliiletén 1évd csomdpontokban a tdmaszok legyenek

az 5.6 abra szerinti rogzitett csuklok. Itt a peremfeltételek:

Uy =ty =u, =0 . (5.5b)
Mivel ez a megfogas nem a lemez-rid rendszer semleges tengelyén van, a hajlitas mellett, az
excentrikus elhelyezés miatt a p iranyatol fiiggden, tovabbi huzd vagy nyomd igénybevételek

keletkeznek.
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A kezdeti allapotot jellemz6 terhelés legyen po = 1 MPa. Az (1.2) sajatérték feladat legkisebb

A sajatértéke a kritikus terhelés paramétere €s ezzel a kritikus nyomas p., = Apy.

Az 5.7. dbra mutatja a 4 terhelés paraméter, a kiilonb6zd kihajlott alakok és az (5.2b)

szerinti 9§ teriilet arany kapcsolatot. Az abra alapjan a kdvetkezoket allapithatjuk meg:

a.

Ha a /4 negativ, azaz ha a p iranya az 5.6. abra szerint lefelé¢ mutat, akkor a merevitd elem
méretétdl fliggetleniill mindig a lemez rész hulldmosodik. A lefelé mutatd terhelés
kozvetlen hajlitdo hatasa a feliil 1év lemezben X irdnyll nyomo igénybevételt hoz 1étre,
ugyanakkor az excentrikus tamaszokban az X iranya reakcid erdk a lemezt huzasra
terhelik. A két ellentétes hatas eredménye a kozel linedrisan novekvo (negativ iranyban) 4

terhelés paraméter.

. Ha a A pozitiv - a p felfelé mutat - és a merevitd keresztmetszete kicsi, globalis, vagy Euler

féle kihajlas mutatkozik (kék vonal). A merevité elem nem csavarodik, az ST7 és a

SHELLAT eredmények nagy pontossaggal azonosak. (5.3. tablazat)

. A pozitiv A részen, novekvd merevitd keresztmetszetnél a merevitd elem elcsavarodd —

angolul ,.tripping” — alakja jelentkezik (piros vonal). A SHELLAT eredmények (fekete

pontok) itt is az ST7 vonalhoz vannak kdzelebb.

8 (ty, mm) |ST7 ST6 SHELLAT
0,05 (2) +0,0171/-0,0377 +0,0175 /-0.0364

0,1125(3) | +0,0652/-0,0625 | +0,0355/-0,0798 | +0,0541/-0,0588
0,20 (4) | +0,1012/-0,0966 | +0,0900/-0,1209 | +0,0882/-0,0892

0,45 (6) +0,1891/-0,1916 +0,1991 /-0,2149 +0,1565 /-0,1763
5.3. tablazat. Kritikus terhelési paraméter A.

Ebben a fejezetben bemutatott megoldasok igazoljak, hogy az ST7 modell a lehetséges

lengési ¢és stabilitdsvesztési formakat elfogadhatd pontossaggal leirja.
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6. OSSZEFOGLALAS

6. OSSZEFOGLALAS

A 2. fejezetben a véges forgdsok, kis alakvaltozdsok linearizalt elméletének
felhasznalasaval levezettem az egyenes rudak vizsgalatira alkalmas virtualis munka elvet és
ez alapjan a ,,VEM7” végeselem modell matrixait. Igazoltam, hogy ez a radmodell térbeli
szerkezetek vizsgalatara is alkalmas, mivel az abban szerepld kezdeti belsé er6k nyomatékai —
a hajlito és a csavard6 nyomatékok is — szemitangens tulajdonsaguak. A 4. fejezetben
bemutattam a rad és lemez/héj elemek Osszekapcsoldasara alkalmas transzformaciokat.
Megallapitottam, hogy a mozgasok folytonossaganak feltétele mellett, mivel rudaknal a
terhelésnek a nyirdkdzépponthoz viszonyitott excentricitdsa, az ugynevezett ,,load stiffness”
hatés is 1ényeges, az elemek kozotti kapcsold vonalon megoszlo belso erdrendszer illesztése is
sziikséges.

A 3. és az 5. fejezetben ismertetett feladatok és numerikus megoldasok - a fontos és
kotelez6 numerikus ellendrzések mellett - bemutattdk a csomdpontonként hét szabadsagfoka
rad végeselem modell széleskorti, helyenként a szokdsos gépészeti, mérnoki alkalmazasok
keretein tulmutatdé lehetOségeit. A dolgozatban a kovetkezd feladatok megoldasat
részleteztem:

- térbeli keretszerkezet kritikus terhelése,

- tetszOleges keresztmetszetii csavart tengelyek stabilitasa,

- idében allandd hajlitd terhelésii tengelyek szabad rezgéseinek frekvencidja és

lengéskeépet,

- merevitett sik lemez szabad lengései,

- sajat sikjaban nyomott lemez kritikus terhelése,

- sajat sikjaban nyomott lemez szabad lengései

- hajlitott lemez kritikus terhelése.

Ezek alapjan is megallapithato, hogy az elmélet és a kapcsoloddé VEM7 végeselem
modell j6l hasznalhato a célkitlizésekben megfogalmazott jelenségek vizsgalatara.

A mérnoki alkalmazasok szempontjabol fontos részletkérdés az esetenként jelentds
szamu keresztmetszeti jellemzd gyors €és pontos szamitasa. Az F2. fejezetben a csavarasi és
nyirasi peremérték feladatokat szélsdérték elvek formdjaba irtam at. Az atfogalmazott
feladatok numerikus megolddsdhoz a végeselem modszer eszkozeit hasznaltam. A modszer
elénye, hogy alkalmazdsakor nem kell megkiilonboztetni a kiilonb6zd tipusi — példaul

vékony nyitott, tobbcellds vagy zart - szelvényeket, ezek egységesen kezelhetdek.
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6.1. Uj tudomanyos eredmények

Az eredmények ismeretében megfogalmazhatjuk az 1.2. fejezet végén feltett kérdésre a
valaszt. Ha a merevité elem mozgdsaban a csavaro komponens is megjelenik, akkor a
rudelem torzios jellemzoinek, excentricitasanak vagy tomegeloszlasanak kozelité vagy

pontosabb modellezése jelentos mértékben modositia a szamitdsi eredményeket.

A dolgozatban részletesen bemutatott téziseimet a kovetkezokben foglalom 0ssze:

1. Igazoltam, hogy a ridelemre hatd konzervativ erérendszer szemitangens nyomatékainak

(idegen) munkéja az elmozdulas novekményen zérus.

2. Felirtam a csomopontonként hét szabadsagfoku, egyenes ridelem matrixait,
2a. A geometriai merevségi matrixnak a direkt nyirdst és az axialis mozgast is
tartalmaz¢ alakjat,
2.c. A kvazitangens nyomatéku kezdeti kiils6 terhelés geometriai merevségi matrixat,

2.d. A teljes, energetikailag konzisztens tdmegmatrixot,

3. Kidolgoztam a merevitd rud ¢és a lemez/héj modell végeselem kapcsolasanak
modszerét.
3.a. Felirtam a mozgasok ¢és forgdsok kapcsold vonal menti folytonossagat
biztosito transzformécié matrixat.
3.b. Levezettem a kezdeti belsé (kapcsold) erd excentricitasat leird geometriai

merevségi matrixot.

4. Kidolgoztam a merevitett feliiletszerkezetek statikai, stabilitasi és dinamikai problémainak
megoldasara alkalmas algoritmust.

4.a. Elkészitettem a szamitasok elvégzésére alkalmas végeselem programrendszert.

5. Kidolgoztam egy, a tetszéleges geometriaji rudak keresztmetszeti jellemzdinek
szamitasara alkalmas algoritmust €s szamitogépi programot. Ezzel a csavarasi €s
nyirasi jellemzoket a rugalmassagtani alapegyenletekbdl levezetett elliptikus
peremérték feladatok végeselem megolddsa alapjan hatarozhatjuk meg. A
szamitogépi program a kereskedelmi forgalomban is kaphat6 FEM-Desig

programrendszer részét képezi.
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6.2. Hasznositas lehetdségei

Mivel a vékonyfalu rudakkal merevitett szerkezetek fontos szerepet jatszanak a
konnytliszerkezetli, sulytakarékos teherviseld gépelemek kialakitdsdban, a bemutatott
eredmények ¢és fleg a szamitasi modszer hasznositdsa a mérndki munkaban kézenfekvo.

A tovabbi kutatas-fejlesztés célja a modszer megbizhatosaganak alaposabb elemzése és
az alkalmazasi kor bdvitése lehet. A kozvetlen kutatdsi célok kozott megemliteném a
Timoshenko - Vlasov modell alkalmazasat, kiilonos tekintettel a kompozit szerkezetekre, a
nagy mozgasok ¢és a posztkritikus allapot vizsgéalatdra alkalmas modszert és az iddben

periodikusan valtozo terhelések, a dinamikus stabilitas kérdésének vizsgalatat.
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F1. RUDAK CSAVARASA ES NYIRASA

Az egyenes, prizmatikus rudak csavarasi és nyirasi feladatainak rugalmassagtani
megoldasa, azok pontosabb ¢és részletesebb leirasa tobb helyen is megtalalhatdo a
szakirodalomban, — Ponomarjov [52], Wempner [70] — itt csak az el6zéekben tobbszor
felhasznalt mennyiségek pontos értelmezéséhez sziikséges részletekre tériink ki. A
kovetkezOkben is az F1.1. dbra szerinti derékszogli — Descartes féle — koordinata rendszert
hasznaljuk, melynek kezdOpontja a keresztmetszet C geometriai kdzéppontja és x a rad

tengelye. Kossiik ki tovabba, hogy az r és s tengelyek kozépponti fotengelyek, azaz

[rda=[sda=0, [rsda=0, [rda=1, [sdd=1I,.

A A A A A
Csavarasakor az igénybevétel a keresztmetszet sikjara merdleges M, csavard nyomaték,
nyiraskor pedig az S nyir6 kézépponton atmend hatasvonala V, és Vs nyirderdk és az ezekhez
kapcsolodo M, és M hajlitd nyomatékok. A csavarasi €s nyirasi feladatok megoldasa sorén a

kovetkezo egyszertisito feltételeket alkalmazzuk:

a. akeresztmetszet alakja a terhelés soran — x tengely irdnyabdl nézve — nem valtozik,
b. amozgasok és az alakvaltozasok kicsik,

c. arud anyaga linearisan rugalmas, homogén ¢€s izotrop.

d. arud palastja terheletlen és nincsen térfogati eréhatés

e. aoy, o, ¢s 1, fesziiltségkomponensek elhanyagolhatoan kicsik

[ az M, csavar6 és a V,, V; nyir6 igénybevételek allandoak

F1.1. A csavarasi vetemedési fiiggvények tulajdonsagai
Tiszta csavaraskor az a. feltétel szerint a keresztmetszet a sajat sikjaban nézve, ahogy
azt az F1.1. 4bra is mutatja, mint egy merev alakzat forog az S pont kortil. A b. feltétel szerint

az elmozdulas vektor az

U, u
U=|U, |=a(x)e,x(R-Ry)+u(x,r.s)e, =|-a (s-zy)
U. a (V’ycs)

formaban irhatd fel, ahol R egy tetszOleges anyagi pontba, Ry az S forgdspontba mutatd
vektor: R=re +se, R,=y. e +z. e . A b, c. és f feltételek alapjan, az elmozdulas

vektorbol az alakvaltozasok a linedris geometriai egyenletek és a fesziiltségek az egyszerii

Hooke torvény szerint a kovetkezd formdban irhatok fel:
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O-X=E gsz a_u »
Ox
0 , 0 .
7, =Gy, :G{ 8_3_“ (S_ch)} . 1,=Gy :G[ a_Z"‘“ (”_yCS)} :

Szabad csavaras esetén a keresztmetszet pontjai az x tengely irdnydban szabadon
elmozdulhatnak, ezért a o, normal fesziiltség zérus. Tovabba, mivel minden keresztmetszet
alakja ¢és csavard igénybevétele azonos, a csusztatdo fesziiltségek az x koordindtatol
fiiggetlenek. A két kikotés kovetkezménye:

0.=0, > u(rs), a'(x)=9=allandé, > a(x)=9x+c,

ahol 4 a fajlagos elcsavarodés, ami most allando.

s
z €s t n
R
C er
/ ’
Rs
C R ] RS
I
N> Y S J a(x)

F1.1. abra. A keresztmetszet csavar6 forgasa

Vezessiik be a St’'Venant féle vetemedési fliggvényeket a kdvetkezd definicidval:

u= Q(qoc —FZg +Sycs) =3¢
: (Fl.1a)
ahol p“(r,s) a C kdzépponthoz, ¢(r,s) pedig az S csavard kdzépponthoz kapesolt vetemedési

fliggvény. A csavarasi csusztato fesziiltségek 01j alakja az (F1.1) helyettesitése utan:

C C
e =69 22 5|, o —Ge| %P ir]|. (F1.1b)
or ‘ os

Ezekkel a bels6 er6kre vonatkoz6 or  /or+ Ot /Os = 0egyensulyi egyenlet a

2 _C 2 _C
8@(p2 N c?agoz 0
r s (F1.2a)

alakban irhat6 fel. A d. feltétel szerint a rad paléstja terheletlen ezért a keresztmetszet

peremgorbéjén az eredd csusztatd fesziiltség vektor csak érintd irdnyu lehet. Ha az F1.1. dbra
szerinti t és n a peremgOrbe érintdé és kifelé mutatdé normalis egységvektorai, akkor a

fesziiltségekre vonatkoz6 dinamikai peremfeltétel:

C C
t.n +r.n =0, vagy [aie +8Lesj-n=R-t

or Os (F1.2b)
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F1. RUDAK CSAVARASA ES NYIRASA

A ¢ fiiggvény tulajdonsagai:

1. Az (F1.2a) homogén parcialis differencidl egyenlet és a keresztmetszet konturvonalan az
(F1.2b) peremfeltétel egy additiv konstanstdl eltekintve egyértelmiien meghatarozza a
St'Venant féle vetemedési fiiggvényt. Ugyanis ha ¢© megoldas, akkor (p¢ + K) is
megoldas. A K értéke legyen olyan, hogy

[o° da=0

4 . (F1.3a)
2. A ¢© vetemedési fiiggvény és a 9 fajlagos elcsavarodas a tengelyiranyi mozgéast nem

hatarozza meg egyértelmiien. Az u(r,s) elmozdulés (F1.1) szerinti alakjabdl latszik, hogy
van egy hatarozatlan, linedris fliggvény, melynek egyiitthatéi a csavard kozéppont
koordinatai. Ez a linearis fliggvény a radnak egy merevtest szeri mozgasat irja le, amit az
(F1.2a-b) dinamikai peremérték feladat nem hataroz meg. Sziikség van egy olyan
kiegészitd, kinematikai feltételre, ami ezt a merevtest mozgést korlatozza, kisziliri, de a
keresztmetszet szabad vetemedését nem gétolja. Ennek megfelelden irjuk eld, hogy a

keresztmetszet pontjainak tengelyirany mozgasa a lehetd legkisebb legyen, azaz teljesiti a

qu dA = SZJ-(goC —FZog +S8Veg )2 dA = minimum .
A A

feltételt. A kétvaltozos szelséérték feladat megoldasabol a csavard kozéppont koordinatai:

ycsz—lij.sgoc d4 , ZCS:ILJ‘r(pC dA .
T S 4 (F1.4a)
3. A rad igénybevétele tiszta csavaras, ezért a nyirderék értéke-ZerHss
C C
V,=[r,da=G9[ 9 _slaa=0, v =[7,d4=G3| 9 vlaa=o.
"’ "\ Or v "\ Os

Mivel az r és s fotengelyek, teljesiilnek a kovetkezo feltételek:

C C
ja‘/’ dA=0, jag" dA=0
4 O 4 O . (F1.5a)
4. A bels6 er6k nyomatéka az C pontra megegyezik a csavar6 igénybevétellel:

M, =;[(rryz—srxz) dAzGS{[r2+r%+s2—s%j d4 ,

amibdl az M, = G3J definicid szerint a csavarasi masodrendii nyomaték

C C
J:Ir+ls—.|.(56¢ - rﬁi] dd
r
A

0 Os (F1.6a)
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F1. RUDAK CSAVARASA ES NYIRASA

5. Ha ¢ az (Fl.2a-b) megoldasa, akkor a Gauss-Osztrogradszkij tétel felhasznalasaval

(2 )

amibdl az (F1.6a) felhasznalasaval a kovetkezd 0sszefliggés irhato fel:

I([%j +(a¢ HdA [+ —J
\Lor Os . (F1.7a)

A ¢ fiiggvény tulajdonsagai:

elvégezhet6 a kovetkezo atalakitas:

I[Sa;”f aa(i ]dA f[[

A

A stlyponti és a csavard kozépponti vetemedési fiiggvényeknek az (F1.1a) definicio

szerinti kapcsolata:

(Pzgpc_’”zcs"'sycs’ ¢C:¢+FZCS_SyCS :
Ebbdl az (F1.3a) - (F1.7a) 0 alakjai, mivel az r és s kdzépponti fétengelyek, sorrendben a

kovetkezodk lesznek:

j(p dA=0
y . (F1. 3b)
[spdi=0, [reda=0.
y 4 (F1.4b)
| P =tz ja—‘”dA=AyCS
4 O 4 0 . (F1.5b)
J:]r+1S—J.(sa G(pj dA
Os . (F1.6b)
2
I{(ﬁ_{pj +(6(pj jdA I +1, +A(yCS+zCS) J
L\ or Os . (F1.7b)

F1.2. A nyir6 faktorok

Csavardsmentes nyirds esetén a V. és V; nyirderdk hatdsvonalai atmennek a
keresztmetszet S nyird kdzéppontjan. Mivel a keresztmetszet fétengelyeivel parhuzamos V. €s
Vs nyird igénybevételek egymastol fiiggetlenek, eldszor vizsgaljuk csak a V, €és a kapcsolodo
M; hajlitas hatasat. Egyenes hajlitds kozben a rid pontjai csak az F1.2. dbra szerinti x és y

iranyokba mozognak. A Bernoulli hipotézist felhaszndlva az elmozdulas koordinatak:

U =

X
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F1. RUDAK CSAVARASA ES NYIRASA

ahol . (x,r,s) a nyirasi vetemedési fiiggvény és v(x) a rad tengelyének lehajlasa. Az
alakvaltozasok a linearis geometriai egyenletek és a fesziiltségek az egyszerli Hooke torvény

szerint a kovetkez6 formaban irhatok fel:

UY — ng — _Evﬂr_,’_ﬂﬁ% s TW‘ = Gj/xr :ﬂ% s sz = G}/w :5% .
' AG Ox ’ A or ‘ Y4 0Os

Ha a nyirési vetemedést kiils6 kényszerek nem gatoljak, akkor a y;(r,s) kétvaltozos fiiggvény
lesz és a normadl fesziiltségnek csak a linedris részével kell szamolni:

M A A
R A 7 Y A4 05
A belsé erékre vonatkozd6 Oo /0Ox+0r,/0r+ Ot /0s=0 egyensilyi egyenlet a

fesziiltségek, valamint az igénybevételek kozottiV, =d M / dx kapcsolat helyettesitésével a

2 2
0 Vi s 0 V. 4
or Os I (F1.8a)
alakban irhat6 fel. A d. feltétel szerint a rid paléstja terheletlen ezért a keresztmetszet

peremgorbéjén a fesziiltségekre vonatkozd dinamikai peremfeltétel

[%er +%esj-n:0
or Os

ahol n a keresztmetszet peremgdrbéjén a kifelé mutaté normalis egységvektor.

I
V.

(F1.8b)

F1.2. abra. Csavaras mentes nyiras

A nyirasabodl szarmazé U alakvaltozasi energia pontos értékét az (F1.8a-b) peremérték

feladat megoldéasa utan az

1 1 1 o 2 5
U=—_[ J/xrfxr+7XSTXS)dA:EIA(Tj"HX =26 Ji( a‘/;j [ %j ] dA
1 %
T 26 A1 j"”’ a4

Osszefiiggés szerint szamolhatjuk, ahol az integral atalakitasanal felhasznaltuk a Gauss-

Osztrogradszkij tételt.
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A nyirasi energia kozelitd értékét kapjuk, ha azt a keresztmetszetben allandd, a kiilsé

terheléssel egyenértékii, atlagos nyiro6 fesziiltségbdl szamitjuk ki:

2 2
U:LJ’?XZV dA:LJ‘ v dA:LVr .
2G 26\ 4 2G 4

A nyirasi energia pontos €s kozelito kifejezéseinek dsszevetésébol

U= Uijwrr dA=kU,
1 s A
ahol az r féiranyhoz tartoz6 nyird faktor:

1
k, :Z!;t//rr dA4 ,

(F1.9)
Az elézbéekhez hasonlé mddon vizsgdlva a Vs nyird igénybevétel hatasat, a
M
oM Vo o Vo
I A or A Os
fesziiltségekbdl az egyensulyi egyenletek felhasznalasaval a
2 2
reoost r s (F1.10)
peremérték feladatot irhatjuk fel, aminek megoldésa utan az s féiranyhoz tartozo6 nyir6 faktor:
k, zijy/ss dA4 .
L% (F1.11)

F1.3. Keresztmetszeti jellemzok szamitasa
Az (F1.2), (F1.8) és (F1.10) elliptikus peremérték feladatokat az ismert eljarast kovetve

a kovetkezd varidcidszamitasi feladatok formajaban is fel lehet irni:

c\? c\? c c
| il(arp j +[a¢’ }(a(" 51422 rj dd =0
|2 or Os or Os ’ (F1.12a)
_ , -
5.[{1 (%J n %j —‘//r”é} dA =0
12| Uar s )| ", ’ (F1.12b)
- , A
Sj{i (%J + %j —wssi} d4 =0.
v/ 2_ or os | I (F1.12¢)

Ezeket a szélséérték feladatokat végeselem moddszerrel oldottuk meg. Az alkalmazott
elemtipus sikbeli 8 és 6 csomopontos, masodfoku, izoparametrikus elem, csomdpontonként
egy szabadsagfokkal. Mivel mind a harom esetben azonos a “merevségi” matrixot ado

masodfoku rész, és csak a linedris részek kiilonboznek, az egyenletrendszer megoldasanal az
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“egy szerkezet harom terhelési eset” lehetdségét is ki lehet hasznalni. Az egyes terhelési
esetekhez tartozo ¢(r,s), wi(r,s) és wy(r,s) megoldasokbol az elézéekben felsorolt, szitkséges
keresztmetszeti jellemzOk kiszamithatoak. Tovabbi, igen hasznos lehetdség, hogy ezekkel a
megoldasokkal, az egyes keresztmetszetek csavard és nyird igénybevételeinek ismeretében, a
csusztatd fesziiltség eloszlasokat is meg lehet hatarozni. A végeselem haldzat a tobbi, integral
formaban meghatarozott (teriilet, masodrendii nyomatékok, stb.) keresztmetszeti jellemzo
gyors €s pontos kiszamitdsara is felhasznalhat6. A modszer eldnye, hogy alkalmazasakor nem
kell megkiilonboztetni a kiilonbozé tipust — példaul vékony nyitott, tobbceellas vagy zart —
szelvényeket, ezek egységesen kezelhetoek. Az eljards pontossidgara vonatkozo
Osszehasonlitd vizsgélatok eredményeit az [S6] publikacid ismerteti. A modszert a FEM-

Design programrendszer Section Editor moduljdban alkalmaztuk, [16], [22].
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F2. A ”VEM7” ELEM MATRIXOK

_____________ | s 41
a / v
7
r AT:[uvwa,BJ/S]j
j=1,2
Yes

F2.1. dbra. Csomodponti szabadsagfokok

Linearis merevségi matrix

A linearis merevségi matrix definicidja a (2.51) egyenlet:

1 L
SngLUE =65I(EAI’72 _l_E]rWNZ +E1SV"2 +E1wa”2 +GJa’2)dx ’
0

fa 00 0 0 0 0Oi=a 0 0 0 O O O]
b 0O 0 ¢ 0 0 b 0 0 0 ¢ 0
d 0 —e 00 0 0 —d 0 —-e 0 0
f 0 0 g 0 0 0 —f 0 0 g
200 0.0 0 e 0 h 0 0
200 0 ¢ 0 0 0 i 0
e — J ..... 0 0 0 -& 0 0 & , (F2.1)
(1432 a 0 0 0 0 0 0
b 0 0 0 —c 0
d 0 e 0 0
S0 0 -g
2k 0 0
2i 0
i J

a=EA/L, b=12EI/L, c¢=6EI/L’, d=12EI./L, e=6El /L,
f=6GJ/5L+12EI, /', g=GJ/10+6El /L, h=2El /L, i=2El /L,
j=2GJL/15+4EIl /L  k=-GJL/30+2EI /L.
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Geometriai merevségi matrix

A geometriai merevségi matrix definicidja a (2.52) egyenlet:

L
SUk,U, = S%J‘[N(v'z +w? ) +M, (VW —vW )+ M,(Va—va')+ M,(Wa-wa')
0

+Mya” + (VW =V ) a+2(VV +V W) (W'zes +V"yes )= 2(VV + VSW')Z/_I'} dx .

Az M, és M; kezdeti hajlito igénybevételek elemenként lineéris fiiggvény szerint valtoznak, a

tobbi kezdeti igénybevétel elemenként allando:

kg, =

M, =M=V ye+Vz.
M,=M,-Nz;s =R /(1-5)+R, &,
M;=M+Ny,=8/(1-¢)+S§,¢ ,
M,=Ni+M, B ~-M B +Bp, =PF(-£)+P¢,

E=x/L.
_{km kc;n}
(14,(1;2)_ kz;lz Kg, ’
0 -y, -, 0 0 0 0]
a 0 —i,ta, t+m, b —h,+b,
a i —ig—a -b t+m, hg—b,
kg = d mg=b,  —my=b, gr ’
4c—d, m, 4rg
4c—d, —4r,
4rP ......
[0 —v, —v, 0 0 0 0 |
a 0 —Jjr—a, t+m -b  h,tb,
a i —jsta b t+m, @ hy—b
k., = d ng—b, ng=b,  —fp |,
4ctd, m, 4sg
detd  —4s,
4SP
0 v, Vv, 0 0 0 0
v, —-a 0 Jjrta, t—m, b —hy—b,
vV, 0 -a Js—a, -b —t—m, | —hgtb
0 ip—a, ista —d Pstb —Prt b Jr
0 —t-m b qs+b, —-c tL+mL/2: —r;—c
0 -b t—m i —qytb, —t,—mL/2 —c Tp—C,
0 hy=b,  hgtb, _éP =S5t ¢ SRTC —e

(F2.2)
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- A kg; matrix elemeknek a normal és csavaré fesziiltségekbdl szarmazo része:

—J.[ VZieu? +M( "W v'w")+M2(v"a—v'a')+M3(w”a—w’a’)+MWa’2]dx

a=6N/5SL, b=N/10, c=NL/30,
d=3(P+P,)/5L, e=(P+P,)L/60,
t=M,/L, =M /2,
f»=RB/10, g,=R/10, h,=(R+P,)/20,
i,=(17R+7PR)/20L, j,=(7R+17P,)/20L,
m,=(9B+3P)/20, n,=(3B+9P)/20, (F2.2.2)
=(3B-P,)/20, q,=(P-3PR)/20,
r,=(3R+PR)L/120,  s,=(B+3R)L/120.
Az itt nem részletezett fz, gr, ...Sr €s fs, g, ... 55 értékeketa P — R és P — S helyettesitéssel

kapjuk.

- A kg; matrix elemek direkt nyirasi része:
1 L
—I(VW'—VV')adx
2 0 r S
=V /4, a,=V./4,

b =V.L/20, b,=V,L/20, (F2.2b)
=V1'/120, ¢, =V.’/120.

- A kg; matrix elemek axialis mozgas részei:

L

14 "
j (VY +V W) (yesV" + zesw") dx
0

d =V yes » dy=Vize (F2.2¢)
m (Vsycs VZCS)/L > Iy (VZCS +Vsycs)/2
- A kg; matrix elemek atlagos axialis mozgas része:
—J‘(Vrv'+ Vow')u' dx
L
=V./L v,=V./L. (F2.2d)
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Kezdeti terhelések:

A kezdeti koncentralt terhelés matrix definicidja a (2.53) egyenlet:

83Uk, U,
1
= 55[1*} (257 + yspB) e+ (Fyzsp + Fzysp)ﬂy —(FnyP +Fzzsp)oz2 —Fzy,pB’ —F,yey’ l_
1 g 2 2\ Sin20, . » 2\ Sin20,
+65{Mx ((ﬂ -y ) 5 - PBrcos20, |-M] (a -y ) 5 —aycos20,
+M! ((az -B ) szzgz —afi cos ZQZH
j
k 0
kg, =| : (F2.3)
(14,14) 0 kg,
- Koncentralt erdk a j keresztmetszetben:
0 0 0 0 0 0 0]
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
k;, = (F ySP+FzZSP) F.yg /2 Fzg/2 0 , i=1,2.(F2.3a)
—Fzgp (FyZSP+F;ySP)/2 0
S S - S b
0]
- oy
- Kvazitangens koncentralt nyomatékok a j keresztmetszetben:
[0 0 0 0 0 0 0]
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
MY si :
| : +]\Aj¥1 " ;gV —M? cos20. -M]cos20, 0
sin
K =2 e |, i=12. (F23b)
-M:sin20, 4 4
iMisinze, Mecos20 0
-M!sin20,
+M sin20,
......................................................................................................................................................... 5 |
B Y
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Konzisztens tomegmatrix

A tomegmatrix definicidja a (2.54) egyenlet:

m =par| " (F2.4)
(14,14)_’0 T ’ '
12 2
[2a 0 0 0 0 0 0 ]
b+ki’ 0 bz, 0 frmi’ Sz
bkil | —bye —[f-mi 0 S Yes
m, = bi;+ki:) —f Yes S zes fi;-i-mi:) >
h+4ei’ 0 hyqs
h+dei’ hz.g
I hiy+dei, |
[2a 0 0 0 0 0 0 ]
b+ki 0 bz 0 — f-mi —f zeg
b+kil  ~by.,  frmi 0 —f Yes
m, = bi;+kijl S Yes —f Zcs _fij_mi:; >
h+dei’ 0 hyqs
h+dei’ hzg
hil+4eil
a0 0 0 0 0 0 ]
0 c—ki 0 C Zeg 0 —gtmi’ —g Zeg
0 0 c—ki; CVes &= JF 0 —8 Vs
m,={0 czg —C Vg cij—kif; g Ves —g Zog —gijeriZ) ,
0 0 —gtmil| -gys —j-ei 0 ~J Yes
0 g-mi] 0 & Zcs 0 —j—ei; ~J Zcs
_0 & Zes g Ves gij—mi;', —J Yes —J Zcs _ji,i_ei:)_
a=1/6, b=13/35, c¢=9/70, e=1/30,
=11L/210, g=13L/420, h=L1'/105,
S=1 £ ; (F2.4a)
j=L/140, k=6/5L, m=1/10L,

2 2 2 2.2, 2 2 4 _
p=10/4, i;=1/A4, i =i+iity,tzy, i,=1,/4.

Diagonal tomegmatrix:

(14,14)

_ pAL

0

10 m, |’

diagmn—T[l ULip (P42 +L0/48) (F+x5+00/48) @0 (F2.5)
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