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I. Kitizott kutatasi feladat

Az értekezés a szdmelmélet egy kulcsfontossagu egyesitd fogalméval, az L-fliggvénnyel
foglalkozik. Az L-fiiggvényeknek a matematikdban betoltott elokeld szerepét jol mutatja,
hogy a Clay Mathematics Institute altal kitiz6tt hét milleniumi probléma koziil kettonek a
megfogalmazdsdban is szerepelnek. A benniik rejlé informdcié kiakndzasdhoz elengedhe-
tetlen, hogy analitikus szempontbdl vizsgdljuk 6ket: megértsiik az analitikus folytatdsu-
kat, a fiiggvényegyenletiiket, a gyokeik és a pdlusaik eloszldsit, illetve a nagysagukat. A
Langlands-filozo6fia elképzelése szerint a szamelméletben el6forduld L-fiiggvények az tn.
elsédleges automorf L-fiiggvényekbdl épiilnek fel. Automorf L-fiiggvényekre a sziikséges
analitikus tulajdonsdgok némelyike konnyen elérhet6, mig masokrol kideriilt, hogy rend-
kiviil mélyek. A teriileten jelenleg folyd kutatdsok jelentdsen alapoznak arra a felfogésra,
hogy az L-fiiggvények nem elszigetelten, hanem természetes csaladokban fordulnak el6.
A modern felfogds mar egyetlen L-fiiggényt is L-értékek egy csalddjanak tekinti.

Az elmult évek fontos felismerései kozé tartozik, hogy egyes mély diofantikus prob-
1émak megoldasdhoz a kulcsot természetes L-fiiggvénycsaladokban vérhat6 analitikus tu-
lajdonsagok szolgaltatjdk. Ilyen mdédon az L-fiiggvények kapcsolédnak a matematika
olyan szertedgazo teriileteihez, mint az algebrai geometria, a kombinatorika, a reprezen-
tacidelmélet, az ergodelmélet, a dinamikai rendszerek és a véletlen matrixok elmélete, a
matematikai fizika. Kozponti kérdés az L-fiiggvények eltlinése és nagysiga egy-egy csa-
ladon beliil, és a két kérdés nem fiiggetlen egymadstdl. Az elsé felmeriil az Abel-varietdsok
rangjandl (Birch és Swinnerton-Dyer sejtése), az automorf formak elméletében fontos
teta-megfeleltetésnél és a hiperbolikus feliiletek deformécidindl. A masodik jol alkal-
mazhat6 kiilonboz6 egyenletes eloszlasi vizsgalatokban, mint pl. Linnik problémai (réacs-
pontok eloszldsa ellipszoidokon, illetve Heegner-pontok és zart geodetikusok eloszldsa
aritmetikus hiperbolikus feliileteken) vagy ezeknek az André—Oort-sejtéshez kapcsold-
do6 finomitésai és dltalanositasai (Shimura-varietasok specidlis részvarietdsainak eloszlasa
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rovid Galois-orbitokban), Hilbert 11. problémdja (kvadratikus formdk eldallitdsszama-
nak eloszldsa egy génuszon beliil), és a kvantum-ergodicitds (hulldmok siirtiségeloszlasa
aritmetikus hiperbolikus feliileteken). Ezeket az izgalmas fejleményeket kivaléan Ossze-
foglalja [Fr95, KS99, IS00, Sa03, MV06, Mi07].

Az értekezésben klasszikus automorf L-fliggvényekre vonatkozd szubkonvex becs-
Iéseket €és azok néhdny alkalmazdsat targyaljuk. A fejezet hatralevs részében roviden
attekintjiik a szubkonvexitds problémajat.

Egy F szamtest feletti n-edfoku teljes elsddleges automorf L-fiiggvényt az F feletti
GL,, csoport egy 7 irreducibilis cstiicsos automorf reprezentaciéjahoz tarsitunk, amelynek
centralis karaktere unitér. A kapott A(x,s) meromorf az s komplex valtozéban (lehetsé-
ges egyszeri p6lusokkal a Rs = 0 és a Rs = 1 egyeneseken, amelyek pontosan n = 1 és
7t = | det |" esetén fordulnak el6) és a 7r csticsos volta miatt nem bomlik fel kisebb fokd tel-
jes L-fiiggvények szorzatdra. A w maga realizdlhaté a GL,(F)\ GL,(Ar) adélikus hanya-
dos csucsformdinak a terében egy irreducibilis altérként, amelyen jobbrol és felcserélhe-
ten hatnak a nemarchimédeszi GL,(F,) kvézifaktorok, illetve az archimédeszi GL,,(F,)
kvézifaktorok Lie-algebrdi. Ez harmonizdl Flath tételével, miszerint a 7 el6éll egy ®, 7,
megszoritott tenzorszorzatként, ahol 7, a GL,(F,) irreducibilis megengedett reprezenta-
ciéja az F minden egyes v helyére. Ennek megfelelGen fenndll a A(x,s) = [, L(m,,s)

7z

szorzatelGallitds, amely abszoldt konvergens a Rs > 1 félsikban. A teljes L-fliggvény
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korlatos minden fiiggSleges sdvban (a pSlusok kornyezetét leszamitva), tovabba A(7,s)-t
egyszert fiiggvényegyenlet kapcsolja A(7, 1 — s)-hez. Itt @ a 7 kontragradiens reprezen-
taciGja, amelyet jellemez az L(7,,s) = L(7,,5) azonossag.

A A(m,s) finomabb analitikus viselkedése akkor vilik 14thatéva, ha levdlasztjuk réla
az archimédeszi L(,,s) lokdlis faktorokat. Valdban, az archimédeszi faktorok exponen-
cidlisan csokkennek minden fiiggbleges sdvban, mig a nemarchimédeszi faktorok tavol
maradnak a nullatél. A nemarchimédeszi faktorok szorzata az L(m,s) véges L-fiiggvény:
ennek nagysdga az értekezés kozponti témdja. A nagysdgot a C(7,s) analitikus konduk-
torhoz képest mérjilk, ami megragadja az F Osszes hely€hez tartozo ,lokélis eldgazasi
adatot”, v6. [ISO0]. A Phragmén-Lindel6f-féle konvexitasi elvbdl és a A(m,s) fiigg-
vényegyenletébdl kovetkezik a L(7,s) <gnr C (JI,S)%Jrg konvexitdsi becslés a Rs = 1
kritikus egyenesen. Itt €s a tovdbbiakban € tetszdleges pozitiv szamot jeldl, és a <¢ . F
szimbdlum jelentése az, hogy ,,abszolut értékben kisebb, mint egy €,n, F-t6] fiiggs ab-
szoltt konstansszor”. Valdjdban ezek az L-értékek egyenletesen és tetszSleges pontos-
saggal megkaphatdk az L(m,s) és az L(&,1 — s) Dirichlet-sordnak mintegy C (71,5)%rg
darab tag utdni megvagdsaval, vo. [Ha02]. Az dltalanos Riemann-sejtés szerint a A(7,s)
Osszes gyoke a Rs = % egyenesen fekszik, amibdl kovetkezne, hogy a konvexitdsi becs-
Iésben az }1%— € kitev6 cserélhet6 €-ra. Ez az dlomkorlat az éltaldnos Lindelof-sejtés,
amelyet még egyetlen esetben sem igazoltunk. Redlisabb cél annak beldtdsa, hogy a
m-k egyes specidlis csalddjaira (vagy sejtett csalddjaira) 1étezik 6 = 8(n,F) > 0 ugy,
hogy L(7,s) <5 nr C(7r,s)%_‘S teljesiil a Rs = 1 kritikus egyenesen. Ez az automorf
L-fiiggvényekre vonatkoz6 szubkonvexitasi probléma.

Az automorf L-fliggvényekre vonatkozd szubkonvex becsléseket er6sen motivalja,
hogy tobb egyenletes eloszldsi problémdban a hibatag ilyen L-fliggvények specidlis ér-
tékeibdl fejezhetd ki (mély explicit formuldkkal). Altaldban a konvexitdsi becslés még
éppen kevés az egyenletes eloszlas belatasahoz, mig tetszSleges 0 > 0 nemtrivialis javitas
mdr elegendd. Masképpen szdlva az aritmetika pontosan akkor vélik ,,]1athatéva”, amikor
a szoban forgd L-fiiggvénycsalddra szubkonvex becslést allitunk fel. Egyes helyzetekben
a szubkonvex kitevé mindsége is 1ényeges. Példaul [Hu72]-ben valamilyen 6 > % érték-
re van sziikség a § (% +it)-re, mig [CCU09] a § < 3l2 tartomanyt hasznalja egy bizonyos
GL; x GL tipusu csalddra.

A C(m,s) analitikus konduktorban szerepl§ kiilonb6z6 paramétereknek megfelelGen
beszélhetiink a szubkonvexitdsi probléma s-aspektusardl, co-aspektusardl (vagy sajatérték-
aspektusarodl), illetve g-aspektusardl (vagy szint-aspektusdrél). Ebben az értekezésben Q
feletti GL, x GL, GL;, GL; x GL; tipust csalddokra 6sszpontositunk a g-aspektusban,
ezért csak roviden emlitiink meg néhany jabb fejleményt az egyéb irdnyokban: [BI11,
BIHal0, BROS, JIMOS5, JM06, LLYO06, Lil1, MV10, VelO].
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II. Vizsgalati médszerek

Roviden 6sszefoglaljuk a kovetkez6 fejezetben kifejtett 1. és 2. és 3. Tétel bizonyita-
sa mogott rejld otleteket, mdédszereket. A bizonyitdsok kozvetlen el6zményei a [By96,
KMVO00, DFI02, Mi04] dolgozatok. Vezessiik be az alabbi jelolést:

Z(f)=L(f®yx,s) azl.Tétel esetében;
L(f) :==L(f,s)? a 2. Tétel esetében;
Z(f)=L(fogs) a3.Tétel esetében;

ekkor a cél egy bizonyos 6 > 0 feldllitdsa igy, hogy -Z(f) < q%_ﬁ teljesiiljon valamilyen
ordokonstanssal, ami a masodlagos paraméterektdl fiigg polinomidlisan. Ezt egy

1
gAL%WH%fWNMuW) (1)

sulyozott mdsodik momentum becslésével érjiik el, ahol az atlagolast a ~ ¢ szintii és adott
melléktipusid automorf fiiggvényeken haté Laplace-operator spektruma felett végezziik,
igy a tagok valamelyike egy ¢ ~ f csticsformédhoz tartozik. Az .# (¢) egy megfelelGen
valasztott sulyfiiggvény (tin. amplifikator), mikdzben a ¢ Maass-csticsformakon, holo-
morf csticsformdkon és Eisenstein-sorokon fut végig egy alkalmas du (@) spektralis mér-
ték szerint, amit a Kuznyecov-formula szem el6tt tartdsaval terveziink. Az amplifikdtort

() = ;xwm ()

kifejezéssel definidljuk, ahol (x(¢)) egy komplex szamokbdl 4116 véges sorozat, ami kiza-
rélag az f-tOl fiigg. A négyzetek felbontdsa és a Hecke-sajatértékekre vonatkozé multip-
likativ azonossagok alkalmazdsa utdn a

zww=;éxwmzwwwmm

normalizdlt dtlagok becslése marad hétra, ahol az ¢ nem haladja meg a ¢ valamilyen kis
kitevGjt hatvanyat. Nyert {igytink van, amint meg tudjuk mutatni, hogy 2(¢) < (=9 egy
alkalmas pozitiv o-val.

A Kuznyecov-formuldval a 2(¢) spektrilis osszegeket atirjuk csavart Kloosterman-
Osszegek egy stlyozott 0sszegévé, ahol a stlyok alakja az 1., 2., 3. Tétel esetében rendre
x(m)x(n), t(m)T(n), Ay(m)Ag(n). A x(m)x(n) silyok esete lényegesen egyszeriibb,
féként ennek koszonhetSen kapunk itt jobb d értéket. Ilyenkor dgy jarunk el, mint ere-
detileg Bikovszkij [By96] jart el, tehat az 6sszeget Hurwitz zeta-fliggvényekkel fejezziik
ki. Ezekre a zeta-fiiggvényekre alkalmazzuk a fliggvényegyenletet: igy a problémét bizo-
nyos karakterosszegek nemtrividlis becslésére vezetjiik vissza, amit pedig Weil tételével

végziink el. A 7(m)t(n) stlyokat a A,(m)A,(n) specidlis esetének tekinthetjiik a

8(z) = ai

SEw(z,s)h:% =2\/ylog(e’y/4m) +4./y Z 7(n) cos(2mnx)Ko(2mny)  (2)

n=>1

definiciéval. Meg kell jegyezniink azonban, hogy ez a g nem négyzetesen integralhato,
ami technikai bonyodalmakhoz vezet, és kiilon eljarast tesz sziikségessé. Akarhogy is, a

3
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2. és a 3. Tétel bizonyitasdban a kovetkezd 1épés az, hogy alkalmazzuk a Voronoi-féle
Osszegzési formulét, ami a Kloosterman-0sszegeket egyszer(ibb Gauss-osszegekre valtja
(a (2) esetében keletkezik még egy elhanyagolhaté adalék tag is). A Gauss-Osszegek
felbontédsa utdn nagyjabol

L) T Ty Wa ). ®

Zlmfﬁzn:h

alaku Osszegek becslése marad hatra. Ezekben &, m, n mérete ~ g, tovabba Wy, 4, egy
szép sulyfiiggvény, ami enyhén fiigg az ¢1-t6l és az (»-tol.

A (3)-beli belsd Osszeg egy eltolt konvolicids Osszeg, ami legjobb esetben is csak
négyzetgyokosen rovidiil, ezért a h paramétertdl fiiggd oszcillalast ki kell haszndlnunk. A
h-t6l valé fiiggés megértéséhez az eltolt konvolicids sszeget a kormddszer Kloosterman-
finomitdsaval elemezziik. Ez a megkozelités nagyon is helyénval4: korabban jol bevalt
hasonl6 helyzetekben [DFI93, DFI94a, Ju99, KMV02], s6t specidlis esetben mar Kloos-
terman [KI126] eredeti alkalmazésa is a szoban forgé probléma egy specidlis esetévé valik.
Pontosabban a Kloosterman-finomités helyett technikai okokbdl a kormédszer Meurman-
tél [MeO1] és Jutilatdl [Ju92, Ju96] szdrmazd varidnsait haszndljuk. Ennek eredménye-
képpen az eltolt konvoluicids 6sszeg — elhanyagolhat6 hiba erejéig — felbomlik egy f6tagra
és S(h,1'; c) Kloosterman-dsszegek egy sdlyozott c-osszegére. A stilyokat a A,(n) egyiitt-
hat6kbol fejezziik ki, de a végén csak azt kell kihaszndlnunk, hogy ezek négyzetes atlag-
ban kicsik. A f6tag csupdn (2) esetén van jelen, erre lent visszatériink. A Kloosterman-
Osszegek Osszegére a Kuznyecov-formulat alkalmazzuk (a mésik irdnyban), hogy a & és
h' véltozokat szétvalasszuk. Ekkor

y@zywmwmwuw, @)
h

alakd kifejezéseket kapunk, ahol a h-Osszeg hossza ~ ¢, és ¥ — egy masik dfi(y) spektra-
lis mérték szerint — a ~ ¢ ¢, szintd és trividlis melléktipusi moduléris formdkon fut végig.
A h-0sszeg rovidiilése ezért a csavart automorf L-fiiggvényekre vonatkozd szubkonvexi-
tassal egyenértékd, amihez az 1. Tételre van sziikségiink. Némi nehézséget okoz, hogy a
(3)-beli eltolt konvolicids dsszegek lehetnek kiegyensilyozatlanok is: ha a Wy, 4, tartdja
olyan, hogy m joval kisebb az n-nél, akkor a (4)-beli y-integrdl ,,hosszi”. A sziiksé-
ges megtakaritast ilyenkor Deshouillers—Iwaniec [DI82] nagy-szita egyenlGtlenségeibdl
nyerjik.

A (2) esetén, tehat amikor Ag(n) = 7(n), a (3) elemzése sordn megjelenik egy ada-
1ék tag, nevezetesen az eltolt konvolicids Osszegek fotagjdnak jaruléka. Az adalék tag
— elhanyagolhat6 hiba erejéig — megegyezik az (1)-beli Eisenstein-spektrum jarulékaval,
amely altalaban tdl nagy, €s csupan azt a célt szolgalja, hogy az (1) spektralisan teljes le-
gyen. A [DFI0O2] dolgozat ennek a megfigyelésnek a megfeleldjét szigordan aldtdimasztja:
a két nagy jarulékrdl kimutatja, hogy egyenldk, igy azokat el lehet felejteni. A 2. Tétel
bizonyitdsdban ehelyett egy rovidebb utat valasztunk. A kozelit6 fiiggvényegyenletben
¢és a Kuznyecov-formuldban ugy valasztjuk meg a sulyfiiggvényeket, hogy az adalék tag
elhanyagolhat6 legyen: az elemzésben ez tigy nyilvanul meg, hogy egy gyok mesterséges
létrehozdsaval megsziintetiink egy bizonyos polust.
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1. Uj tudomanyos eredmények és alkalmazasaik

A Q feletti GL, egy irreducibilis csicsos automorf reprezenticidja azonosithatd — egysze-
rl ekvivalencia erejéig — a 77 fels6 félsik egy klasszikus moduldris formdjaval, tehat egy
k > 1 egész silyd primitiv holomorf csidcsformaval vagy egy x € {0, 1} sdlyd primitiv
Maass-csucsforméval. Egy ilyen g automorf forma rendelkezik az aldbbi hdrom alapvetd
tulajdonsaggal (megfeleld értelemben véve):

e szimmetrikus az SL,(Z) egy I" kongruencia-részcsoportjara nézve;
e négyzetesen integralhaté modulo T

e koz0s sajatfiiggvénye a Laplace- és Hecke-operatoroknak.

A Laplace-sajatértéket jelolje % —|—t§, és a U, 1= 1+ |tg| mennyiséget nevezziik a g spekt-
rdlis paraméterének (tehat ha g holomorf és k, silyu, akkor p, = kgH) Az n. Hecke-
sajatértéket jelolje Ag(n): ezek a komplex szdmok kozponti jelentGséggel birnak szd-
munkra, mert bel6liikk kapjuk az értekezésbeli L-fiiggvényeket. A kovetkezd hipotézis
igen hasznos az analitikus vizsgélatokban.

Hipotézis (Hg). Ha g egy 0 vagy 1 siilyii primitiv Maass-csiicsforma, akkor Ay(n) <
n%t€. Ha g egy 0 siilyii Maass-csiicsforma, akkor % +tg2 > i - 62

Megjegyezziik, hogy holomorf g csticsformdkra a A4(n) <¢ n® korlatot Deligne bizo—
nyitotta a hires [De74] dolgozatdban, mig az 1 suilyd Maass-csticsformdkra i%—tg > 1 7 ko-
vetkezik az SL, (R ) reprezentaciéelméletébdl. A Hy hipotézis 6 = 0 esetén nem mdas, mint
a Ramanujan—Selberg-sejtés, de barmilyen 8 < % érték nemtrividlis. Jelenleg a 6 = %
érték megfelel6 Kim—Shahidi, Kim and Kim—Sarnak [KiSh02, Ki03, KiSa03] mély mun-
kdja alapjan.

Az elsd csaldd, amelyet vizsgdlunk, f ® x alakd csavart formdkbdl éll, ahol f egy
rogzitett primitiv forma és ) egy valtozé primitiv Dirichlet-karakter. Az ezekhez tarsitott

(véges) L-tiiggvényeket 1ényegében az
L(f®%,s) Z ), Rs > 1, 5)

Dirichlet-sor definidlja, ahol ~ azt jelenti, hogy a két oldal hanyadosa elhanyagolhat6 a
mi analitikus céljaink szempontjabol. Ezek az L-fiiggvények Riemann zeta-fliggvényéhez
és Dirichlet L-fiiggvényeihez hasonlé tulajdonsdgokkal rendelkeznek, nevezetesen mind-
egyikiik

e végtelen Euler-szorzatra bomlik a primek felett;

e kiterjed egészfiiggvénnyé, amely s <— 1 — s szimmetridt mutat.

Specidlisan, ha g jeloli a ¥ konduktordt és N az f szintjét, akkor fenndll az aldbbi (egy-
szer(i) konvexitési becslés! a Rs = % kritikus egyenesen:

L(f®,s5) <e (|s|isNg)® |s|2 2N1q7 (6)

'Tgazabdl a konvexitasi becslés némileg erdsebb allitds. Mi azt a valtozatot mutatjuk itt, amiben elkiilo-
niilnek a kiilonb6z6 paraméterek.
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Az altalanos Lindelof-sejtés szerint a (6)-ban az 0sszes kitevd €-ra cserélhetd, mig a szub-
konvexitasi probléma a kitevok (némelyikének) csokkentését célozza meg. Az elsé ered-
ményiink a probléma g-aspektusat érinti, tehat itt elsGdlegesen a g-nak a (6)-beli 1/2
kitevdjét probaljuk csokkenteni, de tigy, hogy kozben a masik harom kitevd ne noveked-
Jék tulzottan. Torténetileg ezt az esetet vizsgaltak eldszor (Burgess [Bu63] klasszikus
munkdja utdn, amely a GL;-re vonatkoz6 anal6g kérdést boncolta, 1dsd a (7)-et aldbb), és
ez inditotta el az altaldnos szubkonvexitdsi probléma mddszeres tanulmanyozasat.

A kezdeti attorést Duke, Friedlander, Iwaniec [DFI93] érte el 1993-ban azzal, hogy
teljes szintli (N = 1) holomorf f formdkra a g kitevdjét az % — 0 értékre javitotta, ahol
o= % A bizonyitdsuk bevezetett tobb, a szubkonvexitasi problémdban alapvetd eszkozt,
mint pl. az amplifikdciés modszert (egy a csalad sulyozott masodik momentumanak becs-
1ésére épiild technikat) és kiillonboz6 Osszegzési formuldkat a Hecke-sajatértékekre. A

széban forgé probléméban a tovabbi fejlemények a kovetkezSképpen foglalhaték ossze*:
0= %, ha f holomorf és a melléktipusa trividlis, 1dsd Bikovszkij [By96];
o= %, ha f tetsz6leges, 1dsd Harcos [Ha03a, HaO3b];
8 =15, lasd Michel [Mi04];
8 = {525~ lasd Blomer [BI04];

0= %, lasd Blomer—Harcos—Michel [BHMO7a].

Az utolsé két eredményben 6 olyan, amire a Hg hipotézis fenndll (tehat 6 = 67—4 meg-
feleld), és az eredmények jo okkal fiiggenek ett6]l a paramétertdl. Nevezetesen a [B104,
BHMO07a] munkdk a [DFI93]-t kovetik és az amplifikdciot a y karakterek felett végzik.
Az 4tlagolds utdn a y (n)-ek eltinnek az (5)-bdl, de a A(n)-ek tovabb élnek péros szorza-
tokban. Ezeket a Hecke-sajatértékpdrokat eltolt konvolucids 0sszegekbe rendezik, amiket
aztdn bonyolult harmonikus analizisbeli technikdkkal elemeznek. Mindenek ellenére bi-
zonyos Ar(g) tipust tényezSk nagyon ,,masszivnak” bizonyulnak, és ebbdl szarmaznak a
nemkivénatos ¢® tényez6k a megfelel becslésekben. Bikovszkij [By96] médszere azért
figyelemre mélt, mert a 6 = % értéket produkdlja mindenféle 0 nélkiil. Jegyezziik meg,
hogy ez felel meg Burgess [Bu63] hires

1 1 1
L(x.s) <e (|s|q)® |s|*q* 16 (7)

korlatjanak, hiszen L(f ® x,s) kozeli rokona az L()x1,s)L(x2,s) szorzatoknak, amelyek-
ben 1 x> = x°. Ennek fényében még inkabb érdekes, hogy [BHMO7a] ett6] az eredmény-
t6l csak a 0 jelenléte miatt marad el, habar emez nem tesz megszoritast az f tipusdra. Bi-
kovszkij kulcsétlete az volt, hogy az [N, g| szintd spektrum f formadi felett amplifikéljon.
Ebben az itlagoldsban a Ar(n)-ek eltlinnek az (5)-bél, és csak a x(n)-ek élnek tovébb,
amik trividlisan 1-gyel becsiilhetdk. Ez a leirds persze igen elnagyolt, de remélhetSleg jol
motivalja a mondanivalonk egészét.

Az értekezés elsé eredménye kozos munka Valentin Blomerrel [BIHa08], ami kihozza
Bikovszkij [By96] médszerébdl a maximumot.

2Csak az 6sszes x-re bizonyitott eredményeket soroljuk fel, ezért [CI00]-t kihagyjuk.
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1. Tétel. Legyen f egy primitiv (holomorf vagy Maass-) csiicsforma, amelynek a szintje
N és a melléktipusa trividlis, tovdabbd legyen ) egy primitiv karakter modulo q. Ekkor
Rs = % és tetszoleges € > 0 mellett fenndll

1 13 1 7 1 11
L(fox,s) <e (Is|lurNg)* (\SI4M}N448 + ISPH;Nz(N,q)‘*q‘*)

il

1 L3 1 1 1
L(f®x,s) <e (Is|nrNg)* (ISI“M}-N“C]S +|s|2uyN2(N,q)*q

ha f holomorf, és

egyébkeént.

A tétel djdonsaga, hogy magdban foglalja a Maass-formdkat is, és jo egyenletességet
ér el a masodlagos paraméterekben (pl. az s-aspektusban ugyanannyira erds, mint a kon-
vexitési becslés). Az alkalmazdsok szempontjabdl konnyebb egyetlen taggal banni a jobb
oldalon, ezért megfogalmazzuk az aldbbi egyszeriisitést.

1. Kovetkezmény. Legyen f egy primitiv (holomorf vagy Maass-) csicsforma, amelynek
a szintje N és a melléktipusa trividlis, tovdbbd legyen ) egy primitiv karakter modulo q.
Ekkor Rs = % és tetszoleges € > 0 mellett fenndll

1 1 3
L(f®,5) <e (IslugNg)® |s|2 uiN2 g8 (8)

Hamég q > (usN)* is teljesiil, akkor

1 13
L(f®,s) <e (IslupNg)® |s|2 uiNi g5, 9)

Az 1. Tétel fontos kovetkezményeként a félegész sulyu csucsformdk Fourier-egyiitt-
hatéira vonatkoz6 becslések javithatok (lasd [BIHa08, Corollary 2] és [BM10, Theor-
em 1.5]), ezek pedig alkalmazhatdk ellipszoidokon és hiperbolikus feliileteken kiilonféle
eloszlési problémdkban [Du88, DuSP90], illetve ternér kvadratikus formdk el6allitdssza-
madra a valtozok megszoritdsai mellett [BI08]. Egy mésik alkalmazds a kdvetkez6 hibrid
szubkonvex becslés a kritikus egyenesen:

L(f @ ,5) <e (N|s|g)°N5 (Js]q)? .

Végezetiil az 1. Tétel fontos Osszetevgje a lenti 2. és 3. Tétel bizonyitdsdnak.
A masodik csaldd, amelyet vizsgdlunk, ¢ szint f primitiv csucsformdkbdl 4ll, ame-
lyekre a konvexitdsi becslés igy szol:

e

L(f,s) <e (slira)® b1 g
A cél egy hasonl6 korlatot igazolni % — 0 kitevovel a g-n (ahol & > 0 rogzitett), amelyben
az orddkonstans folytonosan fiigg az s-t6l €s a us-t6l. A probléma torténete diohéjban:
0= 1%,2, ha f holomorf és a melléktipusa trividlis, lasd [DFI94b];
0= 262—1144, ha f holomorf, g négyzetmentes €és a melléktipus primitiv, lasd [DFIO1];
0= ﬁ’ ha f melléktipusa primitiv [DFI02].
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Az értekezés masodik eredménye k6zos munka Valentin Blomerrel és Philippe Mi-
chellel [BHMO7b], ami mas mddszerrel er6sebb és altalanosabb szubkonvex becslést allit
fel a modularis L-fiiggvényekre.

2. Tétel. Legyen f egy primitiv (holomorf vagy Maass-) csiicsforma, amelynek a szintje
q és a melléktipusa nemtrividlis. Ekkor Rs = % mellett fenndll

—_

L(f,s) < (Islus)* g+ 9, (10)
ahol A > 0 egy abszoliit konstans.

A tétel ijdonsédga, hogy a melléktipustdl a primitivitas helyett csak azt koveteli meg,
hogy ne legyen trividlis®, és a szubkonvex kitevd is erdsebb. A nemprimitiv melléktipus
felvétele elengedhetetlen az aldbbi kovetkezményekhez, amik szamelméleti alkalmaza-
sokkal birnak.

2. Kovetkezmény. Legyen K egy mdsodfokii szamtest, és legyen O C K egy K-beli rend,
amelynek diszkrimindnsa dg. Legyen ) a Pic(O') egy primitiv karaktere. Ekkor Rs = %

mellett fenndall
1

1
L(x,s) < |s|*dg |57,

ahol A > 0 egy abszoliit konstans.

3. Kovetkezmény. Legyen K egy harmadfokii szdmtest, amelynek diszkrimindnsa dg. Ek-
kor Rs = % mellett a K Dedekind L-fiiggvényére fenndll

Sk (s) < [t di |+~ 9, (11)
ahol A > 0 egy abszoliit konstans.

A 3. Kovetkezmény lényeges elem Einsiedler—Lindenstrauss—Michel—Venkatesh mély
munkdjaban [ELMV11], amely a moduléris feliilet zart geodetikusaira vonatkozé, Duke-
tdl szdrmazo egyenletes eloszlési tétel [Du88, Theorem 1] egy magasabb rangu altaldno-
sitdsa.

A harmadik csalad, amelyet vizsgalunk, f ® g alaku Rankin—Selberg konvolticiokbol
all, ahol g egy rogzitett primitiv csicsforma és f egy valtoz6 primitiv csicsforma. Az
ezekhez tarsitott (véges) L-fliggvényeket 1ényegében az

L(f®g,s)~ i W

n=1

, Rs > 1,

Dirichlet-sor definidlja, ahol ~ ismét azt jelenti, hogy a két oldal hdnyadosa elhanyagol-
hat6é a mi analitikus céljaink szempontjabol. Ezeknek az L-fiiggvényeknek a mar emli-
tettekhez hasonl6 tulajdonsdgaik vannak (Euler-szorzat, analitikus folytatds, szimmetria),
ezért az f szintjét g-val és a g szintjét D-vel jelolve a kovetkezd konvexitdsi becslést
kapjuk a Rs = % kritikus egyenesen:

1 1
L(f®g,s) <e (|s|urtgDq)® |s|irieD2q2 .

3 A bizonyités kiegészithetS tgy, hogy a trividlis melléktipus esetét is lefedje.
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A cél egy hasonl6 korlétot igazolni % — 8 kitevgvel a g-n (ahol & > 0 rogzitett), amely-
ben az ordékonstans folytonosan fiigg a tobbi paramétertdl. Ezt a problémat Kowalski—
Michel-VanderKam [KMV02] megoldotta arra az esetre, amikor f holomorf €s xrx,
konduktora (ahol )y €s x, jeloli az f és a g melléktipusat) legfeljebb q%_n valamilyen
n > 0 mellett; ekkor a megfeleld 6 megtakaritas fiigg az 1-t6l. A méasodik megszoritast
(amelyik a komolyabb) Michel [Mi04] el tudta hagyni abban az esetben, ha g holomorf
€s XrXe nemtrivialis.

Az értekezés harmadik eredménye k6z0s munka Philippe Michellel [HMO06], ami még
nagyobb altalanossdgban oldja meg a Rankin—Selberg L-fliggvényekre vonatkoz6 szub-
konvexitasi problémat.

3. Tétel. Legyen f és g két primitiv (holomorfvagy Maass-) csiicsforma, amelynek szintje
q és D, melléktipusa )y és x,. Tegyiik fel, hogy XX, nemtrividlis. Ekkor Rs = % mellett
fenndll

1

1_
L(f®g7s) < (]s|ufugD)qu 1413 | (12)
ahol A > 0 egy abszoliit konstans.

A tétel djdonsaga, hogy nem tartalmaz megszoritdst a benne szerepld csucsformakra,
és a masodlagos paraméterektdl valo fiiggése polinomidlis. Egész pontosan a [HMO6]
dolgozatban az eredményt az % — lets kitevdvel igazoltuk a g-n, mert annak idején az
1. Tételnek csak egy gyengébb valtozata allt rendelkezésiinkre. Az értekezésben frissitjiik
a [HMO6]-beli kitevoket, illetve jelezziik, hogyan fiigg a (12)-beli g-kitevs a 0-tdl és a
(8)-beli kitevoktol.

A fenti szubkonvexitdsi eredmények segitségével 1j bizonyitdst és finomitdst nyer-
hetiink Duke egyenletes eloszlasi tételére [Du88], amit most roviden bemutatunk. Ha
d <0 (ill. d > 0) egy fundamentélis diszkrimindns, akkor jelolje Ay az SLy(Z)\#
moduldris feliilet d diszkrimindnsu Heegner-pontjainak (ill. zart geodetikusainak) a hal-
mazat. A Ay halmaz és a Q(\/E) szamtest H; szik idedlosztily-csoportja kozott 1étezik
egy természetes bijekcid, aminek megfeleléen a H; természetes médon hat a Az-n. A
Ay teljes térfogata Siegel tétele szerint \d!l/ 2+0(1) ezért kézenfekvs a kérdés, hogy a Ay
egyenletesen oszlik-e el az SL(Z)\ ¢ -n, amint |d| — oo. Linnik [Li68] az uttor§ er-
godikus mddszerével be tudta latni az egyenletes eloszlast azon feltétel mellett, hogy a
d egy kvadratikus maradék egy tetszdleges rogzitett p > 2 primszdmra. A kongruencia-
feltételtdl — meglehetdsen mds modszerek segitségével — Duke-nak [Du88] sikeriilt meg-
szabadulnia. Duke — Maass egy megfeleltetését haszndlva — az egyenletes eloszlési prob-
lémaban felmeriil6 Weyl-0sszegeket félegész sulyd Maass-formédk Fourier-egyiitthat6ibdl
fejezte ki, majd az utébbiakra egy Iwaniec [Iw87] altal bevezett technikdval nemtrivid-
lis korlatokat bizonyitott. A szubkonvexitassal valo kapcsolat Waldspurger-nak [Wa81] a
Shimura-megfeleltetésrdl sz616 munkdjabol szarmazik, ami mutatja, hogy a széban forgé
Fourier-egyiitthatok nemtrividlis becslése ekvivalens az L ( fe(9), %) centrdlis csavart
értékek szubkonvex becslésével, ahol f az SL,(Z)\ 7 Hecke-Maass csicsformdin és
Eisenstein-sorain fut végig. A sziikséges korldtok kovetkeznek a fenti (7)-bdl és (8)-bol.

A 2. és a 3. Tételbdl a Ay joval kisebb részhalmazainak egyenletes eloszlésa is ko-
vetkezik (amint |d| — o), ha a két eredményt kombinéljuk Zhang [Zh01] és Popa [Po06]
specidlis formuldival a d < 0 és a d > 0 esetben.
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4. Kovetkezmény. Jelolje du(z) (ill. ds(z)) a hiperbolikus valésziniiségi mértéket (ill. a
hiperbolikus ivhosszt) az SLy(Z)\ moduldris feliileten. Legyen g : SLy(Z)\H — C
egy kompakt tartoju sima fiiggvény.

e Ha d <0 egy fundamentdlis diszkrimindns, H < Hy a Q(v/d) szitk idedlosztdly-
csoportjanak egy részcsoportja, tovabbd zo € Ay egy d diszkrimindnsii Heegner-
pont, akkor

Yocn8(%y) _

Yoor | /SL iy SV )+ O ([Hd:H]\drzs%), (13)

e Ha d > 0 egy fundamentdlis diszkrimindns, H < Hy a Q(v/d) sziik idedlosztdly-
csoportjdnak egy részcsoportja, tovabbd Gy € Ay egy d diszkrimindnsu zdrt geode-
tikus, akkor

Yoen Jog 8(2)ds(z) /
Yocn Jog 1ds(z)  JsLa@pr

8(2)dp(2) + 0y ([Hy: H)ld| ™). (14)

Specidlisan, [H; : H] < |d|ﬁ és |d| — oo mellett minden Ag4-beli H-orbit egyenletesen
oszlik el az SLy(Z)\A-n. A fenti becslésekben az orddkonstans a g egy Szoboljev-
normdjdval egyenld.

Ez a kovetkezmény megjavitja a [HMO06, Theorem 2] és a [Po06, Theorem 6.5.1]
eredményekben szereplé numerikus értékeket. Masfel6l [HMO6] és [Po06] altaldnosabb
aritmetikus hiperbolikus feliileteken targyalja az anal6g eredményt — ettdl az értekezésben
az egyszerliség végett eltekintiink.

Végezetiill megemlitjiik, hogy a (8), (10), (12) becsléseket sikeresen alkalmaztak jopar
egyéb szitudcidban, 1asd [MV07, Sa07, FM11, KMY11, Mall, MY11].

10
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