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El6sz6

A ‘kvantum csoport’ kifejezést tobb rokon értelemben is hasznaljak. A népszertd WikipediA
LSQuantum group” szocikke a kovetkez6t irja [77]. ,A matematikdban és az elméleti fizikdiban a
‘kvantum csoport’ kifejezés killonféle tovdbbi struktirdkkal elldtott nem kommutativ algebrd-
kat jelent. Altaldban a ‘kvantum csoport’ valamiféle Hopf-algebra. Nincs egyetlen, az dsszes
vdltozatot magdba foglalo definicio, hanem lényegében hasonlo objektumok eqy csalddjdra kell
gondolni. [...]” Az elnevezés nyilvanvaloan onnan ered, hogy barmely csoport elemei altal
tetszGleges test folott kifeszitett vektortér természetesen ellathaté egy ‘kvantum csoport’
azaz Hopf-algebra strukturaval; s a motivalé példakat ezen ‘klasszikus’ esetek deformalésaval
vagyis ‘kvantélasaval’ konstrualtak.

Hasonloképpen, a dolgozatban szerepld ‘kvantum grupoidok’ Hopf-algebrak kiilonféle al-
talanositasai nem feltétleniil kommutativ (de mindig asszociativ és egységelemes) alap gytiriik
esetére. Akarcsak a kvantum csoportok esetén, az elnevezés eredete a motivacioul szolgalo
példa: egy (véges sok objektummal rendelkezs) grupoid elemei altal kifeszitett vektorteér.
Noha ezen példdban az identitds morfizmusok altal generalt alapgytird kommutativ, megfi-
gyelhetjiik azt a nem kommutativ vonast, hogy jobb és bal hatasa a grupoidon kiilénb&z6.

Az irodalomban el6fordulé hasonlé fogalmak koziil kett6vel foglalkozunk részletesen. A
Szlachényi Kornéllal kozosen bevezetett Hopf-algebroidokkal és az ezek specidlis esetét je-
lents, de torténetileg el6bb, szintén Szlachanyival egyilittmiikodésben sziiletett gyenge Hopf-
algebrdkkal. Mindkett6t altalanositja a Schauenburg altal javasolt ‘x r-Hopf-algebra’ [66],
masfeldl a gyenge Hopf-algebra altalanosabb, mint a Hayashi féle ‘lap algebra’ (face algeb-
ra) [42], a Yamanouchi féle altalanositott Kac-algebra [73] és az Ocneanu féle ‘para csoport’
[60]. Hopf-algebroidok (de nem feltétlentil gyenge Hopf-algebrak) az algebrai topolégiaban
szintén Hopf-algebroidnak nevezett kogrupoid objektumok a kommutativ algebrak kategori-
ajaban [64, Appendix IJ.

Noha a Hopf-algebrak vizsgalata rendkiviil gazdag és sikeres tudomanyteriilet immér
tobb, mint o6tven éve, az 1990-es években egyre tobb és tobb kérdés motivalta egy altaldno-
sabb struktira bevezetését. A Poisson geometridban a dinamikai Yang-Baxter egyenlet meg-
oldésai un. dinamikai kvantum csoportokkal kapcsolatosak, melyek nem Hopf-algebrak. A
topoldégidban bizonyos jjabb invaridnsok nem szarmaztathaték Hopf-algebrakbol. A Connes
féle nem kommutativ geometridban Hopf-algebrak nem kommutativ algebrékkal val6 kiter-
jesztései jelentek meg szimmetriaként. Faktorok véges mélységti, de reducibilis kiterjesztései
(az irreducibilis esettel szemben) nem irhatok Hopf-algebrakkal vett kereszt szorzatként. Az
alacsony dimenzi6s kvantumtérelméletekben a nem egész értékii kvantum dimenzidk fellépése
kizarja, hogy a szuperszelekcios szimmetriat Hopf-algebra irja le. A klasszikus Galois-elmélet
Hopf-algebrai altalanositasanak gyenge pontja, hogy egy Hopf-Galois-kiterjesztés nem jelle-
mezhet§ a szimmetriat leir6 Hopf-algebrara valé explicit hivatkozéas nélkiil, tisztdn a kiter-
jesztés tulajdonsigainak megfogalmazésaval. Mint az utobbi évtizedben kideriilt, mindezen
kérdésekben sikeresen alkalmazhatok a Hopf-algebroidok.
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A dolgozat eredményei harom f§ téma koré csoportosithatok. Az elsé a Hopf-algebroidok
tisztan algebrai axiomatikus targyalasa. A masodik alkalmazasuk a nem kommutativ Galois-
elméletben. Harmadikként olyan kategoriaelméleti eredményeket ismertetiink, melyek gyen-
ge Hopf-algebrakhoz kapcsolodé konstrukciokat helyeznek el egy tagabb fogalomkorben il-
letve altaldnositjdk azokat. Keletkezési idejiiket tekintve a kivalasztott publikaciok a szerzé
munkassaganak b tiz évét olelik fel, a PhD fokozat megszerzésétsl a legutobbi iddkig.

Ko6szonetnyilvanitas. Koszonetet szeretnék mondani minden tarsszerzémnek, akar a
dolgozatban szereplé témakon, akar més problémakon dolgoztunk egyiitt. LegelGszor is
Szlachanyi Kornélnak, egykori doktori témavezetémnek és elsé tarsszerzémnek, akivel min-
denkinél hosszabb ideig dolgoztam egyiitt és akit6l mindenkinél tobbet tanultam. A tobbi-
ek, akikkel mind 6rom volt egyiitt dolgozni, Alessandro Ardizzoni, Bajnok Zoltan, Tomasz
Brzezinski, Steve Lack, Claudia Menini, Dragog Stefan, Ross Street, Takacs Géabor, Joost
Vercruysse és Robert Wisbauer. Koszonettel tartozom még szamos kolléganak, akikkel ugyan
(talan még) nem publikaltunk kozosen, de akikkel valo beszélgetésekbdl nagyon sokat tanul-
hattam. Ok Stef Caenepeel, José Gomez Torrecillas, Piotr M. Hajac, Lars Kadison, Laiachi
El Kaoutit, Zoran Skoda és Vecsernyés Péter. Nagy-nagy koszonettel tartozom csaldadomnak,
akik megértése és szeretd tamogatasa nélkiil munkam nem lenne lehetséges. Férjemnek, aki
mindig természetesen és szivesen véallalt egyenld szerepet az otthoni feladatokban, sziileim-
nek, akik rengeteg terhet vettek és vesznek le a véallamroél, valamint harom gyerekemnek,
akik megértik, bar dertisen mosolyognak a mama furcsa szenvedélyén a matematika irant...
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1. fejezet

Bevezetés

Ezen bevezet§ fejezet kettds céllal ir6dott. Egyfeldl, hogy tomor attekintést adjon mindazon
fogalmakrol és elGismeretekrdl, melyekre a dolgozat késébbi fejezetei (a kivalasztott pub-
likdciok) épiilnek. Masfeldl, Gsszegytijtottiik itt a késébbi fejezetben bemutatasra keriils
legfontosabb eredményeket. Ezen tételek teljes bizonyitdsa megtalalhatd a 2-7. fejezetben
mellékelt dolgozatokban. E bevezetés bizonyitdsokat nem tartalmaz. Ehelyett igyekeztiink
itt felvazolni a munkankat motival6 kérdéseket, a bizonyitasokhoz felhasznalt f§ gondolatokat
és elhelyezni ezeket az eredményeket a témakor irodalméban.

A fejezetben a kovetkez6 altalanos érvényt jelléseket hasznaljuk. Mindvégig, k egy kom-
mutativ, asszociativ egység elemes gytiri. A diszitetlen ® szimbo6lum k-modulusok tenzor
szorzatat jeloli. Minden el6fordulé gytird asszociativ és egység elemes. Egy R gytrd jobb-
illetve bal modulusainak kategoridjat Mp-rel illetve pM-rel jeldljiik, P — ¢ homomorfiz-
musaik halmazat Hompg (P, Q)-val illetve gHom(P,Q)-val. A bimodulus kategoria jeldlése
rRMEg, P — @Q homomorfizmusainak halmazaé pHompg(P, Q). Az R-modulus tenzor szorza-
tot ®p jeloli.

1.1. Néhany sz6 a Hopf-algebrak klasszikus elméletérél

Ebben a fejezetben roviden attekintjiik a Hopf-algebrdk elméletének azon kérdéseit, melyek
altalanositésai szerepelnek a késébbiekben. Bovebb ismeretek forrasaként javasoljuk |70] és
[54] monografidkat.

1.1. Definici6. Egy k-algebra (a tovabbiakban csak algebra) egy k-modulus A, ellatva 7 :
k— A (egység) és p: A® A — A (szorzas) k-modulus leképezésekkel, melyekre az elsg két
diagrammal abrazolt asszociativitasi és egység feltételek teljesiilnek.

A9A0 AL A4g A AL AwA AeAl o p——i
u®1dl lu n®ldl&\lu ul lu' nl ln’
AR A m A AR A m A A 7 Al A—f>A’

Egy f : A — A’ k-modulus leképezést algebra homomorfizmusnak mondunk, ha a fenti
masodik két diagram kommutativ.

Az a és b elemek szorzatat ab-vel jeldljiik, mig k egység elemének n altali képét 1-gyel.
Egy algebra ellentettje ugyanazon k-modulus A a forditott sorrendd a ® b — ba szorzassal.

7
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1.2. Definicio. Egy A algebra jobb modulusai M k-modulusok, ellatva egy o0: M @ A — M

feltételek teljesiilnek.

Id Id Id
MoARA—E oA ML A MoAL2 yrea

N N

d
M®A M M M 7 M’

Egy f: M — M’ k-modulus leképezést A-modulus homomorfizmusnak mondunk, ha a fenti
harmadik diagram kommutativ.

Tetszoleges m € M, a € A elemeken a p(m ® a) = m.a jelolést hasznaljuk. Szimmetri-
kusan értelmezziik a bal modulusokat és homomorfizmusaikat.
A koalgebra az algebra fogalom duélisa:

1.3. Definicié. Egy k-koalgebra (a tovabbiakban csak koalgebra) egy k-modulus C, ellatva
e:C — k (koegység) és 6 : C — C ® C (koszorzas) k-modulus leképezésekkel. Az ezekre
diagramjaiban minden nyilat megforditunk. A koalgebra homomorfizmusok a koszorzassal és
koegységgel kompatibilis linearis leképezések.

Egy c elem koszorzatara a Sweedler-Heynemann index jellest hasznaljuk; d(c) = ¢; ® co,
ami alatt véges sok tag Osszege értendd C' ® C-ben. Az 0Osszegzést nem jeloljiik explici-
ten, arra csak az indexek jelenléte utal. A megkovetelt koasszociativitas miatt az egyenld
€11 ® 12 ® o €8 c1 ® co1 ® coo kifejezések helyett irhatunk egyszertien ¢; ® co ® cs-at. Egy
koalgebra ellentettje ugyanazon k-modulus C' a forditott sorrendd ¢ — co ® c¢; koszorzassal.
Barmely C-koalgebra Hom(C, k) dudlisa algebra a transzponalt struktiaraval. Ha egy algeb-
ra A végesen generalt projektiv k-modulus (igy Hom(A ® A, k) = Hom(A, k) ® Hom(A4, k)),
akkor Hom(A, k) koalgebra a transzponalt strukturaval.

1.4. Definici6. Egy C koalgebra jobb komodulusai M k-modulusok, elldtva egy o : M —
koegység feltételeket tigy kapjuk, hogy a megfelel6 algebrai axiéméak diagramjaiban megfor-
ditjuk a nyilakat. Egy f: M — M’ k-modulus leképezést C-komodulus homomorfizmusnak

ditasaval kommutativ.

A jobb C komodulusok és homomorfizmusaik alkotta kategoriat MC-vel jeldljiik, a
P — @ homomorfizmusok halmazat HomC(P, @)-val. Szimmetrikusan értelmezziik és je-
16ljiik a bal komodulusok © M kategoriajat. Hasonléan a koszorzashoz, a (jobb) kohatésra
is implicit Osszegzést jelents index jelolést hasznalunk: o(m) = mg ® m;. A megkovetelt
koasszociativitas miatt az egyenld mgy ® mg1 ® my1 és mo ® mi1 ® mys kifejezések helyett
irhatunk egyszertien mg ® m; ® mo-t.

1.5. Definicié. Egy k-bialgebra (a tovabbiakban csak bialgebra) egy k-modulus B, ellatva
egy (n,p) algebra strukturaval és egy (e,d) koalgebra struktaraval tgy, hogy e és § algeb-
ra homomorfizmusok (vagy ami evvel ekvivalens, n és p koalgebra homomorfizmusok). A
bialgebra homomorfizmusok egyszerre algebra- és koalgebra homomorfizmusok.
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Tetsz6leges a,b € B elemeken kifrva, a bialgebra axiomak a kovetkezdk:
1L®l=1®1, (ab); ® (ab)y = a1b; @ asbs, e(1) =1, e(ab) = e(a)e(b).

Egy bialgebraban akér a szorzast, akar a koszorzast az ellentettjére cserélve ismét bialgebrat
kapunk. Ha egy bialgebra B végesen generalt projektiv k-modulus, akkor a lineris duélis
Hom(B, k) is bialgebra. Az algebra struktira a koalgebra struktira transzponaltjaként, a
koalgebra struktira pedig az algebra struktira transzponéltjaként adodik.

1.6. Definici6. Egy k-Hopf-algebra (a tovabbiakban csak Hopf-algebra) egy bialgebra H el-
latva egy antipddnak nevezett S': H — H k-modulus leképezéssel, melyre az alabbi feltételek

teljesiilnek.

QJ@H%H@H
€

6 )

H

H

A Hopf-algebra homomorfizmusok az f : H — H' bialgebra homomorfizmusok. Ezek sziik-
ségképpen 6rzik az antipodokat, azaz fS = S'f.

Tetsz6leges a € H elemen kiirva, a Hopf-algebra axiomak a kdvetkezdk:
a1S(az) = e(a)l = S(ay)as.

A H — H k-modulus homomorfizmusok halmaza algebrava tehets az f ® g — u(f ® g)d
un. konvolicié szorzassal Az antipod axiéméak olvashatok ugy, hogy ebben az algebraban S
inverze az identitas leképezésnek.

Ha az antipod létezik, akkor egyértelmii, tovabbéa (ko)algebra homomorfizmus H-bol az
ellentett (ko)algebraba. Ha H végesen generalt projektiv k-modulus, akkor igazolhato, hogy
az antipod bijektiv és a linearis dudlis Hom(H, k) is Hopf-algebra. Az duélis antipod H
antipoédjanak transzponaltjaként adodik.

1.7. Példa. Legyen G egy tetszéleges csoport. A G elemei éltal generalt szabad k-modulus,
kG ellathaté Hopf-algebra struktiraval a kdvetkez6képpen. A szorzast a csoport szorzas
lineéris kiterjesztéseként definidljuk, a koszorzast pedig a csoport elemeken diagonélis g —
g ® g leképezés linedris kiterjesztéseként. Az egység elem tehat a csoport egysége lesz, a
koegység a csoport elemeken azonosan 1 fiiggvény lineéris kiterjesztése, mig az antipod a
csoport inverz miiveletének linearis kiterjesztése. Ha G véges csoport, akkor a linearis dualis
k(GQ) — azaz a G — k fliggveények altal generalt k-modulus — is Hopf-algebra a transzponalt
struktaraval.

1.1.1. Bialgebrak (ko)modulusai

A k-bialgebrak jellemezhetsk, mint pontosan azok a (ko)algebrak, melyek (ko)modulusainak
kategoridja monoidalis, méghozza ugy, hogy a felejté funktor a (ko)modulus kategoriabol a
k-modulusok kategoridjaba szigortian monoidalis.

Konkrétan, mivel a koegység algebra homomorfizmus, barmely B bialgebranak jobb (vagy
szimmetrikusan bal) modulusa maga az alapgytirti:

k.h = ke(h), k €k, heB.
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A koegység kiolvashatd B hatdsabol k-n. Mivel a koszorzas algebra homomorfizmus, barmely
M és N jobb B-modulusok esetén M @ N is jobb B-modulus az tn. diagondlis hatds révén:

(m ®mn).h = m.hy @ n.hg, me M, neN, heB.

A koszorzés kiolvashato B hatasabol B® B-n. A k-modulusok kategoriajanak (M@ N)® P =
M ® (N ® P) asszociator izomorfizmusai és M @ k = M = k ® M egység izomorfizmusai
B-modulus homomorfizmusok, a koalgebra axiémaknak kdszénhetGen.

Ugyanigy, mivel az egység koalgebra homomorfizmus, barmely B bialgebranak jobb (vagy
szimmetrikusan bal) komodulusa maga az alapgyirt:

k—k®B=B K+ k1, Kk € k.

Az egység kiolvashatd B kohatasdbol k-n. Mivel a szorzas koalgebra homomorfizmus, bér-
mely M és N jobb B-komodulusok esetén M ® N is jobb B-komodulus az 4n. diagondlis
kohatds révén:

M&N - MN®B men— (men)y®(men); :=mo®no@miny, me M, ne N.

A szorzés kiolvashat6 B kohatasabol B® B-n. A k-modulusok kategoriajanak (M @ N)® P
M ® (N ® P) asszociator izomorfizmusai és M @ k = M = k ® M egység izomorfizmusai
B-komodulus homomorfizmusok, az algebra axiémaknak kdszénhetGen.

1.1.2. Hopf-algebrak integralelmélete

Az integralok a Hopf-algebrak kitiintetett elemei, melyeknek vizsgalataval fontos informéaciok
nyerheték az algebrai szerkezetrdl.

1.8. Definicid. Legyen B egy bialgebra és M egy bal B-modulus. M invaridnsainak hivjuk
az

M™ .= {n € M|Va € B, a.n =&(a)n} = gHom(k, M)

k-részmodulus elemeit. Szimmetrikusan értelmezziik a jobb modulusok invariansait. A bal
integrdlok alatt B-ben a bal reguléris 4brézolas invariansait értjiik, azaz a

B .= {l € B|Va € B, al = ¢(a)l}
jobb ideal elemeit. Szimmetrikusan, a jobb integralok a jobb reguldris abrézolas invaridnsai.

1.9. Példa. Egy véges G csoport elemei altal generdlt kG Hopf-algebraban az integréalok a
deGg Haar elem szdmszorosai.

Maschke klasszikus, csoport algebrak félig egyszertiségére vonatkozé tételét dltalanositva,
a kovetkezd igazolhato.

1.10. Tétel (Sweedler |70], Caenepeel-Militaru |27]). Egy H Hopf-algebrdra vonatkozd ko-
vetkezd dllitdsok ekvivalensek.

o H szepardbilis k-algebra;

o H félig eqyszeri k folott (azaz egy bal vagy jobb H-modulus epimorfizmus pontosan
akkor felhasadd, ha mint k-modulus epimorfizmus felhasadd);

o A koegység € felhasadd (jobb vagy bal) H-modulus epimorfizmus;
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o [étezik H-ban eqy (jobb vagy bal) integrdl I, ami normdlt az e(l) =1 értelemben.

Egy maésik fontos vonés, melyet az integralok segitségével vizsgalhatunk, a (kvéazi) Fro-
benius-tulajdonsag. (Egy algebra A rendelkezik a Frobenius-tulajdonsaggal, ha végesen ge-
neralt projektiv k-modulus és izomorf Hom (A, k)-val mint (ekvivalens moédon jobb vagy bal)
A-modulus. Jobb illetve bal kvazi Frobenius algebrarol beszéliink, ha A végesen generdlt
projektiv k-modulus és kvéazi-izomorf Hom(A, k)-val mint jobb illetve bal A-modulus [55].)
Mint Pareigis igazolta, egy Hopf-algebra pontosan akkor jobb kvéazi-Frobenius- algebra ha
bal kvazi-Frobenius-algebra, ami pontosan akkor teljesiil, ha végesen generélt projektiv k-
modulus [61]. A Frobenius-tulajdonséagrol a kovetkezd tudhato.

1.11. Tétel (Larson Sweedler [49], Pareigis [61]). Egy H Hopf-algebrdra vonatkozo kovetkezd
dllitdsok ekvivalensek.

o H Frobenius-k-algebra;
e Hom(H, k) Frobenius-k-algebra;

o [étezik H-ban egy (jobb vagy bal) integrdl I, amely nem degenerdlt abban az értelemben,
hogy a kovetkezd leképezések bijektivek.

Hom(H, k) — H ¢ — (Id® ¢)d(l) = l19(l2)
Hom(H,k) — H o (p1d)o(l) = o(ly)ls

Ha k Picard csoportja trividlis (példdul k egy test), akkor a fenti tulajdonsdgok pontosan
akkor teljesiilnek, ha H végesen generdlt projektiv (véges dimenzids).

1.1.3. Hopf-Galois-elmélet

Nem kommutativ algebrak Hopf-algebrakkal valo kiterjesztéseit — mint a kommutativ gytrik
csoporttal valé kiterjesztésének altalanositdsait elGszor Chase és Sweedler tanulményozta
[30] munkajaban illetve Kreimer és Takeuchi [47]-ben. A Hopf-Galois-elmélet egységes le-
irasat adja kordbban fiiggetleniil vizsgélt strukturaknak (pl. a csoport gradélt algebraknak).
Algebrai vonatkozasaik mellett a Hopf-Galois-kiterjesztések a nem kommutativ geometria
nézépontjabol is érdekesek, ahol a principalis nyaldbok nem kommutativ megfelelGiként je-
lennek meg.

Az 1.1.1 fejezetben lattuk, hogy egy H bialgebra jobb komodulusainak M kategoriaja
monoidalis. A monoidokat ebben a kategoéridban H-komodulus algebrdinak hivjuk. Expli-
citen, egy H-komodulus algebra egy algebra A, aminek szorzéasa és egysége H-komodulus
homomorfizmus. Azaz

Iyl =1®1; (d'a)o ® (d'a); = d'gap ® d'1a1, a,a € A.
A komodulus invaridnsai (roviden koinvaridnsai) alatt a
ACH = {bec Aby@b =b® 1}

részalgebra elemeit értjiik. Dolgozatunkban mindvégig jobb komodulus algebrakkal dolgo-
zunk. Ez nem jelenti a szimmetria megsértését, hiszen B bal komodulusai jobb komodulusai
annak a bialgebranak melyben (az algebra strukturat megforditva vagy valtozatlanul hagyva)
B koalgebra strukturdjat az ellentettjére cseréljiik.
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1.12. Definici6. Legyen H egy bialgebra. Egy B C A algebra kiterjesztést jobb H-Galois-
kiterjesztésnek mondunk, ha A jobb H-komodulus algebra, B = A®H ¢s az alabbi kanonikus
leképezés izomorfizmus.

can: AQpA— AQH ad @pa— day® ay. (1.1)

1.13. Példa. A klasszikus Galois test bévitések véges csoportokkal Hopf Galois-kiterjesztések,
1. |33, Example 6.4.3]. Legyen G egy véges csoport és F' egy test amin G automorfizmusokkal
hat, azaz létezik egy csoport homomorfizmus G — Aut(F'), g — 4. Barmely k& C F testre
F' k(G)-komodulus algebra az a — > . ag(a) ® d, kohatds révén, ahol 4, € k(G) értéke

(@)

g-n 1, az 6sszes tobbi csoport elemen 0. A koinvarians részalgebra FF(©) elemei éppen a

G-hatas invariansai és F0kG) C F egy k(G)-Galois-kiterjesztés.

1.14. Példa. Ez a példa a Hopf Galois-kiterjesztések geometriai interpretacidjaval kap-
csolatos. Hasson egy véges GG csoport balrdl egy véges X halmazon. Az X-en értelme-
zett fiiggvények k(X) algebraja (a pontonkenti szorzassal) k(G)-komodulus algebra az f +—
deg f(9.—)®d4 kohatés révén. A k(X )0k (&) koinvarians részalgebra elemei pontosan a G-
pélyakon konstans fiiggvények. k(X)) C k(X) pontosan akkor k(G)-Galois-kiterjesztés,
ha a G-hatds X-en szabad és tranzitiv, azaz X barmely z,y elemeire 1étezik pontosan egy g
elem G-ben, amire y = z.g. (Ez esetben persze k(X)®©HG) = k)

1.15. Példa. Barmely B bialgebra maga is B-komodulus algebra a koszorzis mint kohatas
révén. A BB koinvarians részalgebra elemei pontosan az egység elem szamszorosai. A
k C B kiterjesztés akkor és csakis akkor B-Galois ha B Hopf-algebra.

Szamos olyan tétel ismert, amely a kanonikus leképezés bijektivitasara vonatkozo elégsé-
ges feltételeket fogalmaz meg. Példaként &lljon itt egy klasszikus.

1.16. Tétel (Kreimer Takeuchi [47|). Legyen H eqy véges dimenziés Hopf-algebra tetszéle-
ges test folott, és legyen A egy jobb H-komodulus algebra. Ezen feltevések mellett az (1.1)
kanonikus leképezés pontosan akkor bijektiv ha sziirjektiv.

Tekintsiink egy H bialgebrat és egy A jobb H-komodulus algebrat. Definici6 szerint,
A egy monoid MH-ban igy tekinthetjitk a jobb A-modulusok kategoriajat M -ban. Ezen
modulusokat relativ Hopf-modulusoknak hivjuk. Expliciten, egy (A, H) relativ Hopf-modulus
egy jobb A-modulus és jobb H-komodulus M ugy, hogy az A-hatas H-komodulus homomor-
fizmus, azaz
(m.a)p ® (m.a); = mgy.ag ® myay, me M, a € A.

Az (A, H) relativ Hopf-modulusok homomorfizmusai jobb A-modulus és jobb H-komodulus
homomorfizmusok. A relativ Hopf-modulusok és homomorfizmusaik kategoriajat Mf—val
jeloljiik. A koinvariansainak részalgebrajat B-vel jelolve, az (=) ®p A : Mp — M4 bal
adjungalt funktor rendelkezik egy (—) ®p A : Mp — MH felhtizdssal (azaz barmely P
jobb B-modulus esetén P ®p A relativ Hopf-modulus A nyilvanval6 relativ Hopf-modulus
strukttiraja révén). A felhiizott funktor jobb adjungaltja (—)° : MH — Mp. A Hopf
Galois-elmélet kozponti kérdése, hogy ez a funktor mikor teli és hii (gyenge struktira-tételek)
illetve ekvivalencia (erds struktura tételek). Torténetileg az egyik elsd ilyen tétel a kovetkezd
volt.

1.17. Tétel (A Hopf-modulusok alaptétele [70]). Bdrmely H Hopf-algebrdra (—) @ H :
My — Mg ekvivalencia, azaz a requldris komodulus algebrdra az erds struktira-tétel teljesiil.
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Ha H végesen generalt projektiv k-modulus, akkor barmely A jobb H-komodulus al-
gebra esetén talalhat6 egy alkalmas algebra, melynek modulus kategoéridja izomorf a relativ
(A, H)-Hopf-modulusok kategoridjaval. Ez a keresett algebra a duélis, H* := Hom(H, k) és
A féldirekt szorzataként irhatd. Mint k-modulus, megegyezik A ® H*-val. A szorzés

(a®¢)(b® ) = apb ® (a1-9)¢,

ahol h.1) = ¢(—h) H bal hatasa H*-on. Ebben az esetben tehét az erds és gyenge struktura-
tételek modulus kategoriak osszehasonlitasara vezetnek, igy a Morita-elmélet alkalmazaséval
bizonyithatoak.

1.1.4. Doi—Hopf-modulusok

Az 1.1.3 fejezetben egy B bialgebra (jobb vagy bal) komodulus algebrait tigy definialtuk, mint
monoidokat a (jobb vagy bal) B-komodulusok monoidalis kategoriajaban. Szimmetrikusan
definialhatunk (jobb vagy bal) B-modulus koalgebrdkat mint komonoidokat a (jobb vagy bal)
B-modulusok monoidélis kategéridjaban.

1.18. Definicié (Doi [36], Koppinen [46]). (Jobb-jobb) Doi-Hopf-adatok alatt olyan (A, B, C')
harmasokat értiink, ahol B egy bialgebra, A egy jobb B-komodulus algebra és C' egy jobb
B-modulus koalgebra.

Elegendé jobb-jobb Doi-Hopf-adatokat bevezetniink, hiszen a tobbi lehet&séget meg-
kapjuk, ha B (ko)algebra strukturajat az ellentettjére cseréljiik, és az igy nyert bialgebra
jobb-jobb Doi Hopf-adatait tekintjiik.

Barmely (A, B, C) Doi-Hopf-adat esetén tekinthetjiik az alabbi k-modulus leképezést:

Y. CRA—-ARC c®ar ag c.ai,

mely kommutativva teszi az alabbi diagramokat.

Coded o ¢"Yopa cosa’8cscea coaiy
|wora 4oy
ARC® A ¥ v Y CRA®C "
lldw d@ldl/
A@A@C@A@C C@A@C A@C@A@C@C A®CIE§>5A

A kategoriaelméletben szokésos terminologiaval ez azt jelenti, hogy ¥ egy vegyes (monéadot
és komonadot Osszekulesold) disztributiv szabdly |7]. Ugyanerre a Hopf-algebrai szakiroda-
lom az dsszekulcsolo struktira (entwining structure) elnevezést hasznalja [24]. |7] szerint
minden C ® A — A ® C vegyes disztributiv szabély indukal egy (—) ® A monadot a C-
komodulusok kategoriajan (az (My, (—)®A) monad felhuzasat) és egy (—)®C komonadot az
A-modulusok kategoriajan (a (Myg, (—) ® C') komonad felhizasat). Ezen mondad és komonad
Eilenberg Moore-kategoriai izomorfak és szokasos jeldlésiik Mg Expliciten, objektumai
04: M ® A — M jobb A-modulusok és ¢¢ : M — M ® C jobb C-komodulusok, amikre az
alabbi diagram kommutativ.

oA

M®A M

gC®Idl lgc
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A morfizmusok A-modulus homomorfizmusok és C-komodulus homomorfizmusok. Ha A a
trivialis B-komodulus algebra k, akkor Mf’; megegyezik a C-komodulusok kategoriajaval. Ha
C a trividlis B-modulus koalgebra k, akkor Mg megegyezik az A-modulusok kategoridjaval.
Ha C a reguléris B-modulus koalgebra B, akkor M megegyezik az (A, B)-relativ Hopf-
modulusok kategoridjaval. Szamos érdekes eset megkaphatéo még A és C' alkalmas valasztéa-
saval, példaul az un. Long dimodulusok vagy a Yetter—Drinfel’d-modulusok kategériaja. Ha
C végesen generdlt projektiv k-modulus, akkor konstrudlhat6 egy alkalmas algebra, melynek
modulus kategériaja izomorf MG-val. Ez a keresett algebra a dudlis, C* := Hom(C, k) és A
féldirekt szorzataként irhato.

Az Eilenberg—Moore-kategoridk altalanos tulajdonsagai szerint az ./\/lg — MO felejts
funktor bal adjungaltja (—)®A4 : MY — MG, ahol az A-hatas M@ A-n M@u: MRARA —
M ® A és a C-kohatés

C
MoA M oA veAsC.

Szimmetrikusan, az ./\/lg — My felejts funktor jobb adjungaltja (—) ® C' : My — Mf’;,
ahol a C-kohatas M @ C-n M Q§: M QC — M ® C ® C és az A-hatés

Id Id
MoCe A2 vedec S yec.

1.1.5. Hopf-algebrai konstrukcidék és a monadok formalis elmélete

Mint arra néhol utaltunk is, az 1.1.1 és az 1.1.4 fejezetekben szerepls allitasok koziil sok
kovetkezik a monéadok joval altalanosabb un. formdlis elméletébol [69], |48].

Barmely K bikategoridhoz hozzarendelhetjiik a IC-beli monddok EM(K) bikategoriajat
[48]. Ennek objektumai (vagy O-cellai) a IC-beli monadok, azaz t : A — A 1-celldk ellatva
n:1dg — t (egység) és p : tt — t (szorzés) 2-celldkkal, melyekre a szokdsos asszociativitési
és egység feltételek teljesiilnek:

Id Id
ttt — > tt t— o tt (1.2)
uldl l# nIdl&l#
ttT>t ttT>t

Az (A)t) — (A ) 1-cellak EM(K)-ban KC-beli x : A — A’ 1-cellak ellatva egy ¢ : t'x — xt

2-cellaval, melyre az alabbi diagramok kommutativak.

Id Id
Pt~ it o it x (1.3)

X
M’Idl lIdu n’Idl lldn

t'x m xt tx " xt

Az (z,7) — (y, @) 2-celladk EM(K)-ban K-beli g :  — yt 2-cellak, melyekre az alabbi feltétel
teljesiil.

Id Id
t — > t'zt I et (1.4)
wl lld i
xt xtt xt

old Id p
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EM(K) monadjait koszoriknak (wreath) hivjak. A mondottak szerint a koszoru egy (s,) :
(A,t) — (A,t) 1-cella EM(K)-ban, ellatva szorzassal, mely v : ss — st 2-cella; és egységgel,
ami ¥ : Id — st 2-cella K-ban. Ha ((A, 1), (s,%)) koszora, akkor (A, st) monad K-ban, az
(A,t) monad és az s 1-cella un. koszori szorzata [48].

1.19. Példa. Legyen (A, B, C) egy jobb-jobb Doi Hopf-adat. Ez meghatéaroz egy ((k, A), (C*
1)) koszorut a Gytriik; Bimodulusok; Bimodulus homomorfizmusok Bim-mel jel6lt bikate-

Y:ARC* = C*"®A, a®¢— ¢(—a1)® ap;

a koszorid szorzésa és egysége pedig
v:C*RC* - C*"QA, ¢¢ —dopl és V:k—-C*"®A 1—e®l,

ahol C* szorzésa ¢ @ ¢ — ¢'¢p := (¢ ® ¢)d. Az adddo koszoru szorzat izomorf C* és A
feldirekt szorzataval (1. 1.1.3, 1.1.4 fejezet).

Legyenek (z,v) és (y,¢) parhuzamos 1-celladk EM(K)-ban. Feltehetjiik azt a kérdest,

hogy mely K-beli z =% y 2-cellak esetén lesz z -5 y dy yt 2-cella EM(K)-ban (x,1)-bdl
(y, ¢)-be. A valasz az, hogy pontosan akkor, ha a kovetkezd diagram kommutativ.

o ldw t'y (1.5)

A K-beli monadok, mint 0-celldk; az (1.3)-ban definialt 1-cellak; és az (1.5)-tel jellemzett K-
beli 2-cellak, mint 2-celldk; bikategoriat alkotnak, melynek szokasos jelolése Mnd(KC). Ezen
bikategoria fontos szerepet jatszik az un. felhizds problémaban.

1.20. Definicié. Béarmely K bikategoria esetén tekintsiik a ,diagonélis” K — Mnd(K) (szi-
gorn) bifunktort, mely egy A objektumot az (A,Id) monadba, egy = : A — B 1-cellat az
(x,1d) : (A,Id) — (B,1d) 1-cellaba és egy w : © — y 2-cellat 6nmagaba képez. Ha ennek van
jobb adjungaltja, akkor azt mondjuk, hogy léteznek KC-ban az Filenberg—Moore objektumok.
Expliciten, A objektum K-ban az (A,t) monad Eilenberg Moore-objektuma, ha létezik egy

K(B, A") = Mnd(K)((B,1d), (4, t))
B-ben természetes izomorfizmus.

1.21. Példa. Az Eilenberg Moore-objektum definiciojat a Cat ((kis) kategoridk; funktorok;
természetes transzformaciok 2-kategoridja) példa motivalja. Ha t : A — A monéad Cat-ban,
akkor A! létezik és az un. Eilenberg-Moore-algebrak kategoridja. Expliciten, objektumai
(a, ) parok, ahol a objektum A kategoridban « : t(a) — a pedig morfizmus A-ban melyre a
szokésos asszociativitasi és egység feltételek teljesiilnek.

1.22. Példa. A gyiirtik; bimodulusok; bimodulus homomorfizmusok Bim-mel jeldlt bikate-
(A, t) monad leirhat6 egy n : A — ¢ gytirti homomorfizmussal (1. b6vebben az 1.2 fejezetben).
Az Eilenberg Moore objektum maga a t gytirt.
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1.23. Tétel (Street [69]). Ha egy tetszéleges K bikategoridban az (A,t) monddnak létezik A
Eilenberg—Moore-objektuma, akkor van K-ban egy f 4 v : At — A adjunkcid, melyre t = vf;
melynek egysége a mondd n egysége; és melynek € koegysége segitségével a mondd szorzdsa
u = vef alakban irhato.

1.24. Példa. Cat-ban v : A — A a felejté funktor. Bal adjungéltja f : A — Al egy a
objektumot (¢(a), u(a))-ba, egy h morfizmust ¢(h)-ba visz.

Bim-ben v-t és f-et ugy kapjuk, hogy ¢-t mint A-t bimodulust, illetve ¢-A bimodulust
tekintjiik.

A fenti Eilenberg Moore-objektumok segitségével a felhiizds probléma a kovetkezSképpen
fogalmazhato meg. Legyen adott egy K bikategoriaban egy (A,t) és egy (B, s) monad, me-
lyeknek létezik A? illetve B* Eilenberg Moore-objektuma. Egy x : A — B 1-cella felhtizdsai
alatt olyan T : A® — B? 1-celldkat értiink, amikre a bal oldali (1-celldkra vonatkozo) diagram
kommutativ.

At_§>Bs

VT
vl lv Idwl lwld
vy

A——B yv

Hasonloan, egy w : © — y 2-cella felhtizdsai alatt olyan @ : T — ¥y 2-celldkat értiink, amikre
a jobb oldali (2-cellakra vonatkozo) diagram kommutativ.

1.25. Tétel (Street [69]). Egy adott x : A — B 1-cella felhizdsai bijektiv kapcsolatban
vannak Mnd(K) (z,v) alaki 1-celldival. Egy w : x — y 2-cellinak pontosan akkor van
W: T — g felhizdsa, ha w 2-cella Mnd(K)-ban a megfeleld (x,v) és (y,¢) 1-cellik kozitt;
ekkor a felhizds egyértelmd.

Street tételébdl azonnal szarmaztathaté néhany klasszikus Hopf-algebrai eredmény.

1.26. Példa. Barmely adott B algebra esetén bijektiv kapcsolat van az alabbi strukturak
kozott.

e B lehetséges bialgebra strukturai;
e M, monoidalis struktiardjanak lehetséges felhtizdsai M p-re.

1.27. Példa. Barmely A algebra és C' koalgebra esetén bijektiv kapcsolat van az alabbi
struktirak kozott.

e Az (Mg, (—) ® A) monad lehetséges felhtizasai MC-re;

o az (My, (=) ® C) komonad lehetseéges felhtizasai M 4-ra;

e az A-t és C-t Osszekulcsolo vegyes disztributiv szabalyok (azaz ((k, A), (C,v)) komo-
nadok Mnd(Bim)-ben).

1.2. Hopf-algebroidok

A bialgebra fogalom altalanositdsa nem kommutativ alapgytirtik esetére Takeuchi nevéhez
fiiz6dik és tobb, mint harminc éve fellelhets |72]. Takeuchi eredetileg a X gp-bialgebra elne-
vezést hasznélta de (elsGsorban J.H. Lu [51] munkaja nyomén) napjainkban a bialgebroid
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elnevezés elfogadottabb. A bialgebrék szamos ekvivalens leirdsa koziil sok szépen altalano-
sithatd bialgebroidokra. Példaul, egy R gytird feletti bialgebroidok jellemezheték modulus
kategoriajuk monoidalitasdval és egy, az R bimodulusok kategéridjaba meng felejtd funktor
szigorii monoidalitésaval.

Az irodalomban t6bb alternativ javaslat is taldlhaté arra, milyen tovabbi tulajdonsdgot
koveteljiink meg egy Hopf-algebroidtél. A Hopf-algebra antipodja a H — H identitas leké-
pezés inverze az (f x g)(h) := f(h1)g(he2) konvolici6 szorzésra nézve. Egy R gytirt feletti B
bialgebroid esetén azonban az identitas leképezés nem eleme (az alap R-kogytiri és az alap
R-gytirii kozotti bimodulus leképezések alkotta) konvolicio algebranak. Ezen probléma athi-
dalasara J.H. Lu az antipod axiémak megfogalmazasihoz a B® B — B ®g B epimorfizmus
egy szelését hasznalta [51], ami azonban sok szempontbo6l nem természetes.

Szlachanyi Kornéllal kézos vallalkozédsunk célja egy olyan Hopf-algebroid fogalom megal-
kotésa volt, amely kategoriaelmeéleti szempontbdl is természetes, amely alkalmas a szimmet-
ria leirasara (minél t6bb) olyan helyzetben, amikor a Hopf-algebrdk mér nem hasznalhatoak,
s amelyre a Hopf-algebrdakra vonatkoz6 eredmények minél szélesebb kore kiterjeszthets. Az
altalunk javasolt definicié szerint egy Hopf-algebroidban egy adott algebrdan nem egy, hanem
két kompatibilis bialgebroid struktira van jelen R illetve R°P f6l6tt. Ennek megfelelen van
két konvolicio algebra, melyeket egy Morita-Osszefiiggés kot 0ssze. Az identitas leképezés
a Morita-0sszefiiggés egyik bimodulusanak eleme, az antip6d a mésiknak — s ezek egymas
inverzei a Morita-Osszefiiggés szorzasara nézve [14]. A Hopf-algebroidokrol irt elsd, [19] cikk-
ben arra az esetre szoritkoztunk, amikor az igy definialt antip6d rdadésul bijektiv, igy az
egyik bialgebroid strukttura redundéans informaciot jelent: megkaphat6é a masikbél az antipéd
és annak inverze altal.

Mint Day és Street [34]-ben targyalta, ezek az axiomék annak felelnek meg, hogy a
szigortan monoidélis felejté funktor a B-modulusok kategériajabol az R-bimodulusok kate-
goridjaba rdadéasul 6rzi a x-autonom strukturat is. Schauenburg [66]-ban egy altalanosabb
Hopf-algebroid fogalmat javasolt, melyben a felejtd funktor a zartsagot (vagyis a bels hom-
okat) 6rzi. A Schauenburg féle definiciobol nem kovetkezik azonban egy H — H antipod
létezése.

ss_ ss

1.2.1. Az épitSkovek: R-gyitriik; R-kogyfirtik; bialgebroidok

Egy k kommutativ gytrd f6l6tti (ko)algebrak (ko)monoidok a k-modulusok monoidéalis ka-
a (jobb vagy bal) R-modulusok kategoéridja nem monoidalis. Tekinthetjiik azonban az R-
bimodulusok kategoéridjat, mely monoidalis az R-modulus tenzor szorzéis révén; a monoidalis
egység a regularis bimodulus R. (Hangstlyozzuk azonban, hogy ez a keret modositéasat
jelenti a ,trividlis” R = k esetben is — a k-bimodulusok kategoridja teljes részkategoriaként
tartalmazza a k-modulusok kategoriajat.)

1.28. Definici6. A monoidokat az R-bimodulusok kategéridjaban R-gydridknek hivjuk. Exp-
liciten, egy R-gytird egy R-bimodulus A, ellaitva p: A®r A — A (szorzés) ésn: R — A
leknek tesznek eleget. R-gytridk homomorfizmusai a szorzassal és egységgel kompatibilis
R-bimodulus homomorfizmusok.

Vegyiik észre, hogy egy R-gyftiri leirhato egyetlen R — A algebra homomorfizmussal.
Csakugyan, ha A egy R-gytrt, akkor ellathaté egy algebra strukturaval. Az egységet az R
algebra k — R egységét az A R-gytiri R — A egységével komponalva kapjuk, a szorzast
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pedig az A ® A - A ®pr A epimorfizmust az R-gytiri A g A — A szorzésaval kompo-
nalva. Felhasznalva, hogy mind n mind g (jobb) R-modulus homomorfizmus és n (jobb)
egység, konnyen lathato, hogy n algebra homomorfizmus. Forditva, egy n: R — A algebra
homomorfizmus R-bimodulus strukturat indukal A-n. A szorzasa kiegyensulyozott R-ben,
igy felirhat6, mint az A ® A - A ®g A epimorfizmus és egy egyértelmii 4 : AQr A — A
leképezés kompozicioja. A p szorzas és az n egység révén A egy R-gyurd.

1.29. Definici6. Egy A R-gytird jobb modulusa egy jobb R-modulus M, ellatva egy M ®p
A — M jobb R-modulus leképezéssel, mely a szokasos asszociativitasi és egység feltételeknek
tesz eleget. Az el6z6 bekezdés gondolatmenetéhez hasonléan kénnyt belatni, hogy ez éppen
ugyanaz, mint az A algebra jobb modulusa. Egy A R-gytird jobb modulusainak homo-
morfizmusai jobb R-modulus homomorfizmusok, melyek kompatibilisek a hatasokkal. Ez
megegyezik az A algebra jobb modulus homomorfizmusaival.

Szimmetrikusan definidljuk R-gytrtk bal modulusait és azok homomorfizmusait.

1.30. Példa. Barmely R algebra esetén az R — R k-modulus homomorfizmusok egy
End(R)-rel jelolt R-gytirtt alkotnak. Az algebra strukturat a leképezések komporzicidja adja
és

R — End(R) r—r(—)
algebra homomorfizmus.

A jobb- és bal hatasok szerepének felcserélése bijektiv kapcsolatot teremt az R-bimo-
dulusok és az R°P-bimodulusok kozott. Az indukalt pMpr — Rop Mpgoep izomorfizmus anti-
monoidalis. Egy R-gytird ellentettjén azt az RP-gytrtt értjiik, melybe ezen anti-monoidalis
izomorfizmus viszi 6t. Egy n: R — A algebra homomorfizmussal jellemzett R-gytird esetén
ez az n: R°P — A°P algebra homomorfizmussal jellemzett R°P-gytirtit jelenti.

A kovetkezGkben kiilondsen fontosak lesznek szdmunkra az R ® RP-gytrtik. A fentiek
szerint, egy R ® R°P-gytir leirhato egy n: R ® R — A algebra homomorfizmussal. Ekvi-
valens modon, 7 helyett tekinthetjiikk az s :=n(—®1): R— Aésat:=n(l®—): R? — A
algebra homomorfizmusokat, melyek értékkészletei kommutalnak A-ban. Egy A R ® RP-
gylrtin négy kommutal6 R-hatas van jelen:

o Az ,A-val jelélt bal R-moduluson a hatas R® A — A, r ® h — s(r)h;
o Az A, -val jelélt jobb R-moduluson a hatas AQ R — A, h®r — t(r)h;
o Az " A-val jelslt bal R-moduluson a hatéds R® A — A, r @ h — ht(r);
o Az A" -val jelslt jobb R-moduluson a hatés A®@ R — A, h @1 — hs(r).

A fenti hatdsok kombinacidjaval négy R-bimodulus strukturat definidlhatunk A-n. Az
RAR R RAR R-bimodulus centruméat A g x A-val jeloljiik, és A 6nmagaval vett Takeuchi
szorzatdnak nevezziik. A px A maga is R® RP-gytri. Algebra strukturajat a (jol definiélt!)
faktoronkénti szorzéas adja és

RORP — Apx A  r@r — s(r)@gt(r)

algebra homomorfizmus. Szimmetrikusan, a fentiek helyett tekinthetjiik az RAR QR RAR
R-bimodulus centrumét is, melyre jellésiink legyen A x p A.



dc_124 10

1.2. HOPF-ALGEBROIDOK 19

1.31. Definici6. A komonoidokat az R-bimodulusok kategoridjaban R-kogydriknek hivjuk.
Expliciten, egy R-kogytiri egy R-bimodulus C, ellatva § : C — C ®p C (koszorzas) és
e : C — R (koegység) R-bimodulus leképezésekkel, melyek a szokésos koasszociativitési
és koegység feltételeknek tesznek eleget. R-kogytrik homomorfizmusai a koszorzéassal és
koegységgel kompatibilis R-bimodulus homomorfizmusok.

Egy R-kogytird ellentettjén azt az R°P-kogytiriit értjiikk, amibe 6t az RMpr — pop M Rpop
anti-monoidalis izomorfizmus viszi. Expliciten, egy (C,6,¢) kogytrid esetén C-t mint RP-
bimodulust tekintjiik, a koszorzas § : C' — C Qpopr C, ¢ — co Q@por 1, a koegység e : C' — RP.

1.32. Definicié. Egy C R-kogytiri jobb komodulusa egy jobb R-modulus M, ellatva egy
M — M ®p C jobb R-modulus leképezéssel, mely a szokdsos koasszociativitasi és koegység
feltételeknek tesz eleget. Kgy C R-kogytird jobb komodulusainak homomorfizmusai jobb
R-modulus homomorfizmusok melyek kompatibilisek a kohatasokkal.

Szimmetrikusan definidljuk R-kogytiriik bal komodulusait és azok homomorfizmusait.

1.33. Definici6. Egy bal R-bialgebroid B all egy (s : R — B,t: R°? — B) R® R°P-gyfiriibdl
és egy (,Bg,90,¢) R-kogytirtibél, melyekre az alabbi axiomaék teljestilnek:

e § felirhat6, mint egy B — B px B algebra homomorfizmus és a Brpx B — B®pr B
inklizié kompozicidja;

e A B — End(R), b e(bs(—)) leképezés algebra homomorfizmus.

Egy bal bialgebroid koszorzasara a szokéasos d(h) = h; ®g ha Sweeler-Heynemann index
jelolést hasznaljuk. B tetsz6leges h, h' elemein és R tetsz6leges r elemén kiirva a bialgebroid
axiomak a kovetkez§ alakot oOltik.

hit(r) ®g he = hy & has(r);

11 ®rla =1®gr1; (W'h)1 ®r (W'h)2 = hih1 @R hyha;
e(1) =1; e(W'h) = e(l'se(h)).

A masodik sorban szereplé méasodik axiéma jobb oldalan &ll6 kifejezés az elsé sorban szerepld
axidma miatt jol definialt.

Tekintsiink egy B bal R bialgebroidot. Az s : R — B algebra homomorfizmus révén a
RBR R-bimodulus rendelkezik egy R-gytiri struktturdval. Mivel definici6 szerint a , B, R
bimodulus rendelkezik egy R-kogytird strukttaraval, a bimodulus leképezések Hom(, B nnB )
halmaza algebra a

(f % g)(h) := f(h1)g(h2),  f,g € Hom(,By, ,B"), h € B,

konvolicié szorzas révén; se egységgel.

a(s: R— B,t: R? — B) egy R® R°P-gytirii, akkor minden bal B-modulus természe-
tesen R-bimodulus is az r.m.r’ := s(r)t(r').m hatés révén. A B-modulus homomorfizmusok
R bimodulus homomorfizmusok is. Méas szoval, 1étezik egy pM — rMp felejtd funktor.

1.34. Tétel (Schauenburg |67]). Bdrmely (s : R — B,t: R%? — B) R ® R-gyird esetén
bijektiv kapcsolat van az aldbbi struktirdk kézott.

o Bal bialgebroid struktirdk az adott R ® R°P-gydrin;
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o monoiddlis struktirdk a bal B-modulusok kategéridjdin tigy, hogy a pM — rMpg felejtd
funktor szigorian monoiddlis.

Ha B egy bal R bialgebroid, akkor (¢t : R — B°,s : R°? — B°) is R ® RP-gytrd. A
bal bialgebroid axiémék helyett azonban mas, hasonl6 alakt axiéméaknak tesz eleget:

1.35. Definicié. Egy jobb R-bialgebroid B &ll egy (s : R — B,t : R°? — B) R ® R°-
gytlribdl és egy (RBR,é, £) R-kogytirtibsl, melyekre az alabbi axiomak teljesiilnek:

e ¢ felirhato, mint egy B — B x g B algebra homomorfizmus és a B xg B — B®pr B
inkluzié kompozicidja;

e A B — End(R), b e(s(—)b) leképezés algebra homomorfizmus.

Egy jobb bialgebroid koszorzasira a szokisos §(h) = h'®pgh? Sweeler-Heynemann jeldlést
hasznaljuk ezattal alsé helyett fels6 indexekkel. A jobb bialgebroidok pontosan azok az
R ® R°P-gytirtik, melyek jobb modulus kategoridja monoidalis és a felejté funktor az R-
bimodulusok kategoridjaba szigortian monoidélis.

1.36. Példa. Barmely B bialgebra bal és jobb bialgebroid is R := k folott. Az R ® RP-
gytrit leird s : k — B és t : k — B algebra homomorfizmusok mindegyike megegyezik B
egységével. Az R-kogytri struktarat B koalgebra strukturaja adja.

Ha egy B bal R-bialgebroidban ,B végesen generalt projektiv bal R-modulus, akkor
a pHom(B, R) bal R-dualis ellathat6 egy jobb R-bialgebroid strukturaval. Ha B, végesen
generalt projektiv jobb R-modulus, akkor a Homp (B, R) jobb R-dudlis lathato el egy jobb R-
bialgebroid struktirdval. Szimmetrikusan, egy megfelel§ oldalon végesen generalt projektiv
jobb bialgebroid bal- illetve jobb duélisa természetes modon bal bialgebroid, 1. [45].

1.2.2. A Hopf-algebroid axiémak és kévetkezményeik

A Hopf-algebroid axiéméinak alabbi megfogalmazasa [14]-bél valo.

Legyenek L és R tetsz6leges algebrak. Tekintsiink egy H algebrat, mely rendelkezik egy
bal L-bialgebroid struktardval s, : L — H ést, : L — H kommutalo értékkészleti
algebra homomorfizmusokkal; 6, : , H, — ,H, ®r, , H, koszorzassal; illetve e, : | H, — L
koegységgel — valamint egy jobb R-bialgebroid struktiraval — s, : R — H ést, : R’ — H
kommutalo értékkészletd algebra homomorfizmusokkal; 4, : gt gt QR "H" koszor-

zéssal; illetve ¢ : "H" - R koegységgel. A két bialgebroid kézott koveteljiikk meg az alabbi
kompatibilitasi axiémékat:

S ety =1

EpS, = 5,. (1.6)

R L €LSp = Sgi Sp€pty =115 LRERSL

R

Koénnyen lathat6, hogy ezen axiomak kovetkeztében e,s, : L — R algebra izomorfizmus,
melynek inverze €,t,. Ugyanigy, €,s, : R — L° algebra izomorfizmus, melynek inverze
ept,. (1.6) teljesiilése esetén értelmes megkovetelni a kovetkezd axiomakat.

(0, ®,1d)5, = A1d®r5,)0,; (5, ®r1d)s, = (Id®y, 5,)5,, (1.7)

mint H — "H" @r "H, @1,  H, illetve H — ,H, @ ,H" @p "H" leképezések. Két, a
fenti kapcsolatban 1évé bialgebroid meghataroz egy Morita-osszefiiggést a Hom(, H, , LHL)
¢s Hom("H", RHR) konvolucié algebrak kozott. A két szerepld bimodulus Hom(LHR, LHR)
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és Hom(RH HL). A Morita-6sszefiiggés valamennyi miivelete a megfelel konvolicié szor-

zéssal adottL; ’aRzaz H barmely h elemére,

(&% ¢)(h) = d(h1)d/ (ha), ¢.¢' € Hom(, H,, H"); (1.8)
(W ) (h) = w(h ) (h?), o4 € Hom("H", . H");

(¢ )(h) = ¢(h1)a(hs), ¢ € Hom(, H,, H"), o € Hom(,H", H");

(a* ) (h) = a(ht)p(h2), ¢ € Hom("H", ,H"), a € Hom(,H", H");

(1 % B)(h) = P(h")B(h?), € Hom("H",  H"), p € Hom("H,, ,H");

(8% 9)(h) = B(h1)(ha), ¢ € Hom(,H,, H"), §€Hom("H,, ,H");

(a* B)(h) = a(h})B(h2), a € Hom(,H", , H"), 8 € Hom("H,, ,H");
(B*a)(h) = B(h1)a(hsa), a € Hom(LHR,LHR), g€ Hom(RHL,RHL),

ahol a korabban bevezetett 0, (h) = hy @y, ha és 6, (h) = h! @ h? jeloléseket hasznaltuk.
Nyilvanvaléan, a H — H identitas leképezés a Hom(LHR, LHR) bimodulus eleme.

1.37. Definici6. Egy Hopf-algebroid alatt a kovetkezd struktirat értjiik. Egy H algebrat,
ellatva egy bal L-bialgebroid és egy jobb R-bialgebroid strukturaval, melyekre (1.6) és (1.7)
axiomak teljesiilnek, tovabba az (1.8) Morita-Gsszefiiggésben Id € Hom(LHR,LHR) inver-
talhat6. Expliciten, az utobbi kovetelmény azt jelenti, hogy létezik S € Hom(RHL, RHL)
melyre

Y

R'S(h?) = s, ¢, (h); S(hi)hg = spep(h),  Vhe H. (1.9)

1.38. Tétel ([10] Proposition 2.3). Egy H Hopf-algebroid S antipidjdra a kovetkezd dllitdasok
teljestilnek.

e S homomorfizmus az (s, : R — H,t, : R? — H) R® RP-gyiribdl az (s, =t,e, 5, :
R— H,s,e, s, : R — H) R® RP-gyirid ellentettjébe;

e S homomorfizmus az (s, : L — H,t, : L°? — H) L ® LP-gydribél az (s, =t e,s, :
L — H,spe,s, : L — H) L ® LP-gyiri ellentettjébe;

e S homomorfizmus a (,H,,0,,c,) L-kogyiribsl abba a kogyiribe, melybe az €, s, :
RP — L algebra izomorfizmus dltal indukdlt gor Mpgor = 1 My, monoiddlis izomorfiz-
mus viszi (RHR,éR,eR) R-kogyiri ellentettjét;

e S homomorfizmus a (RHR,éR,ER) R-kogytiribol abba a kogyidribe, melybe az .5, :
L°P — R algebra izomorfizmus dltal indukdlt popMpop = gMp monoiddlis izomorfiz-
mus viszi (,H,,90,,€,) L-kogydri ellentettjét.

Az 1.38 Tételbdl nyilvanvald, hogy abban az esetben, ha egy Hopf-algebroid antipodja
bijektiv, a jobb bialgebroidot definidlé valamennyi leképezés kifejezhetd a bal bialgebroid
strukturat leird leképezésekkel, az antipoddal illetve annak inverzével. A Hopf-algebroidok
axiomai ezen adatokkal megfogalmazva [19] 4. fejezetében talalhatok.

1.39. Megjegyzés. Nagyon fontos hangsulyoznunk, hogy az (1.7) axiomak H — "H" ®n
"H, @ H, illetve H— H, ®; ,H ®r" H' leképezésckre vonatkoznak. Tudjuk ugyan,
hogy az els6 egyenlGség bal oldalan szerepld leképezés faktorizalodik (H xrp H) xp H-n
keresztiil, a jobb oldalon all6 pedig H xr (H x, H)-n keresztiil. Ezek azonban nem részhal-
mazai " H" RRr RHL ®r , H,-nak, melyeknek lehetne a metszetét venni. Noha a nyilvanval6
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(HxgpH)xp H— (HxpH)®p H leképezés injektiv, (H xg H)®@p H — (H®pr H) @, H
nem az, legalabbis tovabbi feltevések nélkiil nem. Igy az olyan ¢ leképezések esetén, melyek
mondjuk (H xXg H) x1 H-en vannak értelmezve, de nem terjesztheték ki H @ g H ®1, H-ra
(pl. H®pre, @ H:(HxrH)xp, H— Hxp H), ap(r®r1d)d kifejezés atalakitasara
nem alkalmazhat6 az (1.7) axioma. Sweedler indexeket hasznélva, noha hyt RR hi2®p hy =
h'®@h? @1 h?, mint RHR®RRHL ®r, H, elemei, a gp(h11®Rh12®Lh2) = p(ht@h? @ h?)
egyenl@ség hibas, mivel a jobb oldal rosszul definidlt. Sajnos ilyen tipustt sajit magam &ltal,
vagy hivatkozott cikkben elkdvetett — hiba miatt tobb cikkem javitasra szorult.

A Hopf-algebroidok a gyenge Hopf-algebrak (igy a Hopf-algebrak) altalanositasai a ko-
vetkezd értelemben.

1.40. Tétel ([19] Example 4.8). Legyen B egy (gyenge) bialgebra B — B®Q B, b — b1 ®bs ko-
szorzdssal és € : B — k koegységgel (1. 1.56 Definicid). Ezen adatok meghatdroznak egy jobb
bialgebroid struktirdt B-n az {11£(bla) }pep részalgebra folott és egy bal bialgebroid strukti-
rat az {e(11b)12}pep részalgebra folott. Ha tovdbbd B (gyenge) Hopf-algebra S antipéddal (1.
1.59 Definicié), akkor a fenti bialgebroidok és S Hopf-algebroid struktirdt definidlnak B-n.

Hopf-algebroidok fontos alkalmazésa, hogy leirjdk algebrak kettes mélységt Frobenius-
kiterjesztéseinek szimmetriajat. A Frobenius-tulajdonsag azt jelenti, hogy M végesen gene-
ralt projektiv (jobb vagy bal) N-modulus és a (jobb vagy bal) modulus homomorfizmusokbol
allo Hompy (M, N) izomorf M-mel mint (N-M vagy M-N) bimodulus. A kettes mélység felté-
tel azt jelenti, hogy M ®@n M direkt 6sszeadand6é M véges sok példdnyanak direkt dsszegében
— mint N-M bimodulus és M-N bimodulus.

1.41. Tétel ([19] Section 3). Tekintsiink eqy N C M kettes mélységd és Frobenius-tulajdonsdgi
algebra kiterjesztést. Ezen feltevések mellett mind M N-bimodulus endomorfizmusainak al-
gebrdja, mind az M @y M M-bimodulus centruma (melynek algebra struktirdja a faktoron-
kénti szorzdssal ill. ellentett szorzdssal adott) Hopf-algebroidok bijektiv antipéddal.

Az 1.41 Tétel altalanositasaként, barmely k-linearis bikategoria Frobenius-tulajdonsagu
és kettes mélysegii 1-cellaja meghataroz ket (megfelels értelemben dualis) Hopf-algebroidot,
1. [20].

Tovabbi példak Hopf-algebroidokra [19] 4.3 fejezetében talalhatok.

1.42. Tétel ([19] Proposition 4.2). Egy L és R algebrdk folotti Hopf-algebroidban a
" R R / 111 2
®r,H—H ®r H h®rh— hh Qrh

leképezés bijektiv (azaz s, : L — H Galois-kiterjesztés az alap jobb bialgebroiddal, 1. 1.4
fejezet). Vagyis [66] szohaszndlatdval, minden Hopf-algebroid x p-Hopf-algebra.

Ezt a megfigyelést kombinalva Schauenburg (|66] Theorem and Definition 3.5) eredmé-
nyével, azt latjuk, hogy az My — pMp felejtd funktor 6rzi a jobbrdl zart strukturat.
Ebbél kovetkezik, hogy azon jobb H-modulusoknak, melyek végesen generalt projektiv bal
R-modulusok (igy van bal duélisuk gpMp-ben), van bal dudlisuk Mp-ban is, melyet az
My — rMpg felejté funktor 6riz.

Day és Street |34]-ben (a problémat altalanosabban, monoidélis bikategoéridkban meg-
fogalmazva) azt a kérdest vizsgéltdk, hogy az My — rMpg felejtd funktor mely H jobb
R-bialgebroidokra 6rzi a jobbrol zartsagnal erésebb x-autoném strukturat. Az ehhez sziik-
séges tovabbi strukturat H-n x-autondm struktiranak nevezték [34, Section 9].
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1.43. Tétel ([19] Theorem 4.7). Legyen B egy jobb bialgebroid. Eqy erés *-autondm struk-
tira (a [34]-ben tdrgyalt értelemben) B-n ekvivalens egy bijektiv antipdddal mely B-t Hopf-
algebroiddd teszi.

1.3. Hopf-algebroidok integralelmélete

Ahogyan a Hopf-algebrak esetében, ugyanigy a Hopf-algebroidok vizsgélatdban is fontos
informaciok nyerhet6k az algebrai szerkezetrél az integrdlok tanulmanyozasaval. E feje-
zet  és az alapjaul szolgalé [10] munka  célja ennek a kérdéskornek a vizsgélata; an-
nak a megfelel§ integral fogalomnak a megtalalasa, mely lehetGséget teremt olyan algebrai
tulajdonsagok leirdséra, mint a félig (ko)egyszertiség, a (ko)szeparabilitds vagy a (kvézi-)
Frobenius-tulajdonsag. A megfelels integral fogalom segitségével a Hopf-algebroidokra a
Hopf-algebriakkal megnyugtaté mdédon analog tételek igazolhatoak. A lényeges kiilonbség,
hogy mig a Hopf-algebrak esetén egyetlen kommutativ gytirii feletti algebra (ill. koalgebra)
tulajdonsagairdl van szo, egy Hopf-algebroidban négy (paronként izomorf) gytrtt (ill. két
kogytirtit) kell vizsgalnunk, nem kommutativ algebrak folott.

1.3.1. Integralok

Schauenburg 1.34 Tételben idézett észrevétele szerint, ha H egy bal L-bialgebroid, akkor L
bal H-modulus a h.l := e(hs(l)) hatéas révén. Az alabbi definicio ezt a tényt hasznalja fel.

1.44. Definici6. Legyen B egy bal L-bialgebroid. Egy M bal B-modulus invaridnsainak
nevezzik a

pHom(L, M) = {n € M|Vh € B, h.n = se(h).n}
k-részmodulus elemeit. A bal integrdlok B-ben a bal regularis B-modulus invariansai.

Szimmetrikusan definidljuk egy jobb bialgebroid jobb modulusainak invaridnsait és az
integralokat mint a jobb reguléris modulus invaridnsait. Egy Hopf-algebroidban egyszerre
van jelen egy jobb és egy bal bialgebroid struktura, igy ez esetben mind bal- mind jobb
integralokat értelmezhetiink. Egy bal (vagy jobb) integral antipod altali képe jobb (vagy
bal) integral.

Egy bialgebroid komodulusain az alap kogytird komodulusait értjiikk. Barmely B bal
L-bialgebroid esetén L jobb B-komodulus az L — L ®, B = B, | — s(l) kohatas révén és
bal B-komodulus is az L — B ®1 L = B, [ + t(I) kohatas révén. Igy a B-beli integralok
dualisaként bevezethetjiik az alabbi fogalmakat is.

1.45. Definicid. Legyen B egy bal L-bialgebroid. Egy s-integrdl B-n egy B — L bal
B-komodulus homomorfizmus, azaz egy o : B — L leképezés, amire

o(s(l)h) =lo(h);  to(ha)h1 = so(h), leL, heH.

Egy t-integral B-n egy B — L jobb B-komodulus homomorfizmus, azaz egy 0 : B — L
leképezés, amire

ot(h) = o(h)l;  so(h1)ha = to(h), leL, heH.

Szimmetrikusan definidlunk integralokat egy B jobb R-bialgebroidon, mint bal- illetve
jobb komodulus homomorfizmusokat B — R.
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Ha egy B bal L-bialgebroidban , B végesen generdlt projektiv bal L-modulus, igy
rHom(B, L) jobb L bialgebroid, akkor egy s-integral B-n pontosan ugyanaz mint egy jobb in-
tegral ;Hom(B, L)-ban. Ha B, végesen generalt projektiv jobb L-modulus, igy Homp, (B, L)
jobb L bialgebroid, akkor egy t¢-integral B-n pontosan ugyanaz mint egy jobb integral
Homp, (B, L)-ban.

Egy Hopf-algebroidban egyszerre van jelen egy jobb és egy bal bialgebroid struktura, igy
egy Hopf-algebroidon négyféle integral értelmezhets: s- és t-integralok az alap bal- és jobb
bialgebroidokon. Ha o s-integral a bal bialgebroidon akkor oS t-integral ugyanezen a bal
bialgebroidon.

1.3.2. Maschke-tipusu tételek

Legyen H egy Hopf-algebroid L és R (sziikségképpen anti-izomorf) algebrak folott. A meg-
felelg értelemben (1. 1.46 Tétel) normalt integralok létezésének H-ban a négy s, : L — H,
t, L - H, s, : R — H illetve t, : R — H algebra kiterjesztés félig egyszertiségeé-
hez illetve szeparabilitasdhoz van koze. (Egy R — H algebra kiterjesztést szepardbilisnak
mondunk, ha a H ®g H — H szorzas felhasadé H-bimodulus epimorfizmus. Az R — H
algebra kiterjesztés jobbrol (illetve balrol) félig egyszerd, ha minden olyan jobb (illetve bal)
H-modulus homomorfizmus felhasad, amely felhasadé jobb (illetve bal) R-modulus epimor-
fizmus.)

1.46. Tétel ([10] Theorem 3.1). Legyen H egy Hopf-algebroid L és R algebrdk folott. A
kovetkezd dllitdsok ekvivalensek.

o Az s, : R — H kiterjesztés szepardbilis;

o At,: R®P — H kiterjesztés szepardbilis;

o Az s, : L — H kiterjesztés szepardbilis;

o Azt, : L°P — H kiterjesztés szepardbilis;

o Az s, R — H kiterjesztés jobbrol félig egyszeri;
o At,: RP — H kiterjesztés jobbrol félig egyszeri;
o Az s, : L — H kiterjesztés balrol félig egyszeri;

o At, : LP — H kiterjesztés balrol félig egyszeri;

o Létezik egy bal integrdl £ az alap bal L-bialgebroidban, ami normdlt az e, (¢) =1 érte-
lemben;

o Létezik egy jobb integrdl ¢ az alap jobb R-bialgebroidban, ami normdlt az €,(¢) = 1
értelemben;

o ¢, : H — L felhasado epimorfizmus a bal H-modulusok kategoridjiban;
e ¢, : H — R felhasads epimorfizmus a jobb H-modulusok kategoridjiban.

Hasonloképpen, megfelels értelemben (1. 1.47 Tétel) normélt integralok létezésének H-n a
két, L illetve R folotti kogytiri félig koegyszertiségéhez illetve koszeparabilitdsdhoz van koze.
(Egy R folotti H kogytirtit koszepardbilisnak mondunk, ha a H — H® g H koszorzés felhasado
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H-bikomodulus monomorfizmus. A H R-kogytirtd jobbrol (illetve balrdl) félig koegyszerd, ha
minden olyan jobb (illetve bal) H-komodulus homomorfizmus felhasad, amely felhasadé jobb
(illetve bal) R-modulus monomorfizmus.)

1.47. Tétel ([10] Theorem 3.2). Tekintsink egy H egy Hopf-algebroidot L és R algebrdk
folott. A kiovetkezd dllitdsok ekvivalensek.

o H mint R-kogyiri koszepardbilis;

H mint L-kogyiri koszepardbilis;

H mint R-kogytdrd jobbrol félig koegyszeri;

H mint R-kogyiird balrol félig koegyszeri;

H mint L-kogyiri jobbrol félig koegyszeri;

H mint L-kogydrid balrol félig koegyszeri;

o Létezik egy s-integrdl X az alap R-bialgebroidon, ami normdlt a A\(1) =1 értelemben;
o Létezik egy t-integrdl A az alap R-bialgebroidon, ami normdlt a A(1) = 1 értelemben;
o Létezik eqy s-integrdl X az alap L-bialgebroidon, ami normdlt a A(1) =1 értelemben;
o Létezik eqy t-integrdl X az alap L-bialgebroidon, ami normdlt a A\(1) =1 értelemben;

e s, : R— H felhasadé monomorfizmus az alap jobb R-bialgebroid jobb komodulusainak
kategoridjaban;
o t,: R — H felhasadd monomorfizmus az alap jobb R-bialgebroid bal komodulusainak

kategoridjiban;

e s, : L — H felhasado monomorfizmus az alap bal L-bialgebroid bal komodulusainak
kategoridjiban;

ot : L — H felhasadé monomorfizmus az alap bal L-bialgebroid jobb komodulusainak
kategoridjaban.
1.3.3. A (kvéazi-)Frobenius-tulajdonsagroél

Legyen H egy Hopf-algebroid L és R algebrak folott. A megfelelg értelemben (1. 1.48 Tétel)
nem degeneralt integrdlok létezése a négy s, : L — H, t, : L — H, s, : R — H
illetve ¢, : R°? — H algebra kiterjesztés Frobenius-tulajdonsagaval (1. 1.41 Tételt megel6z6
bekezdés) kapcsolatos.

1.48. Tétel (|10| Erratum, Corollary 3). Tekintsink eqy H egy Hopf-algebroidot L és R
algebrdk folott. A kovetkezd dllitdsok ekvivalensek.

o Azs,:R— H ésat,: RP — H kiterjesztések mindegyike Frobenius-kiterjesztés;
e Azs, : L — H és at, : L’ — H kiterjesztések mindegyike Frobenius-kiterjesztés;

o H" végesen generdlt projektiv jobb R-modulus és létezik eqy s-integrdl \ az alap jobb
R-bialgebroidon, amire a H — Homp(H, R), h — \(h—) leképezés bijektiv;
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o Az S antipid bijektiv, "H végesen generdlt projektiv bal R-modulus és létezik eqy t-
integrdl X az alap jobb R-bialgebroidon, amire @ H — gHom(H, R), h +— A(h—) leké-
pezés bijektiv;

o  H wvégesen generdlt projektiv bal L-modulus és létezik eqy s-integrdl \ az alap bal L-
bialgebroidon, amire a H — pHom(H, L), h +— A(—h) leképezés bijektiv;

o Az S antipod bijektiv, , H végesen generdlt projektiv jobb L-modulus és létezik egy t-
integrdl \ az alap bal L-bialgebroidon, amire a H — Homyp (H, L), h — A(—h) leképezés
bijektiv;

o Létezik eqy bal integrdl £ az alap bal L-bialgebroidban, ami nem degenerdlt abban az
értelemben, hogy mindkét

Hompg(H,R) — H, ¢ — l's,p(?) és gpHom(H,R) — H, )+ 02t (¢")
leképezés bijektiv;

o Létezik eqy jobb integrdl £ az alap jobb R-bialgebroidban, ami nem degenerdlt abban az
értelemben, hogy mindkét

tHom(H,L) — H, ¢+ s, ¢o(l1)ls és Homp(H,L)— H, ¢+t 1(l2)l,
leképezés bijektiv.

A fenti ekvivalens tulajdonsdgokkal rendelkezd Hopf-algebroidot Frobenius- Hopf-algebroidnak
mondjuk.

A fenti tétel (|10] Theorem 4.7)-ben megjelent forméja nem helyes egy, a 1.39 Meg-
jegyzésben ismertetett hiba miatt.

Az integralok vizsgalataval sziikséges és elégséges feltételek adhatok meg anégy, s, : L —
H t, L — H, s, : R— Hilletve t, : R°? — H algebra kiterjesztés kvazi-Frobenius-
tulajdonsagara is, 1. (|10, Theorem 5.2).

1.3.4. (Frobenius-) Hopf-algebroidok dualitasa

Mint azt az 1.2.1 fejezetben targyaltuk, ha egy (bal vagy jobb) R-bialgebroidon valamelyik R-
modulus végesen generalt projektiv, akkor a megfelels duélis rendelkezik egy (jobb vagy bal)
bialgebroid struktiraval. Ha tehat egy Hopf-algebroid végesen generalt projektiv valamelyik
értelemben, akkor a megfelel§ duélis rendelkezik egy bialgebroid struktiraval. Nem ismert
azonban az altalanossdgnak ezen a szintjén, hogy a duélis Hopf-algebroid-e. A természetes
jelolt, a Hopf-algebroid antipodjaval valé kompozici6 ugyanis nem definial antipédot egyik
duélison sem, mert erre a miiveletre nézve egyikiik sem zart. Az antipéddal val6 kompozicié
az egyik dudlisbdl egy masikba vald leképezés. Hopf-algebroidok egy sztikebb osztalyarol
tudhat6 csak, hogy zart a dualitasra nézve. Tekintsiink egy H Frobenius-Hopf-algebroidot L
és R algebrak folott. Ez esetben H 06sszes L- illetve R- modulus struktirdja végesen generalt
projektiv, tehat mind a négy duélis rendelkezik (bal vagy jobb) bialgebroid struktiraval. Sét,
az 1.48 Tételben latott izomorfizmusok ezen dudlisok ill. ellentettjeik kozotti bialgebroid
izomorfizmusokka kombinalhatok (1. [19] Theorem 5.16). Ezekkel komponalva az eredeti
(bijektiv) antipod transzpondltjat, barmely dualis ellathato egy bijektiv antipoddal. Mi
tobb, az alabbi tétel all fenn.

1.49. Tétel (|19] Theorem 5.17 and Proposition 5.19). Egy Frobenius-Hopf-algebroid négy
dudlisa (anti-)izomorf Frobenius-Hopf-algebroid.
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1.4. Galois-kiterjesztések Hopf-algebroid szimmetriaval

Mint azt az 1.1.3 fejezetben lattuk, a Hopf—Galois-elmélet alkalmazasa igen széles — a csoport
gradélt algebrék elegins targyaldsatél a nem kommutativ differencidlgeometria principélis
nyalabjainak megfogalmazasédig. Jelen fejezet célja az elsG lépések bemutatidsa a Galois-
elmélet Hopf-algebroidokra val6 altaldnositasa felé. Az ad6dd elmélet magaban foglalja a
grupoid gradalt algebrak és a grupoid nyalabok nem kommutativ megfelelGinek leirasat.

Egy klasszikus Galois-testbgvités jellemezhet§ a Galois-csoportra vald hivatkozas nél-
kiil: mint véges szeparabilis normalis bévités. Evvel szemben nem ismeriink olyan inherens
tulajdonsiagokat, amelyekkel a Hopf-algebrara vald explicit hivatkozéas nélkiil jellemezhet-
nénk Hopf-Galois-kiterjesztéseket. Nem ismert tovabba a kapcsolat egy adott Hopf—Galois-
kiterjesztés szimmetriajat leiro lehetséges Hopf-algebrék kozott. Mint Bélint és Szlachanyi [6]
kivalo munkajaban megmutatta, mindezen kérdések megvélaszolhatok a (Frobenius-) Hopf-
algebroidokkal vett Galois-kiterjesztések tdgabb korében.

Mint azt az 1.1.3 fejezetben attekintettiik, egy Hopf-algebraval valé Galois-kiterjesztés
alatt tulajdonképpen az alap bialgebréval val6 kiterjesztést értjiik. Mégis, a Hopf-algebrak
tovabbi tulajdonsagait kihasznélva, Hopf-algebrakkal valé kiterjesztésekre erdsebb allita-
sok igazolhatok, mint bialgebrakkal valo kiterjesztésekre. A bialgebroidokkal illetve Hopf-
algebroidokkal val6 kiterjesztések kozott sokkal alapvetébb elvi kiilonbségek vannak, abbol
adodoan, hogy egy Hopf-algebroidban egyszerre két bialgebroid (egy bal és egy jobb) van
jelen. Tekinthetiink Galois-kiterjesztéseket ezek barmelyikével; az els6 kérdés ezek viszo-
nyanak tisztazasa. Fontos latnunk tovabbé, hogy a Hopf-Galois-kiterjesztésekre vonatkozo
tételek koziil melyek terjeszthetSk ki Hopf-algebroidokra. A kanonikus leképezés bijektivita-
sara (azaz a Galois-tulajdonségra) vonatkozo elégséges feltételeket megfogalmazo klasszikus
tételek koziil Kreimer és Takeuchi 1.16 Tételét [11]-ben, Schneider hires I. tételét |5]-ben
(Ardizzonival és Meninivel egyiittmiikodve) altalanositottam Hopf-algebroidokra. Erds és
gyenge struktura-tételeket (a Morita-elmélet segitségével) szintén |11]-ben igazoltam.

1.4.1. Hopf-algebroidok komodulusai

Ertelemszertien, egy B (mondjuk jobb) R-bialgebroid (bal vagy jobb) komodulusai alatt az
alap R-kogytri komodulusait értjiik. Az 1.32 Definicio szerint tehat egy (mondjuk) jobb
B-komodulus egy jobb R-modulus M, ellatva egy 0: M — M ®pg RBR, m — m® @ m!
jobb R-modulus leképezéssel (ahol implicit dsszegzés értendd), amelyre a szokésos koasszo-
csak jobb R-modulus strukturaval rendelkezik, (|63] Lemma 1.4.1) szerint R-bimodulussa
tehets az r.m := m%.e(s(r)m!) bal R-hatas bevezetésével. Erre a hatdsra nézve minden ko-
modulus homomorfizmus R-bimodulus homomorfizmus is. Mi t6bb, a jobb B-komodulusok
MBPE kategoridja monoidalis és a fent konstrualt MP — prMp funktor szigortian monoidalis.
Hasonloéan, B bal komodulusainak ® M kategoriaja is monoidalis és van egy szigortian mo-
noidalis funktor M — pos Mpor. Egy B bal L-bialgebroid bal vagy jobb komodulusainak
kategoriaja is monoidalis és el van latva BPM — pop Mpop illetve MB — [ M, szigortian
monoidalis funktorral.

Egy B jobb bialgebroid jobb komodulus algebrdit tehat definidlhatjuk, mint monoidokat
a jobb B-komodulusok monoidalis kategoridjaban. Egy tetsz6leges M B-komodulus koinva-
ridnsai alatt az M8 := {n € M|n® @ g n' = n ®p 1} halmaz elemeit értjiikk. Egy A jobb
B-komodulus algebra koinvariansai AP részalgebrat alkotnak. Igy tekinthetjiik a

can: A®yeon A — ARr B d ® peon a1+ d'a® @p a
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kanonikus leképezést. Ha ez bijektiv, akkor az AP — A algebra kiterjesztést B-Galois-
kiterjesztésnek mondjuk.

Egy H Hopf-algebroidban egyszerre van jelen egy jobb R-bialgebroid és egy bal L-
bialgebroid. Egyikiik komodulusait sincs jobb okunk a Hopf-algebroid komodulusainak hivni.
Ehelyett tekinthetjiik az aldbbi szimmetrikus fogalmat.

1.50. Definici6 ([11] Definition 3.2). Egy L és R algebrak folotti H Hopf-algebroid jobb
komodulusa alatt egy M k-modulust értiink, amely egyszerre komodulusa az alap jobb R-
bialgebroidnak — valamely jobb R-hatas és egy gR : M — M Qg “M"™ kohatas révén —
és komodulusa az alap bal L-bialgebroidnak valamely jobb L-hatas és egy QL M —
M ®;,, M, kohatés révén — tovabba " jobb L-modulus homomorfizmus, ¢ jobb R-modulus
homomorfizmus, és a két kohatésra az alabbi egyenlGségek teljesiilnek.

(Id®gd,)o" = (0 @L1d)e” 6  (1d®p6,)0 = (0 ®rld)o".

Azaz gR komodulus homomorfizmusa az alap bal L-bialgebroidnak és QL komodulus homo-
morfizmusa az alap jobb R-bialgebroidnak. H-komodulusok homomorfizmusai komodulus
homomorfizmusai mind az alap bal L-bialgebroidnak mind az alap jobb R-bialgebroidnak.

A jobb H-komodulusok és homomorfizmusaik kategoriajat M -val jeloljiik. Megkiilon-
boztetésiil, az alap bal L-bialgebroid komodulusainak kategoriajat MHML-val, mig az alap
jobb R-bialgebroid komodulusainak kategoriajat MHr-val jelsljiik. Korabbi konvencionk-
hoz hasonléan, az alap jobb R-bialgebroid kohataséra az m +— m® @ m! index jelolést
alkalmazzuk, mig az alap bal L-bialgebroid kohatasara m +— mgy ®r mi-et, ahol mindkét
esetben implicit Osszegzés értends. Szimmetrikusan értelmezziik egy Hopf-algebroid bal ko-
modulusait.

Ha M egy L és R algebréak folotti H Hopf-algebroid jobb komodulusa, akkor tekinthetjiik
M koinvariansait az alap jobb R-bialgebroid kohatasara — ezek M azon m elemei, melyekre
mP@prm! =m®p1 illetve M koinvariansait az alap bal L-bialgebroid kohatasara ezek
M azon m elemei, melyekre mo @7 m; = m ®r, 1. A (|14] Corrigendum, Proposition 3)
alapjan, az el6bbi értelemben vett koinvaridnsok koinvaridnsok az utobbi értelemben is; és a
két koinvarians fogalom egybeesik mindazon esetekben, amikor az antipod bijektiv.

1.51. Tétel (|14| Corrigendum, Theorem 6). Bdrmely, L és R algebrdk folotti H Hopf-
algebroid esetén a H-komodulusok M* kategéridgja monoiddlis; az aldbbi diagram kommuta-
tiv; és a benne szerepld (felejtd) funktorok szigorian monoiddlisak.

Gr

MH MHR

G| ]

MHL —— [y M pop —> pMp

Hangsilyozzuk, hogy bar ellenpéldat nem ismeriink tetsz6leges Hopf-algebroidok ese-
tén nem bizonyitott, hogy a fenti diagramban szereplé Gy, és G g funktorok izomorfizmusok.
Az ezt &llité ([11] Theorem 3.1) bizonyitasaban az 1.39 Megjegyzésben leirt hiba talalhato.
A G és Gg funktorok izomorfizmusok bizonyos tovabbi feltevések mellett, példaul, ha H
lapos bal L-modulus és lapos bal R-modulus.

Az 1.51 Tételre alapozva megfogalmazhato a kovetkezs.

1.52. Definicié. Egy H Hopf-algebroid (jobb vagy bal) komodulus algebrdi monoidok a
(jobb vagy bal) H-komodulusok kategoridjaban.



dc_124 10

1.4. GALOIS-KITERJESZTESEK HOPF-ALGEBROID SZIMMETRIAVAL 29

Expliciten, ha H Hopf-algebroid L és R algebrék folott, akkor egy jobb H-komodulus
algebra egy R-gytrid, melynek R — H egysége és H ®p H — H szorzésa H-komodulus
homomorfizmusok. Egy H-komodulus algebra komodulus algebraja mindkét alap bialgebro-
idnak.

Ha A egy L és R algebrak f6l6tti H Hopf-algebroid jobb komodulus algebraja, akkor a
két alap bialgebroid kohatésanak megfelelGen — két kanonikus Galois-leképezést tekinthetiink:

CanR:A®BRA—>A®RRHR, d @ppar dad @ga' és (1.10)
can, : A®p, A— Ao, H,, d®p, a— aja®rad,

ahol Bgr az A koinvaridnsainak részalgebrajat jelli az alap jobb R-bialgebroid kohataséra,
mig By az A koinvaridnsainak részalgebréajat jeloli az alap bal L-bialgebroid kohatésara.

Ha H antipodja bijektiv, akkor Br = Bp; és can, pontosan akkor bijektiv, ha can,
bijektiv. Azaz ebben az esetben egy jobb H-komodulus algebra A pontosan akkor Galois-
kiterjesztése Br = Br-nek az alap jobb R-bialgebroiddal ha Galois-kiterjesztése az alap bal
L-bialgebroiddal.

1.4.2. Egy Kreimer—Takeuchi-tipusta tétel

Kreimer és Takeuchi klasszikus 1.16 Tétele a kovetkezGképpen altalanosithatd Hopf-algebro-
idokra.

1.53. Tétel ([11| Lemma 3.3 and Corollary 4.3). Tekintsiink eqy H Hopf-algebroidot L és
R k-algebrdk folott, amiben a HR, RH, H és H, modulusok mindegyike végesen generdlt
projektiv és aminek az antipddja bijektiv. Legyen A egy jobb H-komodulus algebra (ami
jelen esetben ugyanaz, mint barmelyik alap bialgebroid komodulus algebrdja) és leqgyen B
a koinvaridns részalgebra (a jobb- vagy ekvivalens mddon a bal alap bialgebroid kohatdsdra
nézve). Ha (A® A)°H = A® B (pl. mert A lapos k-modulus), akkor a kévetkezd dllitdsok
ekvivalensek.

e B — A Galois-kiterjesztés az alap jobb R-bialgebroiddal, azaz az (1.10)-ben definidlt
can, kanonikus leképezés bijektiv,

o B — A Galois-kiterjesztés az alap bal L-bialgebroiddal azaz az (1.10)-ben definidlt can,
kanonikus leképezés bijektiv;

e can, szirjektiv;
e can, szirjektiv.

A [11] munkéban a fenti tétel egy sokkal altalanosabb tételbdl (([68] Theorem 3.1) altala-
nositasabol) kovetkezik. Az 1.1.4 fejezetben latottakhoz hasonléan, egy B jobb R-bialgebroid
A jobb komodulus algebraja meghataroz egy

Vv:BRrA— AQr B b@rar— a’ @p bal (1.11)

vegyes disztributiv szabélyt az A R-gytird és a B R-kogytiri kozott (melyben 1 csoportszerii
elem, azaz 1' ®p 12 = 1 ®r 1 és ¢(1) = 1). Ha B az alap jobb bialgebroid egy Hopf-
algebroidban, melynek antipodja bijektiv, akkor a fenti 1 bijektiv. Ha rdadasul ebben a
Hopf-algebroidban az Osszes fellép6 R-modulus végesen generélt projektiv, akkor ezek a
modulusok laposak is; tovabba B projektiv mint akér bal, akar jobb B-komodulus (abban

kategoridjaba 6rzi az epimorfizmusokat), azaz ([11], Theorem 4.2) Gsszes feltevése teljesiil.
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1.4.3. Erés és gyenge struktira-tételek a Morita-elméletbdl

Hasonloan az 1.1.3 fejezetben latottakhoz, ahogy azt [11] 5. fejezete targyalja, barmely H
jobb R-bialgebroid A jobb komodulus algebraja esetén tekinthetjiik az un. relativ Hopf-
modulusok Mf—val jelolt kategoriajat. Ezt ugy definialjuk, mint a jobb A modulusok kate-
goriajat a jobb H-komodulusok M kategoriajaban (hiszen definicié szerint, A egy monoid
MH _ban). Felhasznalva azt az észrevételt, hogy A meghataroz egy vegyes disztributiv sza-
balyt (1. (1.11)), ./\/lf—ra tekinthetiink ugy is, mint egy A ® g H A-kogytirt komodulusainak

kategoridjara. Az A koinvaridnsainak részalgebrajat B-vel jelolve, tekinthetjiik az

_ A __\coH
Mp 2280 D gy, (1.12)

adjungalt funktor part. Ebben a szovegkdrnyezetben az erds és gyenge struktura tételek a
jobb adjungalt hi teliségére; illetve ekvivalencia voltara vonatkozo feltételeket fogalmaznak
meg.

Ha H végesen generalt projektiv bal R-modulus, akkor MQI izomorf az AQrH A-kogyfirii
tében, ez a dudlis gytrd most is A-nak és H bal R-dudlisanak, *H := rHom(H, R)-nak
*H x A féldirekt szorzataként irhato (mely most is egy alkalmas koszoru szorzat). Ebben
az esetben tehat az er6s és gyenge struktira-tételek visszavezetheték a kovetkezd Morita-
Osszefiiggés vizsgalatara. A két szerepld algebra B illetve *H x A; a fellépé bimodulusok
pedig A-n illetve (*H x A)°°f-n vannak definidlva. Ez a Morita-Gsszefiiggés specialis ese-
te azon Morita-osszefiiggéseknek, melyet Caenepeel és tarsai [28]-ban csoportszerti elemmel
rendelkezs A-kogytirtikh6z rendeltek, azon feltevés mellett, hogy a kogytrd végesen generalt
projektiv bal A-modulus. Szimmetrikusan kezelhetjiik egy bal bialgebroid jobb komodulus
algebrait. A kovetkezs gyenge struktira-tételt ugy kapjuk, hogy a Morita-elmélet eredmé-
nyeit kombinaljuk azzal az el6z6 fejezetben latott ténnyel, hogy az alap jobb- illetve bal
bialgebroiddal vett Galois-kiterjesztések egybeesnek azon Hopf-algebroidok esetén, melyek-
nek antipodja bijektiv s amelyekben az 6sszes relevans modulus struktara végesen generalt
projektiv.

1.54. Tétel. ([11] Theorem 5.4) Tekintsiink eqy H Hopf-algebroidot L és R algebrdk folitt,
amiben a HR, RH, H és H, modulusok mindegyike végesen generdlt projektiv és aminek
az antipodja bijektiv. Legyen A egy jobb H-komodulus algebra (ami jelen esetben ugyanaz,
mint barmelyik alap bialgebroid komodulus algebrdja) és legyen B a koinvaridns részalgebra
(a jobb- vagy ekvivalens mddon a bal alap bialgebroid kohatdsdra nézve). Ezen feltevések

ey

mellett a kévetkezd dllitdsok ekvivalensek.
o B — A Gualois-kiterjesztés az alap jobb bialgebroiddal;

o A projektiv bal B-modulus és a kanonikus *H X A — pEnd(A) algebra anti-homomor-
fizmus izomorfizmus;

A generdtor a jobb *H x A-modulusok kategoridjdban;

(=)ot MIZ — Mp hi és teli;

A (*H x A)°H @p A — *H x A Morita-leképezés sziirjekcio (igy bijekcid);

o B — A Galois-kiterjesztés az alap bal bialgebroiddal;



dc_124 10

1.4. GALOIS-KITERJESZTESEK HOPF-ALGEBROID SZIMMETRIAVAL 31

e A projektiv jobb B-modulus és a kanonikus H x A — Endpg(A) algebra anti-homo-
morfizmus izomorfizmus (ahol ,H = pHom(H, L) az alap bal bialgebroid bal dudlisa);

e A generdtor a bal . H x A-modulusok kategoridjdban;

o (—)°H . yMHT — M hii és teli (ahol AM™ A bal modulusainak kategéridja a jobb
H -komodulusok kategoridjiban);

o Az A®p (+H x A)°H — _H x A Morita-leképezés sziirjekcié (igy bijekcid).

Egy C' R-kogytirii valamely M jobb komodulusat relative injektivnek mondjuk, ha mind-
azon f : P — @ jobb komodulus homomorfizmusokra, amelyek felhasadé jobb R-modulus
monomorfizmusok, Hom®(f, M) : Hom®(Q, M) — Hom® (P, M) sziirjekci6. Egyfelsl (|13],
Proposition 4.1); masfel6l (|5] Proposition 3.4) szerint, az 1.54 Tételben targyalt Galois-
kiterjesztésekben A pontosan akkor relative injektiv jobb/bal komodulusa az alap jobb (vagy
bal) bialgebroidnak, ha a B — A bedgyazas felhasado jobb/bal B-modulus monomorfizmus,
vagy ami evvel ekvivalens, A hitien lapos jobb/bal B-modulus. (|5] Theorem 4.1) szerint, az
antipod bijektivitasanak koszonhetGen, A pontosan akkor relative injektiv jobb komodulus
ha relative injektiv bal komodulus. Mindezen észrevételeket 6tvozve (|23] Theorem 5.6)-tal
illetve a Morita-elmélet eredményeivel, a kovetkezd erds struktura-tételre jutunk.

1.55. Tétel (|11] Proposition 5.5, [5] Proposition 4.2). Tekintsink eqy H Hopf-algebroidot
L és R algebrak folott, amiben a HR, RH, H és H, modulusok mindegyike végesen generdlt
projektiv és aminek az antipddja bijektiv. Legyen A egy jobb H-komodulus algebra (ami
jelen esetben ugyanaz, mint barmelyik alap bialgebroid komodulus algebrdja) és leqgyen B
a koinvaridns részalgebra (a jobb- vagy ekvivalens mddon a bal alap bialgebroid kohatdsdra
nézve). Ezen feltevések mellett a kovetkezd dllitdasok ekvivalensek.

e B — A Galois-kiterjesztés az alap jobb (vagy bal) bialgebroiddal és A hien lapos bal
B-modulus;

A projektiv generdtor a bal B-modulusok kategdridjiban és a kanonikus *H x A —
pEnd(A) algebra anti-homomorfizmus izomorfizmus;

o ()l M — Mp ekvivalencia;
e A B és *H x A kozotti Morita-6sszefiiggés szigori;

e B — A Galois-kiterjesztés az alap jobb (vagy bal) bialgebroiddal és A hien lapos jobb
B-modulus;

A projektiv generdtor a jobb B-modulusok kategdridjiban és eqy és a kanonikus H X
A — Endp(A) algebra anti-homomorfizmus izomorfizmus;

o (=) yMH — g M ekvivalencia;

e A B és .H x A kézotti Morita-6sszefiiggés szigorii.
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1.5. Gyenge Hopf-algebrak Doi-Hopf-modulusai

Ha R tetszGleges algebra egy k kommutativ gytri felett, akkor — mint lattuk — minden R-
gytrid k-algebra is. Ugyanakkor egy R-kogytirti nem feltétleniil k-koalgebra, hacsak R nem
rendelkezik tovabbi tulajdonsigokkal.

Mint az 1.1.2 fejezetben felidéztiik, R-et Frobenius-k-algebranak mondjuk, ha végesen
generalt és projektiv k-modulus, tovabba R és Hom(R, k) izomorfak mint (jobb vagy bal)
R-modulusok. Nem nehéz latni, hogy ez ekvivalens egy v € Hom(R, k) un. Frobenius-
funkciondl és egy Y . e; ® fi € R®y, R tn. dudlis bdzis 1étezésével, melyek a ). 1(re;)fi =
r = e;(fir) egyenlGségeknek tesznek eleget, R minden r elemére. Ebbdl kivetkezik, hogy
Yo rei®fi =Y, e;® fir, Rminden r elemére. Egy R Frobenius-algebra indezea ), e; f; elem
R centruméaban. Ha ez egyenlé R egység elemével, akkor barmely M és N R-bimodulusok
esetén az M Qg N — M @ N, m ®gn — Y, m.e; ®j f;.n R-bimodulus homomorfizmus
az M ®p N — M ®gr N kanonikus epimorfizmus szelése. Eszerint R szepardbilis, hiszen az
R—R®R, r— >, ,1e;® f; =) ;€ ® fir R-bimodulus homomorfizmus a szorzas egy
szelése.

Ha B egy R-bialgebroid, ahol R 1 index® Frobenius-algebra k felett, akkor B k-algebra
és k-koalgebra is. A bialgebroid B — B ®g B koszorzasat komponalva a BQr B — B® B
szeléssel nyerjiik a koalgebrai koszorzast. A koegység szerepét a Frobenius-funkcionél jatssza.
Az igy nyert algebra és koalgebra strukturdk kielégitik a gyenge bialgebra axiémakat sét,
minden gyenge bialgebra el§all ilyen mdédon egy 1 indextd Frobenius-algebra fl6tti bialgebro-
idbol. A gyenge Hopf-algebrak pontosan azok a H, L és R anti-izomorf 1 index® Frobenius-
algebrak f6lotti Hopf-algebroidok, melyekben a két alap (L- illetve R-) kogytirii ugyanazon
koalgebrabdl adodik a két H @, H — H ®p H illetve H ®; H - H ®p H epimorfizmus
szeléseinek segitségével.

Ilyetén modon a gyenge bialgebrakra illetve gyenge Hopf-algebrékra vonatkozé eredmé-
nyek egy része megkaphato bialgebroidokra illetve Hopf-algebroidokra vonatkoz6 allitdsok
specidlis eseteként. Torténetileg azonban szamos ilyen tétel kordbban, fiiggetleniil sziiletett
meg. Vannak tovabba olyan, erésebb tételek, melyek altaldnositésa tetszéleges Hopf-algeb-
roidokra nem lehetséges vagy mas esetekben legalabbis nem ismert.

1.5.1. Gyenge Hopf-algebrak

A gyenge Hopf-algebrak axioméainak elsg valtozata [18]-ban jelent meg, a gyenge bialgebrakat
pedig [59] emliti elGszor. A struktiura részletes vizsgalata [17|-ben taldlhato. A gyenge
jelz6 arra utal, hogy a bialgebra axioméak koziil a koszorzas és az egység kompatibilitasat
megkovetels §(1) = 1 ® 1; valamint a szorzas és a koegység kompatibilitasat megkdvetels
g(ab) = e(a)e(b) axiomék gyengittetnek.

1.56. Definicié (|17| Definition 2.1). Egy gyenge bialgebra (valamely k kommutativ gyti-
rii felett) egy k-modulus B, ellatva egy (n, ) algebra strukturaval és egy (d,¢) koalgebra
struktiraval, melyekre az alabbi diagramokkal megfogalmazott kompatibilitasi feltételek tel-
jesiilnek (aholtw : V@ W — W RV, v®@w — w® v a felcserélést, azaz a k-modulusok
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kategoridjanak szimmetria operaciojat jeldli).

pe2 0% R B®4Id®tw®IdB®4
B l/@u
B <B®2
é
Id®éxId pOp nen 045
B®3 B®4 B®2 k B®2 B®4
Id®s®Id | ;ﬁ N yId@tweld
®4 ®4
B . e®e neN B s2 B
Td®tw®Id } yIdeoueId
®4 ®2 ®2 ®4 ®3
B PR B eQe k B 0R6 B Id®u®IdB

Tetsz6leges B-beli a, b és c elemeken kifrva a gyenge bialgebra axiémak az alabbi alakot
oltik.

(ab)1 ® (ab)2 = a1b; ® agby
e(aby)e(bac) = e(abe) = e(aby)e(bie) 11 @1l @1y =111, @13 =17 ® 11715 ® 1y,

ahol 1; ® 1o = 11 ® 1o a (1) B ® B-beli elem példanyait jeloli.

Vegyiik észre, hogy a gyenge bialgebra axiémék onduélisak, azaz az Sket reprezentald
diagramok Osszessége invaridns a nyilak megforditdsara. Kovetkezésképpen, ha egy gyenge
bialgebra B végesen generalt projektiv k- modulus (azaz létezik dualisa a k- modulusok kate-

Egy gyenge blalgebraban a (ko)szorzéast az ellentettjére cserelve ismét gyenge blalgebrat
kapunk.

1.57. Allitas. ([17] Proposition 2.4 and Proposition 2.11) Bdrmely B gyenge bialgebrdban
a

L'B—B b—e(lib)ly ¢ MF:B—B b 11e(bly)
leképezések idempotensek; tovibbd BT := NMY(B) ¢s B := M®(B) (az 4in. bal- illetve
jobb részalgebrak) egymdssal kommutdld, anti-izomorf 1-indexd (igy szepardbilis) Frobenius-
algebrdk, melyekre (1) € BE @ B-.

1.58. Lemma ([17| page 391.). Bdrmely B gyenge bialgebrdra a kovetkezd dllitdsok ekviva-
lensek:

e B bialgebra;

§(1)=1®1;
e(ab) = e(a)e(b), Va,b € B;

Mf(a) = e(a)l, Va € B;

ML (a) = £(a)1, Ya € B.

A 1.40 Tétel szerint minden B gyenge bialgebra meghataroz egy jobb bialgebroidot Bf
folott és egy bal bialgebroidot B f5létt. A jobb bialgebroid BR ® (B®)oP-gytirii struktiraja
a Bt < B ésa (BR)? — B, r s £(rly)1, algebra homomorfizmusokkal adott. A koszor-
zést a gyenge bialgebra B — B ®j B koszorzésat a B ®; B — B" QR "B epimorfizmussal
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komponalva nyerjiik a koegység pedig M. Szimmetrikusan, a bal bialgebroid B @ (B)°P-
gytirti struktaraja a BY < B és a (BL)? — B, | +— 11¢(15l) algebra homomorfizmusokkal
adott. A koszorzast a gyenge bialgebra B — B ®, B koszorzasat a B ®, B - B, ®, , B
epimorfizmussal komponalva nyerjiik a koegység pedig M. Ebbsl a megfigyelésbsl azonnal
kovetkezik, hogy B jobb illetve bal modulusainak kategéridja monoidalis a B® illetve B
f616tti modulus tenzor szorzas révén. (Mivel BL és B® 1 indext Frobenius-algebrak, a B
illetve B f5l6tti modulus tenzor szorzat izomorf a k-modulus tenzor szorzat megfelel§ ret-
raktuméval). Igazolhato, hogy egy gyenge bialgebra (azaz alap koalgebréja) komodulusainak
kategoridja izomorf a megfelel§ (akar bal akar jobb) bialgebroid komodulusainak kategoriaja-
val, igy az is monoidalis a megfelel§ modulus tenzor szorzas révén (ami izomorf a k-modulus
tenzor szorzat megfelel§ retraktumaval).

1.59. Definicié ([17] Definition 2.1). Egy gyenge Hopf-algebra egy gyenge bialgebra H,
ellatva egy H — H antipodnak nevezett linearis leképezéssel, mely az alabbi diagramokkal
megfogalmazott axiomaknak tesz eleget.

2
H ) H®2 1d®S H®2 H ) H®2 S®Id H®2 H ) H®3 S®Id®SH®3

e

H H H

Tetsz6leges h € H elemen Kkiirva, a gyenge Hopf-algebra axiémak a kovetkezGek.
hls(hg) = 6(11h)12 S(hl)hg = 11€(h12) S(hl)hQS(hg) = S(h)

A gyenge Hopf-algebra axiomak onduéalisak, igy a végesen generalt gyenge Hopf-algebrak
duélisai is gyenge Hopf-algebrak a transzponalt struktaraval.

Egy gyenge Hopf-algebrdban mind a szorzist mind a koszorzast az ellentettjére cserélve
ismét gyenge Hopf-algebrat kapunk az eredeti antipéddal. Ha az antipéd izomorfizmus,
akkor vagy a szorzast vagy a koszorzast az ellentettjére cserélve is gyenge Hopf-algebrat
kapunk, ahol az antipéd az eredeti antipod inverze.

1.60. Allitas ([17] Lemma 2.8 and Theorem 2.10). Egy gyenge Hopf-algebra antipddja egy-
értelmi (adott gyenge bialgebra esetén). Az antipéd algebra anti-homomorfizmus és koalgebra
anti-homomorfizmus. Eqy test folotts véges dimenzids gyenge Hopf-algebra antipodja bijektiv.

Barmely gyenge Hopf-algebra meghatiroz egy Hopf-algebroidot a fent leirt bialgebroid
struktirakkal a bal- illetve jobb részalgebrak folott, a gyenge Hopf-algebrai antip6ddal.

1.61. Példa. Nyilvanval6éan, minden bialgebra gyenge bialgebra és minden Hopf-algebra
gyenge Hopf-algebra. Gyenge bialgebra (gyenge Hopf-algebra) tovabba bialgebrak (Hopf-
algebrak) véges direkt Gsszege. A bal- és a jobb részalgebrat a direkt sszeadandok egység
elemei feszitik ki.

1.62. Példa. Barmely B gyenge bialgebraban a BT és B” részalgebrak altal generalt rész-
algebra gyenge Hopf-algebra. A koalgebra struktura B koalgebra struktirajanak megszo-
ritasaval adodik, az antipod S(rl) := e(rly)1ae(13l), ha r € BE 1 € BE. Az 1.60 Allitas
szerint ezen S megszoritasai BY — (B®)°P illetve B — (B%) algebra izomorfizmusok.

1.63. Példa. Legyen C egy kis kategoria véges sok objektummal és legyen k egy kommutativ
gytrd. A C morfizmusai altal generdlt szabad k-modulus ellathato egy gyenge bialgebra
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struktiraval. Két morfizmus szorzatat a kompoziciéjukként definidljuk, ha az utobbi létezik,
egyébként 0-ként, majd ezt a szorzas miiveletet k-linearisan kiterjesztjiik. Az egység elem az
identitas morfizmusok 6sszege C 6sszes objektumara. A koszorzast a morfizmusokon az f —
f ® f diagonalis leképezésként definidljuk, majd ezt a miiveletet k-linearisan kiterjesztjiik.
A koegység értéke a morfizmusokon 1, majd ezt a miveletet k-linedrisan kiterjesztjiik. A
bal- és a jobb részalgebrat az identitas morfizmusok feszitik ki. Ha C grupoid (azaz minden
morfizmus izomorfizmus), akkor a fenti gyenge bialgebra gyenge Hopf-algebra. Az antipodot
a morfizmusokon az inverzként definialjuk, majd ezt a miveletet k-linearisan kiterjesztjiik.

A fenti médon barmely n pozitiv egész szdm esetén az n X n-es k-beli elemti métrixok
algebraja ellathato gyenge Hopf-algebra struktaraval. A matrix egységeken a koszorzas a
diagonalis leképezés; az antipéd a matrix transzpondlads. A bal- és a jobb részalgebrat a
diagonalis matrixok alkotjak.

1.64. Példa (|17] Appendix). Barmely R 1 indexii Frobenius-algebra esetén a B @ BP
algebra gyenge Hopf-algebra. A koszorzas az ), e; ® f; € R ® R duélis bazis segitségével
definidlhat6 z @ y — Y .(z ® ¢;) @ (f; @ y) médon. A koegység a ¢ Frobenius-funkcionélt
hasznélva x ® y — 9(xy) alaki. Az antipod 2 @y +— >, y @ e;h(x f;).

1.5.2. Gyenge Doi-Hopf-modulusok

Mint az 1.1.4 fejezetben lattuk, egy bialgebra kiilénb6z6 Hopf- tipusi modulusainak egységes
leirdsa adhaté a Doi illetve Koppinen altal bevezetett in. Doi Hopf-modulusok segitségével.
Ezen fejezet és az alapjaul szolgalo [9] publikicié  célja egy analdg, a gyenge bialgebrak
Hopf-tipust modulusait egységesits fogalom kidolgozasa és vizsgalata. Az itt targyalt gyenge
Doi Hopf-modulusok inspiraltak a vegyes disztributiv szabalyok (vagy Osszekulcsolo struk-
turak) Caenepeel és De Groot nevéhez fiiz6d6 ,gyenge” altalanositasat, aminek absztrakt
kategoriaelméleti megalapozéasa [12]-ben talalhato.

Egy gyenge bialgebra jobb komodulus algebrdja monoid a jobb komodulusok monoidalis
kategoridjaban. Expliciten, ez a kdvetkez6t jelenti.

1.65. Definicio (|9] Definition 2.1). Egy B gyenge bialgebra jobb komodulus algebrdja egy
algebra A ellatva egy a — ag®a; jobb B komodulus strukturéaval tigy, hogy minden a,a’ € A
elemre

(aa)o ® (ad)1 = apay ® ara} loa® 11 = ag ® NE(ay).

Egy gyenge bialgebra jobb modulus koalgebrdja komonoid a jobb modulusok monoidalis
kategoridjaban. Expliciten, ez a kdvetkez6t jelenti.

1.66. Definicio (|9] Definition 2.1). Egy B gyenge bialgebra jobb modulus koalgebrdja egy
koalgebra C' ellatva egy jobb B modulus strukturaval tigy, hogy minden ¢ € C', b € B elemre

(C.b)l ® (C.b)2 = c1.b1 ® c9.by c.rk (b) = E(Cl.b)CQ.

1.67. Definici6 (|9] Definition 2.2). (Jobb-jobb) gyenge Doi Hopf-adatok alatt olyan (A, B,
C') harmasokat értiink, ahol B gyenge bialgebra, A jobb B-komodulus algebra és C' jobb
B-modulus koalgebra.

Elegendé jobb-jobb Doi-Hopf-adatokat bevezetniink, hiszen a tobbi lehet&séget megkap-
juk, ha a gyenge bialgebra (ko)szorzasat az ellentettjére cseréljiik és az igy adodo gyenge
bialgebra jobb-jobb Doi—-Hopf-adatait tekintjiik.

Gyenge Doi Hopf-adatokhoz hozzarendelhetjiik a kdvetkez6 modulus fogalmat.
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1.68. Definicié (|9] Definition 3.1). Tekintsiink egy (A, B,C) gyenge Doi Hopf-adatot.
Ezen adatok gyenge Doi—Hopf-modulusain olyan M k-modulusokat értiink, melyek egy-
szerre jobb A modulusok és jobb C-komodulusok és minden m € M, a € A elemre az
(m.a)p®(m.a); = mp.ap®@mq.a; egyenldseg teljesiil. Gyenge Doi-Hopf-modulusok morfizmu-
sai jobb A-modulus jobb C-komodulus homomorfizmusok. A gyenge Doi Hopf-modulusok
és morfizmusaik kategoriajat Mg—val jeloljiik.

1.69. Tétel (|9 Section 3, Examples). Legyen B egy gyenge bialgebra.

o Ha A= B a reguldris B-komodulus algebra és C = BY a trividlis B-modulus koalgebra
(r — rl; ® S(1la) = 11 ® S(la)r koszorzissal, B koegységének megszoritisdval és az
r.b := M (rb) jobb B-hatdssal) akkor Mg wzomorf a jobb B-modulusok kategoridjdval;

e Ha C = B a requldris B-modulus koalgebra és A = BF a trividlis B-komodulus algebra
(azr — 11 @11y kohatdssal), akkor MG izomorf a jobb B-komodulusok kategdridjdval;

e Ha C = B a requldris B-modulus koalgebra és A = B a requldris B-komodulus algebra,
akkor Mg 1izomorf B Hopf-modulusainak kategoridjdval;

e Ha H egy gyenge Hopf-algebra, B=HP QR H, C=H és A=H a
c.(h@h') = hch’ és ar—az® (S(a1) ®as)

hatdssal illetve kohatdssal, akkor Mg izomorf H Yetter Drinfel’d-modulusainak [56],
[29] kategoridjdval.

A (|9] Proposition 3.3) szerint az MG — M felejts funktor jobb adjungdlt, az MG —
MC felejts funktor pedig bal adjungalt.

1.70. Tétel (|9] Proposition 4.2). Ha egy (A, B,C) gyenge Doi Hopf-adatban C végesen
generdlt projektiv k-modulus, akkor taldlhato egy alkalmas algebra amelynek modulus katego-
ridja izomorf M$ -val.

Ez a gyenge féldirekt szorzatnak nevezett algebra a kiovetkez6képpen konstrualhaté meg.
C koalgebra strukturajanak transzponalasaval C* := Hom(C, k) algebra; és a C @ B — C
hatas transzponalasaval C* bal B-modulus. A szokasos (a ® ¢)(b ® 1) := apb ® (a1.¢)¢
féldirekt szorzas formula A®C*-on asszociativ szorzast definidl. Ennek a szorzdsnak azonban
nincs egység eleme, az 1 ® € elem centralis idempotens. Az altala generalt ideal a keresett
egység elemes asszociativ algebra, C* és A un. gyenge féldirekt szorzata. Ez A @ C* k-
modulus retraktuma és elemei 1ga ® 11.¢ alakuak, ahol a € A, ¢ € C*.

1.71. Tétel (|9] Section 4 Examples and Appendix). Legyen B végesen generdlt projektiv
gyenge bialgebra.

o Ha A = B a requldris B-komodulus algebra és C = BT a trividlis B-modulus koalgebra
(I. 1.69 Tétel), akkor C* és A gyenge féldirekt szorzata izomorf B-vel;

e Ha C = B a requldris B-modulus koalgebra és A = B q trividlis B-komodulus algebra
(I. 1.69 Tétel), akkor C* és A gyenge féldirekt szorzata izomorf B-dudlis algebrdjdval;

e Ha C = B a requldris B-komodulus algebra és A = B a requldris B-komodulus algebra,
akkor C* és A gyenge féldirekt szorzata izomorf B Heisenberg-duplumdval;
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e Ha H egy végesen generdlt projektiv gyenge Hopf-algebra, B = H? @ H, C = H
és A = H az 1.69 Tételben ldtott hatdssal illetve kohatdssal, akkor C* és A gyenge
féldirekt szorzata izomorf H Drinfel’d-duplumduval.

Mint azt az 1.1.4 fejezetben lattuk, a bialgebrakra vonatkozé hasonl6 konstrukcidk illetve
allitasok szépen illeszkednek a vegyes disztributiv szabélyok altalanosabb keretébe. Termé-
szetesen meriil fel a kérdés, beleilleszthetk-e a fenti altalanositasok valamilyen gyenge vegyes
disztributiv szabalyok, avagy gyenge Osszekulcsold struktirak elméletébe. Ezen motivaciok
alapjan a kovetkezd definiciot Caenepeel és De Groot javasoltak |25]-ben.

1.72. Definicio (Caenepeel and De Groot [25]). Egy gyenge vegyes disztributiv szabdly avagy
gyenge dsszekulesold struktira all egy A algebrabol, egy C koalgebrabol ésegy ¢ : C ® A —
A ® C' k-modulus homomorfizmusbdl, melyre az aldbbi diagramok kommutalnak.

CodoAops coa™™ceces c—2>CoC CoA—t=AxC
seld - ld@neld)) Jld®neld
CRARC CRAR®A
ARC®A 0 ¥ CRA®C lden  ¢eId) {veld  I1d®e
ARC®C AC®A
lld@w d’@ldl IdRe®ld) J1d@exId
A@A@C@A@gc AQCE=ARC®C C®AT>A®C ARA—]F—A

Az els6 két diagram, mely v (ko)szorzassal valoé kompatibilitasat fejezi ki, ugyanaz, mint
a Beck féle vegyes disztributiv szabaly esetén. Csak a mésodik két diagram gyengittetett,
mely 1 (ko)egységgel valo kompatibilitasat fejezi ki.

Minden (A, B, C) gyenge Doi Hopf-adat meghataroz egy (4, C, 1) gyenge Gsszekapcsolo
struktarat, ahol ¥(c ® a) = ag ® c.a;.

A gyenge Doi—Hopf-modulusok kategoriajat altalanositva, gyenge 6sszekulcsolo struk-
taradkhoz hozzarendelhets dsszekulcsolt modulusaik Mg kategoriaja. Igazolhatoé, hogy a
MG — My felejts funktor jobb adjungalt, a MG — M felejts funktor pedig bal ad-
jungélt. Ha egy gyenge Osszekulcsold strukturaban C' végesen generalt projektiv k-modulus,
akkor M izomorf egy, az A és C* := Hom(C, k) algebrdk gyenge féldirekt szorzataként
ad6do algebra modulus kategoridjaval. Mindennek az 1.1.4 fejezetben latotthoz hasonlé,
absztrakt kategoriaelméleti leirdsa csak mintegy tiz évvel késsbb, [12]-ben tortént meg, 1.
1.6 fejezet.

1.6. Gyenge Hopf-algebrakra épiil6 konstrukciék és a monadok
gyenge elmélete

E fejezet — és az alapjaul szolgaloé [12] munka — célja, hogy gyenge bialgebrakra épiils
konstrukcioknak — igy az 1.5 fejezet definicidinak — kategoriaelméleti megalapozasat adja.
Kidolgozzuk a monddok 1.1.5 fejezetben megismert formalis elméletének” alkalmas &ltalé-
nositasat, amely olyanformén képes leirni ezeket a konstrukciokat, ahogy a klasszikus elmélet
lefrta bialgebrai megfelelgiket, 1. 1.1.5 fejezet.

1.6.1. EM"“(K) és a gyenge koszorua szorzat

Az 1.1.5 fejezetben bialgebrak modulus algebrainak és modulus koalgebrai dualisanak fél-
direkt szorzatit mint koszoru szorzatot irtuk le azaz megmutattuk, hogy egy EM(Bim)-
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mel jelolt bikategéria monadjaboél szarmaztathatd. A kovetkezékben a féldirekt szorzat 1.5
fejezetben szerepld gyenge altalanositasanak hasonl6 szellemid leirasat adjuk.

Legyen K egy tetszGleges bikategoria. Rendeljitk hozza a kovetkezs, EM™(K)-val jelolt
bikategoriat. A 0-cellak legyenek a monadok K-ban, 1. (1.2). Az (A,t) — (A',¢') 1-cellak
legyenek = : A — A’ 1-cellak K-ban, ellatva egy v : t'z — xt K-beli 2-cellaval, melyre
(1.3) els6 diagramja kommutativ. A méasodik diagramot egyszertien vessiik el. Hogy mégis
bikategoriat kapjunk, ezt a 2-cellakra kirott tovabbi feltétellel kompenzaljuk. Az (z,) —
(y, @) 2-cellak KC-beli o : @ — yt 2-celldk, melyekre az (1.4) diagram és

T ? yt
e TIdu
!/
vt n'ld tyt #ld ytt

kommutativ. Az EM"(K) bikategoria lokalisan teli rész-bikategoriaként tartalmazza EM(KC)-
t. Vegyiik észre, hogy a K-beli Idn : © — xt 2-cella nem 2-cella EM" (KC)-ban. Az (x,v) —
(x,1) identitas 2-cella ¢.n'Id : * — xt. Az (1.3) masodik diagramjanak elvetése miatt

'1d Id Id
ot P P 2

nem identitas 2-cella KC-ban, de idempotens.
Az EM"(K) bikategoria mondadjait hivhatjuk akar gyenge koszoriknak is.
A monéd fogalom altalanositdsaként tekintsiik az aldbbi definiciét.

1.73. Definicié (|12]| Definition 2.1). Egy pre-mondd egy K bikategoridban egy t: A — A
1-cella, ellatvan : Id4 — ¢ (pre-egység) és u : tt — t (szorzas) 2-cellakkal, melyekre az alabbi
diagramok kommutativak.

Id
L ot 14 —ept t—s et
Id 2
ul l l J/ x l“ \N lu
tt —H>t tt——1t t t

Barmely pre-monadra a u.tn : ¢t — t 2-cella idempotens. Tegyiik fel, hogy ez az idem-
potens 2-cella felhasad, azaz létezik egy ¢t : A — A 1-cella valamint i it — tés p: t—1
2-cellak, melyekre p.i = Id és i.p egyenls a kérdéses idempotens 2-cellaval. Ekkor ¢ monad
K-ban,

Tdy 2=t -—L2o7 65 Fr—tep-top Pop

egységgel illetve szorzassal.

1.74. Tétel (|12] Theorem 2.3). Tekintsink egy K bikategoridt, egy (A,t) monddot és egy
s: A— A I-cellit K-ban. Bijektiv kapcsolat van az aldbbi struktirdk kozott.

o ((A,t),(s,v)) alaki monddok EM™ (K)-ban;
o (A, st) alaki pre-monddok K-ban, melyek © : stst — st szorzdsdra ©.stsp = sp.Ot.

Ha a fenti tételben az (A, st) pre-monad idempotens st — st 2-cellaja felhasad, akkor
az ezéltal meghatarozott (A4, st) retraktum monadot K-ban hivhatjuk ¢ és s gyenge koszori
szorzatdnak.
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1.75. Példa. Legyen (A, B,C) egy jobb-jobb gyenge Doi Hopf-adat. Ehhez hozzérendelhe-
tiink egy ((k, A), (C*,1)) monadot EM"(Bim)-ben, ahol

P ARC* - C"® A a® ¢ — ¢(—a1) ® ao.

A hozzéatartozo pre-monad C* ® A a (¢ ® a)(¢’ ® d’) = ¢'(—a1)d @ apa’ szorzassal és az
e(—11) ® 1p pre-egység elemmel. A

C"®A—-C"®A d®ar ¢(—11) ® lpa

idempotens leképezés felhasad, igy képe egység elemes és asszociativ algebra, mely (a tenzor
faktorok felcserélése révén) izomorf C* és A gyenge féldirekt szorzatéaval, 1. 1.5 fejezet.

Tovabbi példaként a gyenge Hopf-algebrakkal |65|-ben vett kereszt szorzatok is gyen-
ge koszoru szorzatok. A gyenge koszoru szorzat fenti konstrukcidja egybeesik a [40]-ben
(barmiféle kategoria elméleti megfontolasra vald hivatkozas nélkiil) javasolt gyenge kereszt
szorzattal.

Tekintsiink egy KC bikategoriat, amelyben minden idempotens 2-cella felhasad, és amely-
ben léteznek a monadok Eilenberg—Moore-objektumai (azaz a K — Mnd(K) diagonélis bi-
funktornak van egy R jobb adjungéltja, 1. 1.1.5 fejezet). Ezen feltevések mellett konstruél-
hato egy J* : EM"Y(K) — K pszeudo-funktor, . ([12] Theorem 3.5). (,,Pszeudo” volta annyit
tesz, hogy a horizontélis kompoziciét nem szigorian, csak koherens izomorfizmusok erejéig
orzi). A O-celldkon (monadokon) legyen J¥(A,t) := R(A,t) = A! a szokasos Eilenberg—
Moore-objektum. Egy (x,v) : (A,t) — (A, t') 1-cella esetén, az 1.23 Tételben bevezetett
f v : A — A adjunkci6 és annak e koegysége segitségével tekintsiik az

'1d
20 % gy — ity 9 (1.13)

idempotens 2-cellat K-ban. Feltevésiink szerint ez felhasad, azaz létezik egy p : zv — X epi
2-cella i : T — v szeléssel ugy, hogy i.p egyenls az (1.13) idempotens 2-cellaval. Nem nehéz
latni, hogy (EI,‘\,TZ)\ := p.IdeapId.Idi) : (A%, 1d) — (A’,#') 1-cella Mnd(K)-ban. Igy értelmezhets
JU(2,v) == R(Z,1). Hasonloan, egy o: (z,v) — (y, ¢) 2-cellara

- i Id Ide SN aoh
0= (7— =205 ytv 5 g0 Lo 5 (3,4) — (7, 0)

2-cella Mnd(K)-ban, igy értelmezhets J* (o) := R(0). Jegyezziik meg, hogy J%“ konstrukcio-
jahoz idempotens 2-cellak felhasadasat hasznaltuk. A felhasadas azonban csak izomorfizmus
erejéig egyértelm, igy J* csak pszeudo-természetes izomorfizmus erejéig egyértelmi. Ugyan-
csak a felhasadas nem egyértelmiiségébdl kovetkezik, hogy altalaban Jv csak pszeudo-funktor
(nem bifunktor).

Az alabbi diagram balr6l jobbra mutaté nyilai rendre a diagonélis bifunktort; a 0- és
1-cellakon identitédsként hat6 és egy w 2-cellat Idn.w-ba vivé bifunktort; illetve a nyilvanvalo
bedgyazast jelolik. A J bifunktor J% megszoritdsa. Az R, J és J¥ bifunktorok mindegyike
jobb biadjungalt, ahogy az abra mutatja.

K — Mnd(K) — EM(K) —— EM"(K)
R 1 7
1 Jv
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1.6.2. Gyenge felhiizas

Mivel (z,v) : (A,t) — (A t') EM"(K)-beli 1-cellak esetén Idn : = — xt nem 2-cella
EM"(K)-ban, nem természetes kérdés felvetés, hogy mely w K-beli 2-cellakra lesz Idn.w
2-cella EM"(K)-ban. Ehelyett megkérdezhetjiik, hogy mely w esetén lesz

n'1d P wId n'ld @

t'x xt yt illetve x—2>y t'y yt
(z,%) — (y,¢) 2-cella EM"Y(K)-ban. A vélasz az, hogy pontosan akkor, ha a
Pr—"wat Mt lletve ¢ 2y Ot (1.14)
ld'1d |, w
t't'x Idu xt Idp
1dy | wld|
/ ¢ t ! tt
tat o byt o1d ytt LA Pyt =5 v

diagram kommutativ. Ha (x,%) 1-cella EM(K)-ban (azaz kompatibilis a monadok egységével
(1.3) mésodik diagramjanak értelmében), akkor az (1.14)-beli els6 diagram redukalodik (1.5)-
té, ha (y,¢) 1-cella EM(K)-ban akkor az (1.14)-beli masodik diagram redukalodik (1.5)-te.
Tetsz6leges (x,1) és (y,¢) EMY(K)-beli 1-cellak esetén a két (1.14)-beli diagram szimultén
kommutativitdasa ekvivalens (1.5)-tel.

Vezessiik be a kovetkezs két, Mnd'(K)-val illetve MndP(K)-val jelslt bikategoriat. A 0-
celldk és 1-celladk mindkettében legyenek ugyanazok, mint EM®(K)-ban. Az (z,v¢) — (y, ¢)
2-cellak Mnd’(KC)-ban illetve MndP(K)-ban legyenek w : & — y K-beli 2-cellak, amikre (1.14)
elsé illetve mésodik diagramja kommutativ. Ellenérizhets, hogy ezek bikategoridk és vannak
G : Mnd*(K) — EMY(K) « MndP(K) : GP bifunktorok, melyek identitas leképezésként
hatnak a 0-cellakon és az 1-cellakon, egy w 2-cellat pedig wld.p.n'Id-be illetve ¢.n'Id.w-ba
visznek. Ezek a bikategoéridk fontos szerepet jatszanak az alabbi gyenge felhiizds probléma-
ban.

1.76. Definici6 ([12| Definition 4.1). Legyen K egy bikategoria, melyben léteznek a mona-
dok Eilenberg Moore-objektumai. Legyen adott K-ban egy (A,t) és egy (B, s) monad. Egy
7 : A — B% 1-cellat az x : A — B 1-cella gyenge felhizdsdnak mondjuk, ha léteznek

At_f>Bs és At_f>Bs
Ul Vi l” Ul frp l”
A—I>B A—I>B

2-cellak, melyekre p.i = Id.

Egy 2-cella gyenge felhiizasait kétféle értelemben definidlhatjuk.
1.77. Definici6 (|12| Definition 4.2). Legyen K egy bikategoria, melyben léteznek a mo-
nadok Eilenberg-Moore-objektumai. Legyen adott KC-ban egy (A,t) és egy (B,s) monad
tovabba z,y : A — B 1-cellak 7,7 : A' — B® gyenge felhtizdsokkal. Egy @ : T — 7 2-cellat
az w: x — y 2-cella i-felhizdsdnak mondunk ha az alabbi els§ (K-beli 2-celldkra vonatkozo)
diagram kommutativ. @ az w p-felhizdsa ha az alabbi mésodik diagram kommutativ.

_ A _ P
v — XV v <— TV

Idwl lwId Idwl ‘/wld

’Uy—i>y"l) U?(p—y?]
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Ha egy K bikategériaban léteznek a monddok Eilenberg Moore objektumai, akkor adott
(A,t) és (B,s) K-beli monadokra tekinthetjiik az alabbi Lift‘((A,t), (B, s))-vel illetve
LiftP((A, t), (B, s))-vel jelolt kategoridkat. Mindkét kategoria objektumai legyenek (z: A —
B,T : A" — B% i :vT — zv,p : zv — vT) négyesek, ahol p.i = Id (igy T az = gyenge
felhuzésa). Az (z,T,i,p) — (2, 7,7, p’) morfizmusok legyenek (w : X — 2/, 0 : T — T)
parok, ahol @ az w i-felhuizésa illetve p-felhuzasa.

1.78. Tétel ([12] Theorem 4.4). Legyen K egy bikategdria, melyben léteznek a monddok
FEilenberg Moore-objektumai és melyben minden idempotens 2-cella felhasad. Bdrmely (A,t)
és (B, s) monddokra IC-ban az aldbbi kategoridk ekvivalensek.

o Lifti((A,1), (B, s)) és Mnd‘(K)((A,1), (B, s));
o Lift?((A,t),(B,s)) és Mnd?(K)((A,1), (B, s)).

Ha w: (z,9) — (2/,%¢') morfizmus (mondjuk) Mnd*(K)((A4,t), (B, s))-ben, akkor a fenti
ekvivalencia altali képe az (w, J*GH(w)) : (z, J*G*(x,9),i,p) — (', J*G (', 4'),4’, p") mor-
fizmus Lift'((A, ), (B, s))-ben, ahol i és p (i’ és p') a J¥ konstrukci6jahoz hasznélt 2-celldk
KC-ban. A fenti tételben lathaté ekvivalencidak altaldban nem izomorfizmusok (szemben az
1.25 Tétellel), mivel idempotens morfizmusok felhasadasa csak izomorfizmus erejéig egyeér-
telmii.

1.79. Példa. Barmely B gyenge bialgebrara Mp monoidalis struktirdja gyenge felhtizassal
adodik. Mig a monoidéalis szorzas My monoidalis szorzasdnak (mint ® : Mg X My — My
funktornak) a gyenge felhtizasa, a monoidalis egység nem My, monoidalis egységének, hanem
a B:1— My funktornak a gyenge felhtizasa, ahol 1 a termindlis kategoriat jeloli, melynek
egyetlen objektuma van és egyetlen morfizmusa ennek identitasa. Rajzban tehat, 1éteznek

Mp x Mp —2> Mg 11— My
vxvl Yifrp l/v H Yiftp lv
Mk X Mk T Mk 1 T) Mk

természetes transzforméaciok, melyek segitségével az Mp monoidalis kategoria koherencia
természetes izomorfizmusai a rajz szerinti i-felhiizassal adédnak.

®(®xId) ®(BxId)
T T~ N
Mp x Mp x Mp = Mp Mp Id—— Mp
~_ = -~
S(1dxB) ®(1dx B)
VXUXV v v v
®(®xId) ®(Bx1d)
loaa T
Mp X My x My = M, M, Id— M,
-~ ~faxe -~
2(1dx®) ®(1dx B)

A fenti dbrakon v : Mp — M, a felejt6 funktort jeldli, 1. 1.24 Példa.

Az allitas megforditasahoz, azaz ahhoz a kovetkeztetéshez, hogy valamely adott B algebra
rendelkezik gyenge bialgebra struktirdval, nem elég feltenni, hogy M p monoidélis valamely
gyenge felhizéssal ad6dé monoidalis strukturaval — radadasul a gyenge felhuzasért felel6s
Mnd?(Cat)-beli 1-cellak alakjara is feltevést kell tenni, 1. 1.84 és 1.85 Tétel.
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1.80. Példa. Tekintsiink egy A algebrat és egy C koalgebrat valamely & kommutativ gytirt
f6lott, és kozottiik egy ¢ : C® A — A® C gyenge vegyes disztributiv szabalyt Bim-ben. Ez
ugyanaz, mint egy (—)®1 gyenge vegyes disztributiv szabaly Cat-ban a (M, (—)®A) monad
és a (Mg, (—) ® C) komonad kozott. Ezen feltevések mellett a (Mg, (—) ® C) komonadnak
létezik i-felhuzasa M 4-ra. Rajzban, léteznek

(-)®C=(—)®4(ARC)

My A
Mk Mk

(—Hec

természetes transzforméciok (vagy ami ugyanaz, AQC - AR C és AR C — AR C bal A-

modulus homomorfizmusok), melyek segitségével a gyengén felhtizott (Mg, (—) @4 (A ® C))
komonéd koszorzasa és koegysége a rajz szerinti i-felhtuzéassal adodik.

() ®(4e0) (-)®(4=C)

T T T T
My (-) ® (489) My My (-) @ (4%2) My
\_/ \/’

(-) ® (ABC) ® (ABC) ()@ A
A A A
v v v v
(-)ec (-)eC

/\ /_\
My, LD M, M, bo)ee M,
\/ \/

(-)eC®C 1d

T6bb is igaz, ([12] Proposition 5.7) szerint egy A algebra, egy C koalgebra és egy 1 :
C® A — A® C linearis leképezés pontosan akkor alkotnak gyenge vegyes disztributiv
szabalyt Bim-ben, ha ¢ az (M, (=) ® C) komonéd i-felhuzasat indukéalja M g-ra a fenti
értelemben — azaz ((k, A), (C,)) komonad Mnd’(Bim)-ben — és az (My, (=) ® A) monad p-
felhtizasat indukalja M%-re a dualis értelemben azaz ((k, C), (A, 1)) monad Mnd®(Bim,).-
gyengén felhtzott monad és komonad Eilenberg Moore-kategoriai izomorfak [16] szerint és
visszaadjak a Caenepeel és De Groot altal bevezetett 6sszekulcsolt modulusok kategoridjat,
1. 1.5 fejezet.

Vegyes disztributiv szabéalyok maés altalanositédsait a Caenepeel és Janssen altal [26]-
ban bevezetett parcidlis- illetve lax dsszekulcsolo strukturakat — (|12| Section 5) vizsgalja a
gyenge felhtizésok nézépontjabol.

1.7. Gyenge bimonadok

Mint az 1.1.1 fejezetben felidéztiik, a bialgebrdk jellemzhetSk, mint pontosan azok a B k-
algebrak, melyek modulusainak kategoridja (azaz az (Mg, (—)® B) monad Eilenberg Moore-
monoidalis Ezen a leirason alapszik a bialgebrak Moerdijk altal [53|-ban javasolt altalano-
sitdsa, melyet 6 eredetileg ;Hopf-monadnak” hivott, de amelyre azéta inkdbb a kifejezGbb
,bimonad” név hasznéalatos.

A monadok (e fejezetben konkrétan a Cat 2-kategoriaban) az algebrék természetes &l-
talanositasai. Definicié szerint, egy monad (Cat-ban) egy harmas, mely all egy 7' : C — C
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funktorbol, egy m : T? — T és egy u : Id — T természetes transzforméciobol, melyek a
szokasos asszociativitas és egység feltételeknek tesznek eleget. Egy T monadhoz hozzaren-
delhetjiik az un. Eilenberg Moore kategoridjat (1. 1.21 Példa).

Moerdijk definici6ja szerint egy bimondd egy monad valamely monoidalis kategérian,
nak monoidalitdsaval ugy, hogy az alap kategéridba meng felejté funktor szigorin monoida-
lis. (Eszerint egy B jobb R-bialgebroid is meghataroz egy (—) ® gorgr B bimonadot az R-

T2z

Természetesen felvet6dik a kérdés, mi a bialgebrdk két kiilonb6z6 iranyd altalanositasat
a bimonadokat és a gyenge bialgebrakat egyarant altalanosité fogalom. E kérdés megva-
laszolasat tiizte ki céljaul Steve Lackkal Ross Streettel kézos |15] munkank.

1.7.1. Az axiémdik és gyenge bimonadok Eilenberg—Moore-kategoriai

Szlachényi [71] munkajabol ismert, hogy a gyenge bialgebrak jellemzhetdk, mint pontosan
azok a k-algebrak, melyek modulusainak kategoéridja monoidalis, és a felejté funktor a k-
modulusok kategoridajaba rendelkezik a kovetkez§, Gin. szepardbilis Frobenius-szerkezettel.

1.81. Definici6 (Szlachanyi [71]). Tekintsiink egy F funktort az (A, X, R) monoidalis kate-
goriabol az (M, ®, K) monoidélis kategoriaba. Azt mondjuk, hogy F' szepardbilis Frobenius
szerkezet®, ha el van latva egy pxy : FX @ FY — F(XXY), pg : K — FR monoidalis
struktaréaval és egy ixy : F(XXY) - FX ® FY, ip : FR — K opmonoidalis struktaraval
ugy, hogy N minden X,Y, Z objektuméra a kovetkezs diagramok kommutativak.

Id®1 i ®Id
FX®FYRZ) —SFX@FYeFZ FXRY)QFZLSFX@FY @ FZ
pX,Y&Zl lpx,y®ld px&Y,Zl lld@py,z
FXRYRZ)—=F(XRY)® FZ FIXRYRZ)—=FX®F(Y R Z)
IXRY,Z X, YRZ
e Ay
F(XRY) F(XRY)

Szigortan monoidélis funktorok nyilvanvaléan rendelkeznek szepardbilis Frobenius-szerkezettel.
A kovetkez6 definicio tehat altalanositja mind a bimonadokat, mind a gyenge Hopf-algebrakat.

1.82. Definicié (|15] Definition 1.3). Egy gyenge bimondd alatt egy T monéadot értiink
valamely (M, ®, K) monoidalis kategorian, ellitva mindazon strukturdkkal, melyek ekviva-
lensek az M7 Eilenberg-Moore-kategoria monoidalitasaval agy, hogy az MT — M felejts
funktor rendelkezik szeparébilis Frobenius-szerkezettel.

A fenti vilagos jelentésii, amde meglehetGsen implicit definicié apropénzre valthato, ha
rdaadasul az M monoidalis kategoria Cauchy-teljes, azaz idempotens morfizmusai felhasad-
nak. Ez azt jelenti, hogy minden olyan M-beli e : A — A morfizmusra, melyre e? = e,
létezik egy @ objektum valamint p: A — @ és i : Q — A morfizmusok M-ben, melyekre

pi =Idg ésip =e.
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1.83. Tétel ([15] Theorem 1.5). Tekintsink egy (T, m,u) monddot eqy (M, ®, K) Cauchy-
teljes momnoiddlis kategorian. Egy gyenge bimondd struktira T-n pontosan ugyanaz, mint eqy
(T, 7,70) opmonoiddlis struktira, melyre az aldbbi diagramok kommutativak.

Id T(Id®T
T2(X © TK) 22 1(Tx @ T2K) SN (TX o TR S0 x

TuX@TKT lmx

TXOTK) e TX O TK qgg ~ TX O TK 55~ TX
Tr T(ro®Id
TATK @ X) 222712k o 7X) S 1K o TX ) 2% i

TuTK@XT lmx

T(TK ® X) TTRX T2K®TXWTK®TXWTX

1d@ry, ®ld
XOTY © 2) 2% ¥ 91y 0 TZ -2 X 0 7v) 0 T2 x 0 T2V © T2
TId@uy@)Z Id®my®ldl
XRY®Z 172, TXRY ®Z) F—— T(X®Y)®TZTXY®MTX®TY®TZ
X,y ®Id 1d®
T(XeY)o 2220 rx o Ty © 2~ X @ T(TY ® 2) 4T X o T2Y @ T7
T’U,X@Y@Id Id@my@ldl
XY®Z UXYZT(X®Y®Z) o T(X@Y)@TZTXY®IdTX®TY®TZ
T2(X ®Y) XX o TY V2 1o x o T2y
mxele lﬂb{@my
T(X®Y) — TX®TY

A fenti tételben fellép6 opmonoidalis struktira a gyenge bialgebra koalgebra strukturajat
altalanositja, az 0t szerepld diagram pedig rendre megfeleltethets az 1.56 Definiciéban latott
ot diagramnak (vo. 1.88 Tétel).

Egy gyenge bimonad Eilenberg-Moore-kategoridjanak, és alap kategéridjanak monoidalis
struktirai kozotti kapcesolat megértése az alabbi tételen alapszik.

1.84. Tétel ([15] Theorem 1.10). Legyen (T, m,u) egy mondd valamely (M, ®, K) monoidd-
lis kategorian, melyben (T,7,79) : (M, ®,K) — (M,®, K) egy opmonoiddlis funktor. Ezen
feltevések mellett az 1.83 Tételben szerepld diagramok pontosan akkor kommutativak, ha az
aldbbiak teljesiilnek.

o A K, mint a termindlis kategdridbol M-be mend funktor segitségével definidlt 1 X

T .
M = M funktor; és a

M= (TK 2K TK @ T°K 57K o TK 222 1)

uT K TK,TK Id®To )

. Loy . e mK M . Py
természetes transzformdciobol felépild T?K ™5 TK — TK természetes transzformdcio

(1,1d) — (M, T) 1-celldt alkotnak Mnd*(Cat)-ben;
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o Az M x M 5 M funktor és a T(e ® o) = T(e) ®T(e) természetes transzformdcic
(M, T) x (M, T) — (M,T) 1-celldt alkotnak Mnd*(Cat)-ben;

o Az
IdxT TxId

MxM——MxM MxM—MxM
IdeT U 1dxmo l@ KXIdT J mox1d J{@

M o M M I M

természetes transzformdciok 2-celldk Mnd *(Cat)-ben;
o Az aldabbi formuldkkal definidlt Erx 1y €és EFEF?’;{ 1y Tz természetes transzformdcick

UTXQTY TTX,TY mx®@my

TXRTY —=T(TXQTY) —T2XQT?Y —=TX®TY ¢és

(3)
UTXQRTY QTZ TTX,TY, TZ mx@my dmz

TX@TYRQTZ-TTXQTY RTZ)>T2X T?Y T?Z=TXTY ®TZ,

kommutativvd teszik az aldbbi diagramot,

Erx ry®ld

TXRTY TZ TXRTY @TZ

(3)
W

Id®Ery, T2 ld®Ery,T2

M minden X,Y, Z objektumdra.
Ezt egyiitt alkalmazva az 1.78 Tétellel, a kovetkez6 igazolhato.

1.85. Tétel (|15] Proof of Proposition 1.11). Egy T gyenge bimonddra valamely (M, ®, K)
Cauchy-teljes monoiddlis kategdridn a kévetkezd dllitdsok teljesiilnek.

e p K T Lo
o MT monoiddlis egysége az 1 = M = M funktor gyenge felhizdsa;
o MT monoiddlis szorzisa M monoiddlis szorzisdinak gyenge felhiizdsa;
o M7 asszocidtor izomorfizmusa M asszocidtor izomorfizmusinak i-felhizdsa;

o MT monoiddlis eqységgel kapesolatos koherencia izomorfizmusai az 1.84 Tétel harma-
dik pontjiban szerepld természetes transzformdciok i-felhuzdsas.

1.7.2. Gyenge bimonidok mint bimonadok

Ahogy a gyenge bialgebrak specialis bialgebroidok, sejthetd, hogy a gyenge bimonadok is
megkaphatok, mint speciéalis bimonddok. Ebben a fejezetben ([15] Section 2) alapjén atte-
kintjiik, hogy csakugyan, a gyenge bimonadok kategoériaja ekvivalens bimonadok egy alkal-
mas kategoridjaval.
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1.86. Definici6é ([15] Definition 2.6). Egy M monoidalis kategorian értelmezett gyenge
bimonédok kézotti morfizmusokat gy definidljuk, mint opmonoidalis monad morfizmuso-
kat. Azaz mint g : T — T’ természetes transzformaciokat, melyek opmonoidéalisak abban az
értelemben, hogy a

TXeY) 2 (X oY) TK 21K

TX'Yl lT‘;(’Y TO\L lTé

TXQRTY —=T'XoT'Y K=——K
gx gy

diagramok kommutativak M minden X és Y objektumadra, és amelyek mondd morfizmusok
a kovetkezd kommutativ diagramok értelmében, M minden X objektumara.

T ’
r2x —2 pprx X ey X X
Y Lok
TX - T'X TX ——~T'X .

A gyenge bimonadok M-en, mint objektumok, és morfizmusaik, mint nyilak, egy Wbm(M)-
mel jelolt kategoriat alkotnak, amiben a bimonadok kategoridja teljes részkategoria.

Azt mondjuk, hogy egy (R, u,n) monoid valamely (M, ®, K) monoidalis kategoridban
rendelkezik a Frobenius-tulajdonsaggal, ha a felejtd funktor az R-modulusok kategoriajabol
M-be olyan, hogy jobb és bal adjungaltja megegyezik. Ez ekvivalens azzal, hogy létezik egy
(R, 6,¢) komonoid is M-ben és a kiovetkezs diagram kommutativ.

ReR—"  ReR®R

I

1d®s R Id®u

R®R®RWR®R

Szepardbilis Frobenius-monoidrél beszéliink, ha toviabba & a p szorzés szelése azaz pud =
Idg. (A latszolag atfedd terminologia magyarazata az, hogy egy R monoid pontosan akkor
(szeparabilis) Frobenius-tulajdonséagn, ha a felejtd funktor az R-bimodulusok kategoridjabol
M-be (szeparabilis) Frobenius-szerkezeti.)

Tekintsiik a kovetkezd, Sfbm(M)-mel jelolt kategoriat. Objektumai legyenek (R,Tv) péa-
rok, ahol R szeparabilis Frobenius-monoid M-ben és T bimonad az R bimodulusok katego-
rigjan. Az (R,T) — (R',T') morfizmusok legyenek (v,T) parok, ahol v : R — R’ monoid
és komonoid izomorfizmus (igy egy 7* izomorfizmust indukdl az R-bimodulusok és az R’-
bimodulusok monoidéalis kategoridja kozott) I' pedig T — 'y*ffy*_l bimonéad morfizmus (az
1.86 Definicié értelmében).

1.87. Tétel (|15] Theorem 2.11). Bdrmely M Cauchy-teljes monoiddlis kategoria esetén a
Wbm(M) és Stbm(M) kategoridk ekvivalensek.
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1.7.3. Gyenge bimonadok és gyenge bialgebrak

A gyenge bialgebrdk 1.56 Definicidja, illetve a gyenge Hopf-algebrak 1.59 Definicioja minden
nehézség nélkiil megismételhets a k-modulusok kategoridja helyett tetszéleges szimmetrikus,
vagy akar fonott monoidalis kategoridban, 1. [62], [3].

1.88. Tétel ([15] Theorem 3.1). Tekintsink egy (B, p,n) monoidot valamely (M, ®, K, c)
Cauchy-teljes fonott monoiddlis kategoridban. Bijektiv kapcsolat dll fent a kovetkezd struk-
tirdk kozitt.

o (B,u,n,d,¢) alaki gyenge bialgebrdik M-ben;

e (-)®B,(—)®pu,(—)®@n,1,70) alaki gyenge bimonddok M-en, melyekre az aldbbi
diagram kommutativ, M barmely X,Y objektumdra.

Id@Id@TK K
X®Y®B X©Y®BoB (1.15)
lld@cy)g@ld
TX,Y
X®BR®Y®DB

Ha valamely B monoidra egy (M, ®, K, ¢) Cauchy-teljes fonott monoidalis kategoridban
a (—)® B funktor gyenge bimonad M-en, akkor a természetesség miatt minden f: K — X,
g: K —Y, h:K — B morfizmusra az aldbbi diagram kommutativ.

IdRId®
1890 v v e B Y oY © B B
h\L Ng@h
X®Y®B ey Id®cy, p®Id
TK’K\L \
B® B e X®B®RY ® B

Igy (1.15) teljesiil, ha a K monoidalis egység ,kobds generator” a kovetkezd értelemben: Ha
valamely p,g : X @ Y ® Z — W M-beli morfizmusokra po (f @ g®@h) = qo (f ® g® h)
minden f: K — X, g: K - Y, h: K — Z morfizmus esetén, akkor p = q.

A monoidalis egység ,kobos generator” példaul a k-modulusok szimmetrikus monoidalis
kategoriajaban. Igy tehat a fenti tétel magaban foglalja a k folotti gyenge bialgebrak, mint
M-n értelmezett gyenge bimonadok leirasat (1. Szlachéanyi [71]).

1.7.4. Gyenge Hopf-monadok

Egy (M, ®, K) monoidalis kategoriat jobbrdl zdrtnak mondunk, ha M minden X objektuma-
raa(—)® X : M — M funktor bal adjungalt. Példaul, a k-modulusok kategoridja jobbrol
zart. Jobbrél zart tovibba egy B k-bialgebra modulusainak kategériaja is, és Schauenburg
[66] észrevétele szerint, az Mp — My, felejtd funktor pontosan akkor kompatibilis a zért
strukturakkal, ha B Hopf-algebra. Fzen az alapon kézenfekvd egy bimonéadot egy jobbrol
zart monoidalis kategorian jobb Hopf- monddnak mondani, ha Eilenberg—Moore-kategoridja
is jobbrol zart gy, hogy a felejté funktor kompatibilis a zart struktiriakkal.

Lawvere (Schauenburg fenti észrevételénél dltalanosabb) tétele (1. [50]) szerint egy jobb
adjungalt funktor (pl. a felejté funktor) pontosan akkor kompatibilis a zart strukturakkal,
ha az un. Frobenius-reciprocités teljesiil. Egy (T, m,u, 7, 79) bimonéad esetén ez azt jelenti,
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hogy az MT — M felejts funktor pontosan akkor kompatibilis a jobbrol zart strukturakkal,
ha a

mx QId )

canyy = (T(TX®Y) 212X o Ty X5 TX @ TY (1.16)

kanonikus természetes transzformacio izomorfizmus. Bruguiéres és tarsai [22]-ben azt a de-
finiciot javasoltak, hogy egy bimonddot egy tetszéleges monoidalis kategoridn nevezziink
jobb Hopf-monddnak, ha (1.16) természetes izomorfizmus. Szimmetrikusan definidlhatoak
bal Hopf-monddok a T(X @ TY) — TX ® TY kanonikus természetes transzforméacio izomor-
fizmus voltaval.

Az (1.16) természetes transzforméciot tekinthetjiik egy gyenge bimonad esetén is. Egy
gyenge Hopf-algebra altal indukéalt gyenge bimonadra azonban (1.16) nem termeészetes izo-
morfizmus, de természetes izomorfizmust indukdl T(TX ®Y) és TX @ TY egy-egy alkalmas
TX ®@TY — TX @TY; és egy, T-hez szintén kanonikusan rendelt (1. [15] (4.3)) Fxy :
T(TXeY) — T(TX®Y) idempotens természetes transzformaciot hasznalunk.

1.89. Definicié (|15] Definition 4.1). Egy T gyenge bimonadot valamely (M, ®, K) mono-
idalis kategoridn gyenge jobb Hopf-monddnak mondunk, ha létezik egy xxy : TX @ TY —
T(TX ®Y) természetes transzformécio, melyre

xxyErxry = xxy = Fxyxxy, Xxxycanxy =Fxy, canxyxxy = Erxry,

M barmely XY objektuma esetén. Szimmetrikusan definialjuk a gyenge bal Hopf-monddokat
aT(X®TY)— TX ®TY kanonikus természetes transzforméacio segitségével.

E definicié jogossigat igazolja a kovetkezd.

1.90. Tétel ([15] Theorem 4.2). Tekintsiink egy T' gyenge bimonddot valamely (M, ®, K)
Cauchy-teljes monoiddlis kategoridn, és az 1.87 Tétel szerint neki megfelelé T bimonddot (eqy
szepardbilis Frobenius-monoid bimodulus kategoridjin). A kovetkezd dllitdsok ekvivalensek.

o T jobb (ill. bal) Hopf-mondd;
e T gyenge jobb (ill. bal) Hopf-mondd.

Legyen T egy gyenge jobb Hopf-monad valamely (M, ®, K) Cauchy-teljes monoidéalis
kategorian és legyen R az 1.87 Tétel szerint hozzarendelt szeparabilis Frobenius-monoid. Ha
az R-bimodulusok kategoriaja jobbrol zart, akkor a fenti tétel szerint M7 is jobbrol zart ngy,
Ha M jobbrol zéart, akkor az R-bimodulusok kategoridja is jobbrol zart (a megkivant jobb
adjungaltak alkalmas idempotens természetes transzformaciok felhasadaséval adodnak).

Végiil, a remélt kapcsolat bizonyithatd gyenge Hopf-monadok és gyenge Hopf-algebrak
kozott.

1.91. Tétel ([22| Theorems 4.6 and 4.8). Legyen B egy gyenge bialgebra valamely (M, ®, K, ¢)
Cauchy-teljes fonott monoiddlis kategoridban. Az indukdlt (—) ® B funktor pontosan akkor
gyenge jobb Hopf-mondd, ha B gyenge Hopf-algebra. Tovdbbd (—)® B pontosan akkor gyenge
bal Hopf-mondd is, ha a B gyenge Hopf-algebra antipodja invertdlhatd.
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1.8. Kvantum grupoidok alkalmazasai

Ertekezésem témajaul munkassagom azon (részben tarsszerzokkel irt) darabjait valasztottam
ki, melyek a Hopf-algebrakat altaldnosité algebrai struktirdk gyenge Hopf-algebrék, illetve
a még altalanosabb Hopf-algebroidok — definici6janak kimunkalasaval, a struktira vizsgala-
taval, kategdriaelméleti megalapozasaval illetve néhany elemi alkalmazaséval foglalkoznak.

Mondhatjuk, hogy mara e strukturak (féként a specidlisabb gyenge Hopf-algebrak) al-
kalmazasi kore viszonylag széles. Faktorok bévitésének leirasara hasznaltdk példaul Enock
[37], David [35], Vallin |75], Nikshych és Vainerman [58|, Das és Kodiyalam [32|. Frobenius-
kiterjesztések szimmetriajaként hasznéalta Kadison és Nikshych [44]. Dupla grupoidokkal valo
kapcsolatukat mutattdk meg Andruskiewitsch és Natale 4], dinamikai kvantum csoportokat
irtak le veliik Etingof és Nikshych [38], 4ltalanositott Kac-Moody algebrakkal Gsszefiiggésben
meriiltek 61 Wu munkdjaban [79], Cartan métrixokhoz rendelt gyenge Hopf-algebrakat Yang
|74], bizonyos kvantum csoportokhoz Aizawa és Isaac [1]. A (dinamikai) Yang-Baxter egyen-
let megoldasara alkalmazta Etingof és Nikshych [39], csom6 invariansok konstrukciojéhoz
hasznalta Nikshych, Turaev és Vainerman [57].

A matematika mellett ezek a struktarak felléptek fizikai alkalmazasokban is. Peremes
konform térelméletek szimmetridjaként jelentek meg Coquereaux és tarsszerz6i [31], Behrend,
Pierce, Petkova és Zuber [8] cikkeiben. Récs modellekben bukkant fel Alekseev, Faddeev,
Frohlich és Schomerus [2] munkajaban.

[18] és [17] munkank altalanositdsaként (kommutativ gytirtik modulus kategoriaja helyett)
fonott monoidalis kategéridkban definialtak és vizsgéltak gyenge Hopf-algebrakat Pastro és
Street [62] illetve Alonso Alvarez és tarsai [3]. A [9]-beli gyenge Doi Hopf-modulusok inspi-
raltak Caenepeel és De Groot gyenge vegyes disztributiv szabalyat [25] és Wisbauer gyenge
kogytrtjét [78].

A Hopf-algebroidokat altalanositd (megint egyszer kvantum grupoidnak nevezett) struk-
tarat vezetett be Day és Street [34]. Szamos cikk targya a hatalmas Hopf-algebrai irodalom
kiilonb6z6 erdményeinek Hopf-algebroidokra (elsésorban gyenge Hopf-algebrékra) valo élta-
lanositéasa, . pl. [76]. [10] kvazi-Frobenius- kiterjeztésekre vonatkozo eredményeit alkalmazta
[41]. A Hopf-algebroidok Galois-elméletének [11]-ben megkezdett tanulmanyozasat folytatta
6. 14

A monadok gyenge elméletét kidolgozé [12] nyomén indult meg egyiittmiikodésem a
Sydney-i kategoriaelméleti csoporttal, Steve Lackkal és Ross Streettel. Ennek eredménye
eddig ket elkésziilt [15], [16] és tovabbi két folyamatban 1év6, részben [12]-re épiil6 munka.
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Doil-HoprF MODULES OVER WEAK HOPF
ALGEBRAS

Gabriella Béhm !

Research Institute for Particle and Nuclear Physics, Budapest
H-1525 Budapest 114, P.O.Box 48, Hungary

Abstract

The theory of Doi-Hopf modules {8, 11] is generalized to Weak Hopf Algebras
1, 14, 2).

1 Introduction

The category CM(H) 4 of Doi-Hopf Modules over the bialgebra H was introduced
in ‘8] and independently in [11]. It is the category of the modules over the algebra
A which are also comodules over the coalgebra C and satisfy certain compatibility
condition involving H. The study of M (H) 5 turned out to be very useful: It was
shown in [8. 4] that many categories investigated independently before — such as the
module and comodule categories over bialgebras, the Hopf modules category [17],
and the Yetter-Drinfel'd category [18, 16] - are special cases of . \{{H)4. Using
this observation many results known for module categories over bialgebras or Hopf
algebras were generalized to this more general setting [3, 8, 7).

In this paper we generalize the definition of Doi-Hopf modules to the case when
H is a Weak Bialgebra {WBA). Our definitions are supported by the fact that many
results of [11. 5, 6. 7] remain valid in this case.

Weak Bialgebras {Weak Hopf Algebras - WHA's -} are generalizations of bial-
gebras (Hopf algebrasj see [1, 2] and [14] {latter one using somewhat different termi-
nology). In contrast to another direction of generalization, the quasi-Hopf algebras
and weak quasi-Hopf algebras, WBA's are coassociative. Though their counit is not
an algebra map. their structure is designed such a way that their (left or right) {co-)

'e-rnail: BGABRGrmki kfki.hu
Supported by the Hungarian Scientific Research Fund, QTKA - T 016 233

4687
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module category carries a monoidal structure [14, 3] (and some more in the WHA
case [31).

To be more concrete 2 WBA H is a unital associative algebra and a counital
coassociative coalgebra over the field k with the structural maps v : k — H (unit),
m: H® H — H {multiplication), ¢ : H — k (counit) and A : H - H® H (comulti-
plication). The coproduct A is required to be a (typically non-unital) algebra map
and the following compatibility conditions hold true:

elzyz) = s(zyn))e(yeyz)
= z(zyp)elyn =) (1.1)
Iy ®@Lg @ L = I ®Lglny ® Loy
= L) ® Luylig @Dy (1.2)

for all z,y,z € H. We adopted the conventions [17] that u(l) = U, m(z ®@y) =
zy. AlT) = 5y @ £y — summation implicitly understood - and for the multiple
coproduct {A ®id) e A(z) = {id ® A) o Az} we write £(1) @ T() B z(3) for z,y € H.

H is a WHA if in addition there exists an antipode map 5 : H — H such that

ryS(zn) = e(lgz)ly (1.3)
S(zeylzey = Lyelzly) (1.4}
S(zw)z@Slze) = Sl) (1.5)

holds for all z € H,

In the study of WBA's {WHA's) the maps [T (z): = €{1,,z) Ly and n#(z): =
4)z(xly) for ¢ € H - standing on the right hand sides of axioms (1.3} and (1.4)
- turn out to have important roles. Their images are subalgebras generalizing the
ore dimensional subalgebra k1 of the scalars in many senses ;1. 2, 14].

WHA'’s have relevance for example in describing depth 2 reducible Jones inclu-
sions {13, 13]. _

As the bialgebra (Hopf algebra) also the WBA (WHA) is a self-dual struce
ture: The dual space of a finite dimensional WBA (WHA) carries naturally & WBA
(WHA) structure [1. 2.

The paper is organized as follows: we define and examine the structures such
as the weak Doi-Hopf datum (generalizing the Doi-Hopf datum of [8]) the weak
Doi-Hopf module (generalizing the Doi-Hopf module ¢f [8]) the weak smash product
{generalizing the analogous notion of [11]) and the weak Doi-Hopf integral (general-
izing definitions of [6, 7, 9]). We illustrate these notions on the same four examples
generalizing some classical examples of 8. 4].

2 The Weak Doi-Hopf Data

In this Section H is 2 Weak Bialgebra {\WBA) in the sense of [2] over the feld .

Definition 2.1 Let H be ¢ WBA over the field k. The k-algebra A is a left H-
comodule algebra if there exists o left weak coaction p of H on A which is also an
algebra map. Le. e map p: A - H ® A such that




4
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(idg®p)op = {A@ida)op ' (2.1a)
(L@a)p(la) = (MF@ida)op(a) (2.1b)
plab} = pla)p(b) (2.1¢)

foralla b€ A. We use the standard notation p{a) = ac—1> ®acp> and (A®id4)e
pla) = o @ 8eo1> @ Gepy = {idy B p) o pla).

Throughout the paper the left weak coaction p is required to be non-degenerate
ie. {z8idy)op=idy or, equivalently, {:®ida)op(ly) = 11. For non-degenerate
left weak coactions p (2.1b) has an equivalent form (compare with [13]) {A®@id,) o
(1) = (13 p(LONA(L) @ 14).

Similerly, 4 is a right H-comodule algebra, if there exists a right weak coaction
p of H on A which is also an clgebra map. Le. a map p: A = A @ H such that

(p@idglep = (id1®A)op (2.2a)
p(li){a®1) = (ida® M%) op(a) (2.2b})
plab) = pla)p(b) (2.2c)

for all a.b € A. We also denote p(a) = acps B aers.

The right weak coaction p is required to be non-degenerate i.e. {id;®c)op = idy
or. equivalently, if (idy ® e} o p{14) = 13. For non-degenerate right weak coactions
p (2.2} has an equivalent form (ids ® &) o p(14) = (15 @ A(R))(p(14) @ 1).

The dual notion to comodule elgebra is the module coulgebra defined as follows:
The k-coalgebra C is a right H-module coalgebra if there exists a right week action
of H on C which is also o coalgebra map. Le. a map -: € x H — € such that

(c-g)-h = c-(gh) (2.3a)
e-THR) = ec(ep - hleg, (2.3b)
Acle-h) = Aclc)- Alh) {2.3¢)

forallce C, g.h £ H.
The right weak action - is required to be non-degenerate ie. ¢- 1 = ¢ for all
c € C or, equivalently, if sc(c- 1) = £¢(c) for all c € C. For non-degenerate right
weak actions - (2.3b) has the equivalent reformulation as =c(c- h) = (e - LAY
Similarly, C is a left H-module coalgebra if there ezists a left weak action of H
on C which is glso a coclgebra map. Le. a map - : H x C = C such that

g-(h-c) = {gh)-c (2.42)
IRy ¢ = cyecih - cz) (2.4b)
Aclh-¢) = A{R)-Ac(c) (2.4¢)

Joralee Cg,he H.

The left weak action - is required to be non-degenerate i.e. L-c=c forallcc C
or. equivalently, if cc(1l - ¢) = ec(c) for all ¢ € C. For non-degenerate left weak
actions - (2.4b} has the equivalent reformuletion ec(h - €} = ec(lI%(h) - ).
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Notice, that in contrast to the case when A is an ordinary bialgebra the unit
preserving property of p and the counit preserving property of - are not required
and the form of condition (b) in each group is somewhat different from the usual
one.

Definition 2.2 4 right Weak Doi-Hopf datum is a triple {(H, A, C), where H is a
WBA over k. A a left H-comodule algebre and C e right H -module coalgebra.

A left Weak Doi-Hopf datuin is a friple (H. 4,C) where H is a WBA overk, A
o right H-comodule algebra and C a left H-module conlgebra.

Examples:
1 Let H be a WBA over k, A:= H as an algebra with the coaction p:= A,
C:= H¥ with the coalgebra structure

Agz(ab): Il(g)aL 251y} =1y ®aLS(]l(1))
egelak): = elab)

and the action a* - h:= Lne(abhlyy) for all o € HY h € H. Then (H,A =
H,C = H%) is a right Weak Doi-Hopf datum.

2 Let H be a WBA over k, A:= H% as the subalgebra of H with the coaction
pi=Alge, C:= H as a coalgebra with the action ¢+ h: = ch for all ¢,h € H. Then
‘(H,A=HL C = H)is a right Weak Doi-Hopf datum.

3 Let H be a WBA over k, Ai= H as an algebra with the coaction g= A,
C:= H as a coalgebra with the action ¢-h = ch for all o,k € H. Then (H. A=
H,C = H) is a right Weak Doi-Hopf datum.

4 Let K be a WHA over k, H:= K°” @ K as a bialgebra. (K7 is the bialgebra
with the same coalgebra structure as K and the opposite algebra structure.) A:= &
as an algebra with the coaction p(a): = (S‘l(a(s])t@am)@a(z} foralle e K, C:= K
as a coalgebra with the action ¢- (@ 3 b):=achb for all c € K, (e ® b) € H. Then
(H=K®2K. A=K C=K)is a right weak Doi-Hopf datum.

Let us call a (left or right} weak Deoi-Hopf datum finite dimensional if all H. A
and C are finite dimensional as k-spaces. There is a well defined notion of duality
for finite dimensional weak Doi- Hopf data sending a left weak Doi-Hopf datum to
a right one and vice versa:

Introduce the following notations: For any finite dimensional &- space M let
M denote the dual k-space. If A is a finite dimensional algebra then by A we
mean the dual space equipped with the dual coalgebra structure. Similarly, for a
finite dimensional cozalgebra € denote the dual algebra by € and finally for a finite
dimensional bialgebra H denote the dual bialgebra by H.

Proposition 2.3 For a right weak Doi-Hopf datum (H,A.C) the triple (H,€, A)
is a left weak Doi-Hopf datum ~ called the dual of (H,A,C) - with

Aé): hioé® g
¢-a: (6@®d)op {2.5)
where 8 € C, {b;} is any basis in H and {3} is the duel basis in A, pc H, 6 € A
end (heé){d) =¢d-h) foréec C.de C.he H.
Similarly, for a left weak Doi-Hopf dotum (H,A,C} the triple (H,C, A)isa
right weak Doi-Hopf datum - called the dual of (H,A.C) - with

It
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ﬁ_“@éqb,—
(a2 ¢)op (2.6)

with the obvicus notation. The above duality transformation is invelutive.

(e):
a-p

™

Proof: We leave the proof to be easily done by the reader. B

3 Weak Doi-Hopf Modules

Definition 3.1 The k-space M is o right weak Doi-Hopf module over the right
weak Doi-Hopf datum (H, A, C) if i is a right A- module and a lefi C-comodule
i.e. there exists an action - : M x A = M for whichm -1y =m forallme M
and o coaction pyr - M — C @ M for whick (ec ® idys) o prr = par such that the
compatibility condition

par(m-a) = Me1s - Ge1> @ Mepy * 220> (3.1)

holds for par{m) = me_ |5~ ® Meps.

Similarly, M is a left weak Doi-Hopf module over the left Doi-Hopf datum
(H.A.C) if it is a left A-module (with A-action -) and a right C-comodule {with
C-coaction par) such that

parle-m) = acos  Meon ® gl * Maln- (3.2)

The category “AM(H) 4 has as objects the finite dimensional right weak Doi-Hopf
modules M over the right weak Doi-Hopf datum (H, A.C) and arrows T : M — M’
which intertwine both the A-actions and the C-coactions:

Tm-a)=T(m)-a pypoT=(dc®T)opun {3.3)

foralm € M,e € A.
Similarly, 4M{H)C is the category of finite dimensional left weak D01 Hopf
modules over the left Doi-Hopf datum (H, A, C).

Let us see what categories € M(H) 4 are in our earlier examples:
Examples:

1 ©.M(H), is equivalent to M4 = Mp. the cateory of right H-modules. The
equivaleace functor F : C.M(H)A — M 4 is the forgetful functor.

2CM(H), s equivalent to Cm=H M, the category of left H-comodules. The
equivalence functor £ : CA4(H) ,4 —% M is the forgetful functor.

3 CM(H), is equivalent to ¥ My, the category of weak Hopf modules {1, 2]
over H.

4 CM{H), is equivalent to YD({K}. the category of Yetter-Drinfel’d modules
over X. (For the definition of Yetter- Drinfel'd modules over WHA's see the Ap-
pendix).

Proposition 3.2 Let (H. 4.C) be a finite dimensional right weak Doi-Hopf datum
end (H,C, A} its dual. Then the categories CM(H) 4 and C.\A{H)’* are equivalent.
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Proof: Let us define the functor D : C.M(H).s —»a M(H)A
D(M):= M as a k — space Grpi= (6@ u)opyr
bulp)=aop9d
D(T)=T! (3.4)

where M is an object and T an arrow in ©.M{H) 4, ! means transposition of linear

operators, & € ¢, pE M, (avpu){m) = u(m a)forec A, ue M.me M, {a;} isa
basis for 4 and {a'} is the dual basis for . One checks by direct calculation that
D defines an equivalence functor. ™

Proposition 3.3 Let (H, A.C) be a right weak Doi-Hopf datum. Then the forgetful
functor F : CM(H)y = M has a left adjoint and F : CM(H)y — M has a
right adjoint.

Proof: Define G : My ~ CM(H) 4 by

GM):= € lico1>® M- 1400 as5ak—space
(c@m)-ai=c-ac_1>®m-aco
paian: = (Ac B idyr)lean

G(T):= (ide®T) (3.3)

for M an object and T an arrow in .M(H) 1. a € A, (cem)eGM)CcCeo M.
The fact that G is a left adjoint of F is justified by the existence of unit and
counit natural homomorphisms p : ide V(H) = GoFandd: FoG — idu,

A
satisfying
drane Flou) = idrun (3.6}
Gldxm)opgun = ideun- (3.1
Define them as
PAf M= G(A’I) p_u(m): =M l> ® Mo (3.8)
dz‘rf : G(lw) - M 6_\[: = (Ec @ idt"f)lG(‘U}'

It is straightforward to show that gy € (M. G(‘w))CJM(H)A’ and p is natural. The
proof of dyr € (G(M), M) v, lies on the following

Lemma 3.4 Let {H A, C) be a right weak Doi-Hopf dotum. Then for any c € C
and e € A

(1) Acfe-liac-15) ® Licos = ¢y D) - lac—1> ® lacos  (3.9)
{id) O {ac_15) ® acos = M (Lico15) @ Lacosa. 3.10

{lemma 3.4 (ii} implies cc{c- ac-15)aco> = 2c(c Lico1n)l1co>e and hence
83 € (G(M). M}u,. Naturality of 4 is obvious. The conditions (3.6) and (3.7) are
checked by substitution.
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One can proceed the same way in the case of using now Lemma 3.4 (i). Define
G M= CMH), as

GIM) = {eolmeiis - eo13)Mans ®acosm € M.a € A} as a k — space
(m®a)-bi=cg(Mmens - Ceo1nbeo1n)Mens © aconbeos
Péan (m®@a):=mec13 - ac-1> @ Mepy> @ o>

G = T®idy {3.11)

for M an object and T an arrow in CM(H)4, (m®@e) € G(M) C M 9 A,b€ A
The unit and counit natural homomorphisms § : idey = FoGand §: Go F —
ich(H) can be given by

Par s M — G(M) Aui{m):=ec(me_1s - lac-1>)Meo> B Lacos
by GMY o M byim®ali=m-a {3.12)

4 The Weak Smash Product

Definition 4.1 For the right weak Doi-Hopf datum (H. A, C} define the weak smash
product algebra A%C as the k-space 1105 A® 1yc_15 b C equipped with the multi-
plication rule A A

(ate)(b#d): = (acosbFélac-15 0 d)) (4.1)
Jor (a#té), (b#d) & A#C.

One checks that {4.1) makes A#C an associative algebra with unit element [ ycos#
licoiz 2l

Let us see what algebras A#C are in our earlier examples.
Examples:

1 A#C = HpHR is isomorphic to H, the isomorphism being given by & :
A#C — H. v =idy @ ey

2 A#C‘ HI4H is isomorphic to H, the isomorphism being given by ¢ :
A#C S Hou=¢® idg

3A#C = H#H is 1som0rphic to the Weyl algebra or Heisenberg double H=H

[1. 2], the isomorphism being given by ¢ : AgC o Ex}-[, {Ligyazt (L) — ¢)): = ge.
(In all of the examples ¢ — . (. ¢+~ a} : H = H for ¢ ¢ H denotes the Sweedler's
arrow [17} which is the transpose of the right (left} multiplication in H with respect
to the canonical pairing H @ H — &: (a — ¢){(b):= ¢(ba) ((¢ — a)(b): = @(ab)) for
¢6Hanq a.be H)

4 A#C = K#K is isomorphic to the Drinfel’d double D{X) {For the definition
of the Drinfel'd double of WHA’s see the Appendlx) The equivalence is given by
v A#C = DK), Ul ga#(ly) — ¢ — §S™H(I(y))): = D($)D(a).

Proposition 4.2 Let (H. A.C) be a right weak Doi-Hopf datum such that C is finite
dimensional as ¢ k-space. Then the categories C.\/I(H )4 and 'MA#C“' are isomorphic.
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Proof: We have the functor P : C.M(H)y = M e

P(M):= M as a k — space m- (a#é): = E[Meo1>iMegs - @
P(Ty:=T (4.2)
for M an object and T an arrow in CM(H) 4 (a#d) A, me M. _
if  is finite dimensional as a k-space then let {¢;} be any basis for C and {v'}
the dual basis for €' and construct the inverse functor P': M .0 — CM(H}, of
P
P{M) = M as a k — space m-ai=m- (Licosa#lac_1>> 1)
par(m)=c @m - (Lico>#lac-15>>7')
P(Ty="T (4.3}

for M an object and T an arrow of CM(H)y,aeAme M.

5 Integrals for Weak Doi-Hopf Data

Let (H,A,C) be a right weak Doi-Hopf datum where H is a weak Hopf algebra
with antipode §, F': ©.M(H) 4 — M.y the forgetful functor, G its left adjoint as in
Proposition 3.3. Let V' be the k-space of the natural homomorphisms v : Go F —
idc'.\/t(H}_\‘- called the space of integrals for the weak Doi-Hopf datum {H, A,C).

We have a straightforward generalization of Theorem 2.3 of [7]:

Theorem 5.1 The space V s isomorphic to the space V {the weak generalization
of Vi of [T} ):
Vi={y:C > {C.A)jia | YVedeC acd
Yedla = acosvle-ac—2s)(d-ac1s)
ey @ vlegd) dzy - ¥eldny)ecr> @v(eddpy)<os}- (5.1)

Furthermore the isomorphism [V — V takes v € V to a normalized element of V
ie. to an element v € V such that v(cq)(en) = 2cfc - Lac—1}aco> if and only
if v is a splitting of the unit natural homomorphism p : idCM(H)A - GolF.

As it is proven in [7] the message of Theorem 3.1 is that the sufficient and necessary
condition for the forgetful functor F : CM(H),y — M4 to be separable is the
existence of normalized elements in V.

Let us turn to the investigation of the space of integrals over the weak Doi-Hopf
datum {H, A, C) in our earlier examples. In doing so we use the fact [19] that the
WHA’s H in the Examples 2 and 3 and K in 4 are Frobenius algebras. By means
of their non-degenerate integrals [2] we identify the space of integrals for the weak
Doi-Hopf datum (H, 4, C) in these examples with a subspace of the smash product
algebra A#C. Also the normalization condition is formulated in these cases as a
relation in the algebra A#C.
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The simple forms of our results - obtained by individual inspection of our Ex-
amples 1-4 and tedious calculations ~ suggest that the description of V' and its
normalized elements can be translated to the language of A#C but until now we
were not able to establish this correspondence in general.

In all of the examples r be a non-degenerate right integral in H and p the dual
right integral [2] in H.

Examples:

1 The space of Dot-Hopf integrals over (H, A, C} is isomorphic to Vg: = CenterH.

Construct the isomorphism f : V =V as

fl):=~(1)(1). (5.2)

The unique normalized element of V5 is the unit element 1 of H.

2 The space of the Doi-Hopf integrals is isomorphic to Vp:= (H Ry n H, the
commutant of the right subalgebra in H. Let us construct the isomorphism f : ¥V —
1/0 as

(FvHih)y: = ely(r)(R)) (5.3)

forall h e H.
An element £ € Vg is normalized if

57 o) oy = 1 (5.4)

hiolds in H.

The space Vg is not isomorphic to the space TL(H) of left integrals in &
generalizing the situation in 3.3 of {7] -. It is its subspace HL which is isomorphic
to TE(H) via the isornorphism ¢ : T5(H) — AL, g{M):= 5(A — r). However, it is
true that the existence of normalized elements in IL(H ) and Vg are equxvalent

3 The space of the Doi-Hopf integrals is isomorphic to Vp: = H' n (H>H), the
commutant of A in the Weyl algebra. The isomorphism f: V — 13 is given by

Flv)e= By(r)(t) (5.8)

with the help of the basis {;} of H and the dual basis {3} of H.
The element w € 1} is normalized if

5! (pay)wpy = ey (5.6)

holds in the Weyl algebra H>H.
4 The space of the Doi-Hopfintegrals is isomorphic to Vo= {u e DIK}|uD(b) =
Dby )uD(5Y(r)S (b)) — p}}. The isomorphism f: V — Vp is given by
)= DIF)D{y(r){h:}) {5.7)

witl: the help of the basis {5;} of K and the dual basis {8} of K.
u € Vg is normalized if

57 o ey = 1o (5.8)
holds in the double D(K).
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6 Appendix: Yetter-Drinfel’d modules over WHA'’s and
Drinfel’d doubles

For the convenience of the reader we give here the generalization of the double
construction due to Drinfel’d [10] and of the corresponding theory of Yetter-Drinfel’d
modules [18, 16] to WHA’s. The Drinfel'd double of WHA's - also without the
details ~ was discussed in [1].

Definition 6.1 Let H be o finite dimensional WHA over the field k. Its Drinfel'd
double D(H) is the WHA defined below:

As a k-space D{H) is an amalgamated tensor product Hyr_ e @ ya_pge H with
the amalgamation relations a* @1 =1 {1 «~ a®): (! @ L) = I @ {ef — 1) for
al € HE. a® € HR®, Denote by D(a)D{o) the image of H® H 3 2 ® ¢ under the
amalgamation and D{a) = P(a)D(R). D(s} = D{LID().

The algebra structure is defined by

D)D) = Dlab)
D{@yD(¥) D{gy)
D(¢)D{a) D{ag,)D(¢2)){Dela@ @S Hem))- {6.1)

One checks that (6.1} is compatible with the amalgamation relations end makes
D{H) an associative clgebra with unit D{L) = D(1).
The coalgebra structure is given by

Ap(D(e)D(9)) = Dlap)D{ép)) ® Dlax)D{dyy)

ep(D(a)D(g)) = clalo — 1)) =é((1 « a)¢). (6.2)
One checks that (6.2) makes D{H) a WBA. Finally the antipode is

Sp(D(a)D(¢)) = DS (8))D{S(a)) (6.3}
making D{H)} o« WHA. ‘

Definition 6.2 Let H be « WBA over the field k. The k-space M is a right Yetter-
Drinfel’d module over H if it is g right H-medule end a left H comodule s.1.

Meo1x00) @Means -ty = apy(m-eny)e-1> ® (M- any)<os
Moy @meos - Lpy = Mo Mo {6.4)
forallme M, e € A
Notice that if H is also 2 WHA then (6.4) can be replaced by the single relation
(M- a)c-1> ® (M- a)co> = 5™ (agy)mesisan) ® meos - ag). {6.5)

By the category YD(H) we mean the category with objects the finite dimensional
right Yetter-Drinfel'd modules over & and arrows T : M -+ M’ intertwining both
the H-module and the H-comodule structures of M and M.
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If A is a finite dimensional WHA then by our Proposition 4.2 and Example 4.
the categery YD(H) is equivalent to the category of the right modules over the
WHA D(H) hence carries (among others) a monoidal structure [1, 2].

We claim that also for a finite dimensional WBA H the category YD(H) of
its right Yetter-Drinfel’d modules is a monoidal category. If M and N are Yetter-
Drinfel’d modules then their monoidal product is defined within My the category of
right H-modules. This k-space M x .V can be equipped also with a left H-comodule
structure as

PuxN (M@ N)i= neazMea1> 1) @ Meos - Ligy @ nces - Az
Also the monoidal unit HZ of My has a left H-comedule structure via
Prui= Ay

The reader may check using some WBA calculus that all Af x ¥ and HL are Yetter-
Drinfel’d modules over H if M and V are.

Also the intertwiners ufy € (M. HY x M)y, ufy € (M. M x HE)p,, are
intertwiners in YD(H) too.
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Abstract

Motivated by the study of depth 2 Frobenius extensions, we introduce a new notion of Hopf
algebroid. It is a 2-sided bialgebroid with a bijective antipode which connects the two, left and right
handed, structures. While all the interesting examples of the Hopf algebroid of J.H. Lu turn out to be
Hopf algebroids in the sense of this paper, there exist simple examples showing that our definition is
not a special case of Lu’s. Our Hopf algebroids, however, belong to the clasg-bfopf algebras
proposed by P. Schauenburg. After discussing the axioms and some examples, we study the theory
of non-degenerate integrals in order to obtain duals of Hopf algebroids.

0 2004 Elsevier Inc. All rights reserved.

1. Introduction

There is a consensus in the literature that bialgebroids, invented by Takeuchi [24] as
x g-bialgebras, are the proper generalizations of bialgebras to non-commutative base rings
[5,13,17,20,21,25]. The situation of Hopf algebroids, i.e., bialgebroids with some sort
of antipode, is less understood. The antipode proposed by J.H. Lu [13] is burdened by
the need of a section for the canonical epimorphis® A — A ®x A the precise role
of which remained unclear. The z-Hopf algebras proposed by P. Schauenburg in [18]
have a clearcut categorical meaning. They are the bialgebrbidger R such that the

* Corresponding author.
E-mail addressesbgabr@rmki.kfki.hu (G. Béhm), szlach@rmki.kfki.hu (K. Szlachanyi).
1 supported by the Hungarian Scientific Research Fund, OTKA—T 020 285, FKFP—0043/2001, and the Bolyai
Janos Fellowship.

0021-8693/$ — see front mattéi 2004 Elsevier Inc. All rights reserved.
doi:10.1016/j.jalgebra.2003.09.005
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forgetful functory M — g M is not only strict monoidal, which is the condition fdr
to be a bialgebroid oveR, but preserves the closed structure as well. In this very general
guantum groupoid, however, antipode, as a Map A, does not exist.

Our proposal of an antipode, announced in [2], is based on the following simple
observation. The antipode of a Hopf algelifais a bialgebra mag: H — Hé’(f’p. The
opposite of a bialgebroidi, however, is not a bialgebroid in the same sense. In the
terminology of [8] there are left bialgebroids and right bialgebroids; corresponding to
whether, M or My is given a monoidal structure. This suggests that the existence of
antipode on a bialgebroid should be accompanied with a two-sided bialgebroid structure
and the antipode should swap the left and right handed structures. More explicit guesses
for what to take as a definition of the antipode can be obtained by studying depth 2
Frobenius extensions. In [8] it has been shown that for a depth 2 ring exteMsion
the endomorphism ring = Endy My has a canonical left bialgebroid structure over the
centralizerR = Cy(N). If N C M is also Frobenius and a Frobenius homomorphism
¥ .M — N is given, thenA has a right bialgebroid structure, too. There is a candidate
for the antipodeS: A — A as transposition w.r.t. the bilinear form m’ € M — ¥ (mm’),
see (3.6). In fact, this definition of does not require the depth 2 property, so in this
example antipode exists prior to comultiplication. Assuming the extendioN is either
H-separable or Hopf—Galois, L. Kadison has shown [9,10] that the bialgelraidits
dual B = (M ®y M)" has an antipode in the sense of [13].

In a recent paper [7] B. Day and R. Street give a new characterization of bialgebroids in
the framework of symmetric monoidal autonomous bicategories. They also introduce a new
notion calledHopf bialgebroid It is more restrictive than Schauenburg'gs-Hopf algebra
since it requires star autonomy [1] rather than to be closed. We will show in Section 4.2 that
the categorical definition [7] of the Hopf bialgebroid is equivalent to our purely algebraic
Definition 4.1 ofHopf algebroid apart from the tiny difference that we allo§f to be
nontrivial on the base ring. This freedom can be adjusted to the Nakayama automorphism
of ¥ in case of the Frobenius depth 2 extensions. It is a new feature of our Hopf algebroids,
compared to (weak) Hopf algebras, that the antipode is not unique. The various antipodes
on a given bialgebroid were shown to be in one-to-one correspondence with the generalized
characters (called twists) in [2].

Itis encouraging that one can find ‘quantum groupoids’ in the literature that satisfy our
axioms. Such are the weak Hopf algebras with bijective antipode, the examples of Lu—
Hopf algebroids in [5], and the extended Hopf algebras in [11]. In particular, the Connes—
Moscivici algebra [6] is a Hopf algebroid it this sense. We also present an example which
is a Hopf algebroid in the sense of this paper but does not satisfy the axioms of [13]. This
proves that the two notions of Hopf algebroid—the one in the sense of this paper and the
one in the sense of [13]—are not equivalent. Until now we could neither prove nor exclude
by examples the possibility that the latter was a special case of the former.

The left and rightintegralsin Hopf algebra theory are introduced as the invariants of
the left and right regular module, respectively. In this analogy one can define left integrals
in a left bialgebroid and right integrals in a right bialgebroid. Since a Hopf algebroid has
both left and right bialgebroid structures both left and right integrals can be defined.

The properties of the integrals in a (weak) Hopf algebra over afieltry information
about its algebraic structure. For example, the Maschke’s theorem [3,12] states that it is
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a semi-simple algebra if and only if it has a normalized integral. The Larson—-Sweedler
theorem [12,26] implies that it is finite dimensional oveif and only if it has a non-
degenerate left (hence also a right) integral. In this casé-theal also has a (weak) Hopf
algebra structure.

Therefore, in Section 5, we analyze the consequences of the existence of a non-
degenerate integral in a Hopf algebroid. We show that if there exists a non-degenerate
integral in a Hopf algebroid4 over the basel. then the ring extensiod. — A is
a Frobenius extension hence also finitely generated projective. Weotdimvestigate,
however, the opposite implication, i.e., we do not study the question under what conditions
on the Hopf algebroid the existence of a non-degenerate integral follows.

If some of theL-module structures of a Hopf algebroid is finitely generated projective
then the corresponding dual can be equipped with a bialgebroid structure [8]. There is no
obvious way, however, how to equip it with an antipode in general. We show that in the case
of Hopf algebroids possessing a non-degenerate integral the dual bialgebroids are all (anti-)
isomorphic and they combine into a Hopf algebroid—depending on the choice of the non-
degenerate integral. Therefore, we do not associate a dual Hopf algebroid to a given Hopf
algebroid rather a dual isomorphism class to an isomorphism class of Hopf algebroids. The
well-known k-dual of a finite (weak) Hopf algebrH over the commutative ring turns
out to be the unique (distinguished) (weak) Hopf algebra in the dual isomorphism class of
the isomorphism class of the Hopf algebraid

The paper is organized as follows. In Section 2 we introduce some technical conventions
about bialgebroids that are used in this paper. Our motivating example, the Hopf algebroid
corresponding to a depth 2 Frobenius extension of rings is discussed in Section 3. In
Section 4 we give some equivalent definitions of Hopf algebroids. We prove that our
definition is equivalent to the one in [7] hence gives a special case of the one in [18].
In the final subsection of Section 4 we present a collection of examples. In Section 5 we
propose a theory of non-degenerate integrals as a tool for the definition of the dual Hopf
algebroid.

2. Preliminarieson bialgebroids

In this technical section we summarize our notations and the basic definitions of
bialgebroids that will be used later on. For more about bialgebroids we refer to the literature
[5,8,18,19,21,22,24].

Definition 2.1. A left bialgebroid (or Takeuchix  -bialgebra).A; consists of the data
(A,L,sp,t,yL, 7). The A and L are associative unital rings, the total and base rings,
respectively. The:L — A andt;:L°° — A are ring homomorphisms such that the
images ofL in A commute makingd an L-L-bimodule via

l-a-l':=s.(Dtr()a. (2.1)
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The bimodule (2.1) is denoted hyA; . The triple(L AL, v, 71) is a comonoid i, M,
the category oL -L-bimodules. Introducing the Sweedler’s notatiafia) = a1y @ a2 €
A ® 1 A the identities

aptt()®ap)=a@) apsL), (2.2)
yL(1a) =14 ® 14, (2.3)

yr(ab) =yr(a)yL(b), (2.4)

mr(1a) =1z, (2.5)

mr(asp omp (b)) =mp(ab) = mp(aty o wp (b)) (2.6)

are required for all € L anda, b € A. The requirement (2.4) makes sense in the view
of (2.2).

The L actions of the bimodulgA ., in (2.1) are given by left multiplication. Using right
multiplication there exists anothdr-L-bimodule structure on the total ring of a left
bialgebroidA; :

l-a-U:=at;,(Ds (). 2.7)

This L-L-bimodule is called'AL. This wayA carries four commuting actions &f.

It AL =(A,L,sp,tr, vy, ) is aleft bialgebroid then so is its co-opposit; cop =
(A, L1, s,y ", 7). The oppositeA’ = (A%, L, 1, s, yr, 1) has a different
structure that was introduced under the naighbt bialgebroidin [8].

Definition 2.2. A right bialgebroid Ar consists of the datéA, R, sg, tr, yr, 7). The A
andR are associative unital rings, the total and base rings, respectivelygTiRe— A and
tg : R°P — A are ring homomorphisms such that the imageR @f A commute makingi
an R-R-bimodule:

r-a-r :=asp(rNtr (). (2.8)

The bimodule (2.8) is denoted BRAR. The triple(RAR, y&, 7g) is a comonoid ik Mz.
Introducing the Sweedler’s notation (a) = a® ® a® € A ® rA the identities
se(a? ®a® = aP Qtr(r)a?,
Yr(1a) = 14 ® 14,
Yr(ab) = yr(a)yr(b),
wr(la) = 1g,

JTR(SR onR(a)b) =TR (ab) ZJTR(tR on’R(a)b)

are required for alt € R anda, b € A.
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For the right bialgebroitdz we introduce theR-R-bimoduleg A via
r-a-r :=sg@)tr(a. (2.9)

This way A caries four commuting actions &.

Left (right) bialgebroids can be characterized by the property that the forgetful functor
AM — M (Mg — rME) is strong monoidal [17,20].

Itis natural to consider the homomorphisms of bialgebroids to be ring homomorphisms
preserving the comonoid structure. We do not want to make difference however between
bialgebroids over isomorphic base rings. This leads to the following.

Definition 2.3 [21]. A left bialgebroid homomorphisrd;, — A} is a pair of ring
homomorphismg® : A — A’, ¢ : L — L') such that

S20¢=¢OSL, tioqﬁ:@otb
niocb:qﬁon[‘, yio@b:(@@@)oyb
The last condition makes sense since by the first two conditiogs® is a well-defined
mapA ® LA e d A ® L’A'
The pair(®, ¢) is an isomorphism of left bialgebroids if it is a bialgebroid homomor-
phism such that bot® and¢ are bijective.
A right bialgebroid homomorphism (isomorphism)z — A’ is a left bialgebroid
homomorphism (isomorphisniig)°P — (A)°P.

Let A be a left bialgebroid. The equation (2.1) describes bmmodulesA; and; A.
Their L-duals are the additive groups bfmodule maps

A i={¢«:Ar - Ly} and  A:={¢:1A— L},
where; L stands for the left regular and;, for the right regular.-module. BothA, and

«A carry left A module structures via the transpose of the right regular actioh. &or
¢s € Ay, +¢ € 4+ A, anda, b € A we have

(a— ¢:)(b) =d«(ba) and (a — «¢)(b) = «¢(ba).

Similarly, in the case of a right bialgebraidlz—denoting the left and right regul&-mo-
dules byR R andRR, respectively—the twa-dual additive groups

A*:={¢*: AR > RR} and *4:={%:fA > FR}
carry rightA-module structures:

(@" —a)b)=¢"(ab) and (¢ —a)(b)="¢(ab).
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The comonoid structures can be transposed to give monoid (i.e., ring) structures to the
duals. In the case of a left bialgebroit},

(Ps¥) (@) = V(52 0 ps(acr)az) and

(V) (@) = ¥ (1L 0+ (a(2))a(1)) (2.10)

for 4@, « ¥ € + A, ¢, Vs € Ay, anda € A.
Similarly, in the case of a right bialgebraidiz,
@*¥*)(a) =¢*(aPtr o y*(a?)) and
() (@) ="¢(aVsg o *yr(a'?)) (2.11)

for ¢*, ¥* € A*, *p, *y € *4, anda € A.
In the case of a left bialgebroid; also the ringA has rightA,- and right,.A-module
structures:

a—¢e=spo¢s(an)ae and a~ =11 0p(ap)au (2.12)

for ¢, € Ay, «¢ € + A anda € A.
Similarly, in the case of a right bialgebroidg the ring A has leftA*- and left*4-
structures:

¢*—~a=aPtg o ¢*(a(l)) and ¢ —a=aVsgo *¢(a(2)) (2.13)

for ¢* € A*, "¢ € *4, anda € A.

In the case when the (R) module structure o is finitely generated projective then
the corresponding dual has also a bialgebroid structug;; ifs a left bialgebroid such that
the L-module A is finitely generated projective thed, is a right bialgebroid over the
baseL as follows:

(kD)@ =L (ase (D), (trD)(@) =Imp(a),
Vir(9) =bi = ¢ @ B, mar(di) = i (1),

where{b;} is anL-basis inA, and{g.} is the dual basis it!,.
Similarly, if Ay is a left bialgebroid such that the-module A is finitely generated
projective then. A is a right bialgebroid over the bageas follows:

(xsr(D)(a) =mL(a)l, (str(D)(a) = 7 (atp (1)),
RGO) =B @bi — b, WTRGP) =h(La),
where{b;} is anL-basis in; A and{, '} is the dual basis in.A.

If Ay is a right bialgebroid such that the-module AR is finitely generated projective
thenA4* is a left bialgebroid over the bageas follows:
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(sp (M) @) =rar(a), (1f(N)@) =7rr(sr(r)a),
Vi@ =¢* —b @Y,  m(@*)=¢*(1a),

where{b;} is anR-basis inAR and{s*'} is the dual basis it4*.
If Ag is a right bialgebroid such that the-module®A is finitely generated projective
then*A is a left bialgebroid over the bageas follows:

(*sz (M) (@) =mg(tr(r)a), (*t.(M)(@) =nr(a)r,
(o) ="B @% —bi,  *mL(p) ="p(La),

where{b;} is anR-basis infA and{*8'} is the dual basis iA.

3. Themotivating example: D2 Frobenius extensions
3.1. The forefather of antipodes

In this subsectionN — M denotes a Frobenius extension of rings. This means
the existence ofV-N-bimodule maps): M — N possessing quasibases. An element
Y iui ®v; € M ®y M is called the quasibasis ¢f [27] if

Zlﬁ(mui)-vizm=2u,~ -Y(vim), meM. (3.1

As we shall see, already in this general situation there exist anti-automorpfiemghe
ring A := Endy My, one for each Frobenius homomorphigm The S will become an
antipode if the extensioN C M is also of depth 2, sd also has coproduct(s).

The idea of writing the antipode as the difference of two Fourier transforms goes back
to Radford’s paper [16] but plays important role in Szymanski's treatment of finite index
subfactors [23], too. If is a non-degenerate left integral in a finite dimensional Hopf
algebraH and) € H* is the dual left integral, i.e4 — [ = 1, then the antipode can be
written asS(h) = (A — h) — L. This formula generalizes also to weak Hopf algebras [3].
Here we will give the analogous formula for the two-step centralizef any Frobenius
extensionN C M.

Instead of a dual algebra df we have the second two-step centraliBein the Jones
tower of N ¢ M which is the center of th&/-N-bimoduleM @y M

B:=MeyM ={(XecM®yM|n-X=X-nVneN}.

Itis a ring with multiplication(b* ®b?) (b'1 @ b'?) = b'1b @ b%p'? and unit s = 1y Q 1y;.
Note that the ring structures of neitharnor B depend on the Frobenius structure. But
if there is a Frobenius homomorphisgn then Fourier transformation makes and B
isomorphic as additive groups.
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Fixing a Frobenius homomorphisgh with quasibasisy ", u; ® v;, we can introduce
convolution products on both and B as follows. From now on we omit the summation
symbol for summing over the quasibasis

a,BeA — axB:=a;)Bi_)eA,
a,beB + axb:=a'y(a?) ®b%e B.
The convolution product lendd and B new ring structures. The unit of is ¢ and the

unit of B is u; ® v;. The Fourier transformation is to relate these new algebra structures to
the old ones. There are two natural candidates for a Fourier transformation:

F:A— B, F(a):=u; Qa), FiA— B, F):=au;) v,
FLB—>A, Fo)y=vy (Y7 FLB—A, Fo)=b'y(b?)

They relate the convolution and ordinary products or their opposites as follows:

Flaxp)=F@FP),  Flaxp)=FP)F),
F@B)=FPB)«F@),  Flap)=F(@) *FPB).

The difference betweef and.F is therefore an anti-automorphism on batland B. This
leads to the “antipodes”

SatA— AP Sy=F1oF, Sa(@)=uiy(a(v)_), (3.2)
Sp:B— B°P,  Sp ::‘7_'_0‘7__,1’ SB(b)ZI/I(Mibl)b2®Ui (3.3)
with inverses

St =y (o)), (3.4)
Sptb) = u; ® b1y (b?v;). (3.5)

Notice thatS, is just transposition w.r.t. the b¥-linear form(m, m") = ¢ (mm’) since
Y (mSa(a)(m")) =y (a(m)m’). (3.6)

These antipodes behave well also relative to the bimodule structures over the centralizer

Cu(N):={ce M |cn=nc,Vn € N}. Let us consideS4. The centralizer is embedded
into A twice: via left multiplications and right multiplications,

L2 AL R,
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whereL stands forCy; (N) and R for Cp; (N)P. Clearly,A(L) C Cp(p(R)). Introducing
the Nakayama automorphism

v:Cy(N) = Cu(N), v(c):=y(uic)v;
of ¢ and using its basic identities

Y (me) =y (v(c)m), meM, ceCy(N),

uic @ v =u; @v(c)v;, c¢e€Cy(N),
we obtain
Spor=pov L Spop=hr
and therefore
Sa(ADp () = Sa(@rr)p(v D), 1€L, reR, aecA. (3.7)

In order to interpret the latter relation as the statementthas$ a bimodule map we define
L-L- andR-R-bimodule structures oA by

I - lp:=sp (Dt (e, (3.8)
r1-a-rz = atr(r1)sgr(r2), (3.9)
where we introduced the ring homomorphisms
spi=L 5 A, spi=R 2> A,
o=LP LR A g =RP L A (3.10)

Also using the notatiof for the inverse of the Nakayama automorphism when considered
as a map

6:L > ROP,
Eq. (3.7) can be read as
Sali-a-12) =0(2) - Sa(@) -0(l1). (3.11)

Remark 3.1. The apparentasymmetry betwegrandz in (3.10) disappears if one repeats
the above construction for the more general situation of a Frobeviids-bimodule X
instead of theyM,, arising from a Frobenius extension of rings. As a matter of fact,
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denoting byX the (two-sided) dual ok and settingA = EndX ®y X, L = EndX, and
R = EndX, we find the obvious ring homomorphisms

sp()=1®X, SR =X®r;

but there is no distinguished mdp— R°P like the identity is in the case of = y My,.
Instead we have two distinguished maps given by the left and right dual functors
(transpositions). It is easy to check that in caseXof y M), they are the identity and
thev—1, respectively, as we used in (3.10).

In order to restore the symmetry, let us introduce the counterpattwafiich is the

identity as a homomorphism R _d, L°P. Then, in addition to (3.11) the antipode satisfies
also

Sa(ry-a-rz) =u(r2) - Sa(a) - 1(ry). (3.12)

The most important consequence of (3.11) and (3.12) is the existence of a tensor square
of S4. In the case of Hopf algebras, one often uses expressionsi&e) o X, whereX' is

the symmetrA® A - A® A, x ® y = y ®x in the category ok-modules. Now we have
bimodule categories M, andg Mg without braiding, sa~ does not exist and neither do

S4® Sa nor S, ® 5, becauses, is not a bimodule map. Instead we have tisted
bimodule propertie$3.11) and (3.12) which guarantee the existence of the ‘composite of’

S4 ® S4 and X although individually they do not exist. More precisely, there exist twisted
bimodule maps

Sag At AQLA—AQRA, a®L B> Sa(B)Qr Sala),
SagpA AQRA—> AQLA, a®rpBr SaB) L Sala).

For later convenience let us record some useful formulas following directly from (3.2)
and (3.10):

SAOSLZILOU_]', Spaotp =5, t, oL =SR,

SA osttRovil, SA0tgR = SR, tRo0 =s]. (3.13)
Notice also that; (L) andzg (R) are the same subrings afand similarlyz;, (L) = sg(R).
3.2. Two-sided bialgebroids

Recall from [8] that for depth 2 extensiom$ — M the A has a canonical left
bialgebroid structure ovdr in which the coproduct; : A - A ® A is anL-L-bimodule
map with respect to the bimodule structure (3.8WIf> M is also Frobenius then there
is another right bialgebroid structure on canonically associated to a choice f in
which R is the base and is an R-R-bimodule via (3.9). Moreover, these two structures
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are related by the antipode. This two-sided structure is our motivating example of a Hopf
algebroid.

We start with a technical lemma on the left and right quasibasesd B denotes the
rings as before.

Lemma 3.2. Let N — M be a Frobenius extension and, u; ® v; be a fixed Frobenius
structure. Letn be a positive integer an@;, y; € A andb;, ¢; € B, fori =1,...,n.
Assume they are related via = F(y;) andc¢; = J'-"(,Bi). Then the following conditions are
equivalen{summation symbols ovesuppresset

(i) b} @N b,~2,3i(m) =mQ@yN ly,meM,
(i) yitm)c} ®n c? =1y @y m, me M;
(i) yi(m)pi(m') =y (mm’), m,m" € M;
(iv) bl @y b%ct @y 2 =ux ®n 1y @ vk-
If such elements exist the extension is called D2, i.e., of depth 2. The first two conditions
are meaningful also in the non-Frobenius case and thergfarg; } was called in [8] a left
D2 quasibasis anft;, y;} a right D2 quasibasis. The equivalence of conditions (i) and (ii)

was shown in [8, Proposition 6.4]. The rest of the proof is left to the reader.
For D2 extensions the map® B +— {m @ m’ — a(m)B(m’)} is an isomorphism

A®L A—>Homy_n(M ®y M, M),

see [8, Proposition 3.11]. Then the coprodygt: A — A ®; A is the unique map
a = o1 ® o which satisfies

oz(mm') =) (m)oz(l) (m/)

We can dualize this construction for D2 Frobenius extensions. We have the isomorphism

A®R A—> Homy_n(M, M @y M), o®g B a(_ui)®y Bi).
Thenyg:A — A ®z A is defined as the unique map— oY @ «@ for which
a(m)u; @y vi = o (muy) @y '@ (v;). (3.14)
Explicit formulas for both coproducts, as well as their counits, are given in the corollary
below. But even without these formulas we can find out how the two coproducts are related
by the antipode.
Theorem 3.3. For a D2 Frobenius extensio&v — M of rings the endomorphism ring

A = Endy My is a left bialgebroid oveL = Cy;(N) and aright bialgebroid oveR = L°P
such that the antipode defined(8.2) gives rise to isomorphisms
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(Sa,t)
(A, R, SR, 1R, YR, TR)®P 25 (A, L, sp, 1L, VL, L) cops

(54.,0)
(A, L,sp.tr, L. L) — (A, R, SR, IR, YR, TR)obp (3.15)
of left bialgebroids. That is to say,

Sa:A— A%is aring isomorphism (3.16)
Spao8p = 51 oL, Spotgr=trolt,

Spos, = Sgrof, Spotp =tgob, (3.17)
YL 0 SaA = SA®pA © VR, YR O SA = Sag, A0 VL, (3.18)
wpoSq =tomg, and mproSp=0om. (3.19)

Proof. The left bialgebroid structure of has been constructed in [8, Theorem 4.1]. The
right bialgebroid structure will follow automatically after establishing the four properties
of the antipode. The first two have already been discussed before. In order to prove (3.18)
recall the definition (3.14) ofz. Thus, (3.18) is equivalent to

STH(Sa@ @) mui) @y S (Sal@) @) (vi) = a(mu; @y vi, (3.20)
Sa(S3He) @) mui) @y Sa (S @ @) (i) = u; @y via(m) (3.21)

for all m € M. Expanding the left-hand side of (3.20) then using (3.6), then (3.4), then the
definition ofy.,, and finally (3.6) again we obtain

Sat(Sa@) @) muny (S, (Sa(@ @) (vi)ur) ®n v
= S (Sal@) ) muy) ¥ (viSa(e) @ (up) ®n vk
= S, (Sa@ @) (mSa(e) ) wp) @ v
=y (mSa(e) ) (ur)Sala)wy(u;))v; ®n vk
= (mSa (@) (uruj))v; @y vk = Y (@(m)ugu;)v; Oy v
=oa(m)ur N vk
and analogously (3.21). Now it is easy to see that botho S4 and6 o 77 o Sgl are

counits foryg. Therefore, both are equal the counitsrg. This finishes the proof of the
isomorphisms (3.15). O

Corollary 3.4. Explicit formulas for the left and right bialgebroid structures can be given
using the quasibases of Lemi®2 as follows
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yL(o) =y QL Cila(ciz_) =a( bb?®LBi=vi®L i xa=axy, ®L b,
(o) = a(ly),
yr(er) =a(_ci)e? ®r ¥ (i) v = uxy (Bi(vi)_) ®r bjea(b7)

= *xSa(Bi) ®r Sa(yi) = Sa(Bi) ®r Sa(yi) xa,

Rr(a) = u;y o a(vy).

4. Hopf algebroids
4.1. The definition

The total ring of a Hopf algebroid carries eight canonical module structures over the
base ring—modules of the kind (2.1), (2.7)—(2.9). In this situation the standard notation
for the tensor product of modules, e.d.®r A, would be ambiguous. In order to avoid
any misunderstandings, we therefore put marks on both modules, 48 @& RA for
example, that indicate the module structures taking part in the tensor product. Other module
structures (commuting with those taking part in the tensor product) are usually unadorned
and should be clear from the context.

For coproduts of left bialgebroids we use the Sweedler’s notation in the fp(a) =
a1y ® a(z) and of right bialgebroidgg (@) = a® ® a?.

Definition 4.1. The Hopf algebroid is a paitA., S) consisting of a left bialgebroid
AL =(A,L,sy, tr, yL, 7r) and an anti-automorphissof the total ringA satisfying

(i) Sot,=s; and 4.1)
(i) SHae)a) ® SHaw)@aw =SHa) @ 1a, (4.2)
Stamy)ayae ® Slamw) @y =14 ® S(a) (4.3)

aselementsaofl; ® 1 A, foralla € A.
The axiom (4.3) implies that
S(a(l))a(z) =t omr oS(a) (4.4)

forall a € A. Introduce the mag;, := 7y o Sosy : L — L. Owing to (4.4), it satisfies

trobp()=tpompoSosp(l)=Sosr (),
914(1)9[4([’) =Ty o SOSL(Z)JTL o SOSL(Z,) ZJTL(tL OoTy O SOSL(Z,)SOSL(I))
=mr(Sos ()Sos () =0,0l). (4.5)
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In view of (4.5)S is atwisted bimodule mapAX — ; A; whereR is a ring isomorphic to
L°P and theR- R-bimodule structure ofi is given by fixing an isomorphism : L°° — R:

r-a-r' :=asyo 9;1 o y,_l(r)tL o ,u,_l(r’). (4.6)

The usage of the same notatiBA® as in (2.8) is not accidental. It will turn out from the
next Proposition 4.2 that there exists a right bialgebroid structure on the totad rivgr
the baseR for which the R- R-bimodule (2.8) is (4.6).

It makes sense to introduce the maps

Sag A AL®LA— ARQFA, a®b+ S(b)® S(@) and
Sagpa  ARQRA = AL ®@ LA, a®b> S(b)® S(a). (4.7)

It is useful to give some alternative forms of the Definition 4.1.
Proposition 4.2. The following are equivalent

() (AL, S) is a Hopf algebroid
(i) AL =(A,L,sp,tr,yL, ) is a left bialgebroid andS is an anti-automorphism of
the total ring A satisfying(4.1), (4.4), and
SA®LAoyLoSfl=S;éRAoyLoS, (4.8)

(yL®ida) oyr = (ida®yRr) o yL, (yr®ida) oy =(da®yL) oyr, (4.9)
where we introduced the rin§ and theR-R-bimodule®AR as in(4.6)and the map
VR ::SA®LAoyLoS*lESXéRAoyLoS:A—)AR®RA.

The equations in(4.9) are equalities of mapst — A; @ AR @ RA and A —
AR @ RA; ® 1 A, respectively.

(i) AL =(A,L,sp,t.,yL, ) is a left bialgebroid and4dg = (A, R, sg, tg, YR, TR) IS
a right bialgebroid such that the base rings are related to each otheRvia L°P.
S is a bijection of additive groups and

sp(L) =tr(R), tr (L) =sg(R) assubrings ofd, (4.10)
(yL ®idg) oyr = (ida®yr) o yL, (YrR®ida) oyr =([da®yr) oyr, (4.11)
S(tL (l)atL(l/)) =s.(")S(a)sL (), S(tR(r/)atR(r)) =sr(r)S(a)sr(r'), (4.12)

S(aqy)a(z) = sg o r(a), aV$(a®) =sp omp(a) (4.13)

hold true foralll,” € L, r,¥ € R, anda € A.



dc_124 10

722 G. Béhm, K. Szlachanyi / Journal of Algebra 274 (2004) 708-750

(iv) Ap is a left bialgebroid ovell. and Ay is a right bialgebroid overR such that the
base rings are related to each other it~ L°P and Eqs(4.10)and(4.11)hold true.
Furthermore, the maps of additive groups

O[:AR(X)RA—)AL(X)LA, a®b|—>a(1)®a(2)b and
,BIAR®RA—>AL®LA, a®b— b(l)a®b(2) (414)

are bijective.(All modules appearing if4.14)are the canonical modules introduced
in Sectior?.)

Each characterization of Hopf algebroids in Proposition 4.2 will be relevant in what
follows. The one in (ii) is as similar to [13] as possible which will be useful in Section 4.3
both in checking that concrete examples of Lu—Hopf algebroids satisfy the axioms in
Definition 4.1 and also in constructing Hopf algebroids in the sense of Definition 4.1 which
do not satisfy the Lu axioms.

As it will turn out from the following proof of Proposition 4.2, the Definition 4.1 implies
the existence of a right bialgebroid structure on the total ring of the Hopf algebroid. The
characterization in (iii) uses the left and right bialgebroids underlying a Hopf algebroid
in a perfectly symmetric way. This characterization will be appropriate in developing the
theory of integrals in Section 5.

The characterization in (iv) is formulated in the spirit of [18], that is the bijectivity of
certain Galois maps is required. The relevance of this form of the definition is that it shows
that the Hopf algebroid in the sense of Definition 4.1 is a special case of Schauenburg’s
x -Hopf algebra.

Proof. (ii) = (iii). We construct a right bialgebroidlz such that(A;, Ag, S) satisfies
the requirements in (iii). LeR be a ring isomorphic td.°? and  : L°® — R a fixed
isomorphism. Set

Ag = (A, R, sp:=1t1 0 ,ufl, IR = s1o 199 o,ufl, VR 1= SXéRA oyrolS,

R ::;LonLoS). (4.15)

(iif) = (iv). We construct the inverses of the maps (4.14):

el AL® LA AR@RA, a®baP®5(a?)p and
BriAL®LA—> Ar@RA, a@be STH(0W)a @@, (4.16)

(iv) = (i). Recall that the requirements in (iv) imply that both left bialgebroidsand
A cop arex-Hopf algebras in the sense of [18]. In particular, [18, Proposition 3.7] holds
true for both. That is, denotingX(a ® 14) ;= a4 ® a— andp~1(1s ® a) :=aj_| @ aj4],
we have
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) ar@®ar@a-=a®la,  aa-1 Qa2 =14 ®a,
(i) am+®aw-ap=a®ls,  ae-a@ @a+1=11®a,
(i) (ab)+ ® (ab)_=aybir ®b_a_, (ab){—1 ® (ab)[4+] = bj—1a1— @ ar+1b141,
(iv) (1a)+®La)- =14 ® 14, L)1 ® Q)+ =14 ® 14,
V) ar®are®a_=aqQar+ aw)—,
aj—) ® af+11) @ a[+12) = a@)[-] ® a)[+] @ 4(2)»
Vi) a1 ®a)®a(=ar+Qa-Qay-,
a-1(2) ® a-11) ® a+] = aj—] S ar+[-] A a(+][+1
(Vi) a=aytpomp(a-), a = ary)sg o g (aj-y),

(Vi) aya_=spomp(a),  apa_) =t omL(a). (4.17)
We define the antipode as
S(a) :=sg o Tr(ay)a— (4.18)
and what is going to be its inverse as
S'(a) :=tg o mr(ap1y)ag_). (4.19)
The maps (4.18) and (4.19) are well-defined due taRbraodule map property ofg.

Sincea(lp ® s (1)) =14 @ s (1) =1t.(I) ® 14, the requirement (4.1) holds true. By
making use of (vi) and (i) of (4.17), one verifies

Saa)ayae ® S(aw) @y = aw-aya@ ® sk o Tr(@W+)aw -y
=a@)-a@2) ® Slaw+) =18 S()
and similarly
S'(a@)ay ® S'(a@)eyan) =S (a) ® 1a,

which becomes the requirement (4.2) once we pra/ed S~1. As a matter of fact by (vi)
of (4.17)

S(a))y ® S(a) =a—) ®sgronr(ay)a_=a- @ S(ay)
hence, using (ii) of (4.17),
Bla ® Slaw)) =am-a@) ® Saw+) =14 ® S(a),

s0, by (viii) of (4.17) and (4.10),
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S o S(a) =tgomr (SR OTR (a(1)+)a(1)_)a(2) =tr omr(a)+a@)-)a)

=SL ©o JTL(a(]_))a(z) =da.

In a similar way one checks th&to S’ =idy.
The anti-multiplicativity ofS is proven as follows. We havg(tg (r) ® 14) = tp(r) @ 14
and byB (14 ® sr(r)) =14 @ sr(r) andS’ = S~ alsoS(tr (r)a) = S(a)sr (r) hence,
S(ab) =sg o nR((ab)+)(ab)_ =sgronr(as+bi)b_a_ =sgompg (tR o nR(a+)b+)b_a_
=sgomg([tro nR(a+)b]+) [tk o mr(a4)b]_a— = S(tg o wr(as)b)a—

=Sb)sgomg(ay)a_ =Sb)S(a).

(i) = (ii). The requirements (4.1) and (4.4) hold obviously true. One easily checks that
the mapsx andg in (4.14) are bijective with inverses
a Ha®b)=S"1(S(@))® S@ab,
B Ha®b)=S""b)2a®S(STHb)).

This implies that the [18, Proposition 3.7] holds true bottdin and. A cop. In particular,
introducing the maps

yR:A— AR@RA, ars (da®S ) oat@®1a),

yr:A— ARQRA, ars (S®ida) o7 H1a ®a)

the part (v) of (4.17) reads as

(yL ®ida) oyr = (ida®yr) 0 ¥L, (4.20)
(ida®yrL) oyg = (yr ®ida) o yr. (4.21)
This means that both (4.8) and (4.9) follow providgg = y;. Using the Sweedler's
notationyg(a) = a® ® a'® andyp(a) = a'¥ ® al? by the repeated use of (4.20) and
(4.21), we obtain
(ida ®yr) o yp(a) =a' @ sp oy, (a<2>(1))a<2>(2)(1) ®a? @
=a@ ®@spon(aw?)ae ®ap®
a4, @5 omp(@® gy @)a® o @ a®?
—aDW @) 07, (D2 1))a D ) @ @

= (ida ® y¢) o yr(@).
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Since by (viii) of (4.17) bottu §(a@) = s o 777 (a) anda'V' S(a'?) = 51 o 71 (a), we
have

g(a):=Sospom, 08 Ya)=S(a)ap =S tosy om0 S(a)

and

(ma ®idg) o (ida ®e ®ida) o (ida @ ¥r) 0 yr(a)
—aWe(aP D) 4@ =4 @aP D52 o5 01y 0 5(a@D)
=aP @ 57H(8(a?),))S ot oL (S(a?)2) = i (@),

(ma ®idy) o (ids®e®idy) o (yg ®ida) o yr(a)
— W (V@) @@ = gD W05, 0, 05 Ha D) @a®

= S(Sfl(a(l))(z))S oS omy, (Sil(a(l))(l)) ® a® = yr(a)
hence by the equality of the left-hand sidgs=y;. O
The following is a consequence of the proof of Proposition 4.2.

Proposition 4.3. Let (AL, S) be a Hopf algebroid and4di a right bialgebroid such
that (AL, Ag,S) satisfies the requirements of Propositi@dn2(iii). Then both(S :
A— A% v:=gmgpos.:L— RP and (S1:A— A% :=ngot, : L — ROP)
are left bialgebroid isomorphismd; — (AR)(C’gp. In particular, Ag is unique up to an
isomorphism of the forrtid4, ¢).

One easily checks that™! o v = 6;. For the sake of symmetry we introduce also
g := v o u~ 1 with the help of which the right analogue of (4.5) holds true:

Sosgr=1trobpg.

Proposition 4.3 has an interpretation in terms of the forgetful funcfgrs M4 —
rRMpg and &y : 4M — rMp as follows. The antipode map defines two functsrs
and S’ : M4 — s M. They have object map&M, <) — (M, <10 S) and (M, <) >
(M, <10 S71), respectively, and the identity maps on the morphisms. It is cleaStiaaid
S’ are strict antimonoidal equivalence functors. The ring automorphisiauisd v define
endo-functorg:e andv of g Mg. The object maps areM, >, <) — (M, <1o j,> o )
and(M, >, <) — (M, < ov, > o), respectively, and the identity map on the morphisms.
The u andv are also strict antimonoidal equivalence functors. We have then equalities of
strong monoidal functor®; o S =v o @ and®; o S’ = o Pp.

Finally, we define the morphisms of Hopf algebroids.

Definition 4.4. A Hopf algebroid homomorphisifisomorphism (Az, S) — (A}, ') is
a left bialgebroid homomorphism (isomorphistd) — A, . A Hopf algebroid homo-
morphism(®, ¢) is strictif S'o®d =@ o S.
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The existence of non-strict isomorphisms of Hopf algebroids—that is the non-
unigueness of the antipode in a Hopf algebroid—is a new feature compared to (weak)
Hopf algebras. The antipodes making a given left bialgebroid into a Hopf algebroid are
characterized in [2].

In the following (in particular in Section 5) we are going to call a trigl&; , Ag, S)
satisfying Proposition 4.2(iii) @aymmetrized fornof the Hopf algebroid(Az, S). The
Ap is called the right bialgebroid underlyingd,, S). In the view of Proposition 4.3
the symmetrized form is unique up to the choice of the base Rrgf .Ag within the
isomorphism class of.°"—the opposite of the base ring of,—and the isomorphism
w: L% — Rin (4.15).

Let us define thbomomorphismsf symmetrized Hopf algebroid$ = (Ar, Ag, S) —

A = (A}, AL, S) as pairs of bialgebroid homomorphisni®;,¢.) : AL — A},
(Pr.¢R) : Ar — Aj. Then by Proposition 4.3 the Hopf algebroid homomorphisms
(D,9) : (A, S) — (A}, S") are injected into the homomorphisms of symmetrized
Hopf algebroids( AL, Ag, ) — (A}, Ay, S') via (@, ¢) = (@,4), (S Lod oS, 1o

¢ oub)—wherep =ng ot andu’ = mg ot; are the ring isomorphisms introduced
in Proposition 4.3. This implies that two symmetrized Hopf algebr@ids, Ag, S) and

(A}, Ay, §") are isomorphic if and only if the Hopf algebroidd; , §) and(A}, ") are
isomorphic.

A homomorphism((®r, ¢1), (Pr, ¢r)) of symmetrized Hopf algebroidd — A’ is
strict if @, = @z as homomorphisms of ringé — A’. We leave it to the reader to check
that this is equivalent to the requirement th@t. , ¢ ) is a strict homomorphism of Hopf
algebroids(Ag, §) — (A}, S, that is two symmetrized Hopf algebroidsl;, Ag, S)
and (A}, A%, ") are strictly isomorphic if and only if the Hopf algebroidd, , S) and
(A, §") are strictly isomorphic.

The usage of symmetrized Hopf algebroids allows for the definition of the opposite
and co-opposite structured® = (A(,Jep, A(Zp, 71 and Acop = (AL cop Arcop S,
respectively.

4.2. Relation to the Hopf bialgebroid of Day and Street

In [22] left bialgebroids over the base have been characterized as opmonoidal
monadsT on the category M such that their underlying functo# have right adjoints.
The endofunctof is given by tensoring ovet¢ = L ® L°P with the L¢-L¢-bimoduleA.

The monad structure makesinto an L¢-ring via an algebra map: L¢ — A, while the
opmonoidal structure comprises the coproduct and counit of the bialgebréida recent
preprint [7] Day and Street put this into the more general context of pseudomonoids in
monoidal bicategories. Using the notion efautonomy [1] they propose a definition of
Hopf bialgebroidas ax-autonomous structure on a bialgebroid. We are going to show in
this section that their definition coincides with our Definition 4.1.

Working with k-algebras the base categdyis the category\M, of k-modules. Then
the monoidal bicategory in questioni4od()) having as objects the-algebras and as
hom-categorieMod(V)(A, B) the category M 4 of B-A-bimodules. The tensor product
® = ® of k-modules makeM od(V) monoidal. A pseudomonoid ik od(V) is a triple
(A, M, J) where A is an object M:A® A — A andJ:k — A are 1-cells satisfying
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associativity and unitality up to invertible 2-cells that in turn satisfy the pentagon and the
triangle constraints. IfA, L, s, ¢, y, ) is a left bialgebroid inV then we have a strong
monoidal morphism

n* (A, M, J)— (L, m, j) (4.22)
of pseudomonoids where
M=A®, A withactionsa - (x ® y) - (a1 ®@ a2) = a@yxa1 ®r az)yaz, (4.23)
J =L withactiona - x =7 (as(x)), (4.24)
m=L°® L* withactions( ®!)- (x®x)®L(y®y)) (1®11) ® (l2®15))
= (Ixl1 @ 11x") @ (yl2 @ I5y'T'), (4.25)
j=L withaction(®!') -x =Ix/' (4.26)

and the bimodule* = ;<A 4, induced by the algebra mayp has a left adjointy, = 4 A e

with the counite:n, o n* — A induced by multiplication ofA. The connection of

this bimodule picture with module categories can be seen by applying the monoidal
pseudofunctoMod(V) (k, —) : Mod(V) — Cat. Then pseudomonoids become monoidal
categoriesy* becomes the strong monoidal forgetful functdr® 4 —: aM — [ My,

and n, its opmonoidal left adjoint. An important piece of the structure is the bimodule
morphism

Vineom— Mo ®ny), a®U®)+— aqsl) @aptl'), (4.27)
which makesn, opmonoidal and encodes the comultiplicatipnA — A ®, A of the
bialgebroid.

In [7] a Hopf bialgebroid is defined to be a bialgebrdidver L together with a strong
*-autonomous structure on the opmonoidal morphjsmL¢ — A. The latter means:
(1) A x-autonomous structure on the pseudomoride.,
() a right A ® A-moduleo defined on thek-module A in terms of an algebra
isomorphisne : A — A°P by
x-(a®b)=&Yb)xa, x,a,be A, and (4.28)
(b) anisomorphism

TFooM®A) —oo(A®M).

(2) A “canonical’x-autonomous structure on the pseudomoridgiavhich consists of the
following:
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(@) ArightL¢® L¢-moduleop defined on.¢ using the isomorphis#y : L¢ — (L¢)°P,
[®1'— 6~1(") ® for some algebra automorphismL — L. Thus
x@x)- (heh)®(elh))= 971(1/2))611 ® l1x'lp

for x,x’, 11,11, 12,1, € L where juxtaposition is always multiplication ih and
never inL°P. (Note that allowing a non-triviad in the definition ofog is a slight
deviation from [7] which is, however, well motivated by Section 3.)

(b) The isomorphism

Fo:aoo(m®Le)—>aoo(Le®m).

(3) The arrown, is stronglyx-autonomous in the following sense: There exists a 2-cell
7:000 (nx ® n«) — o such that

[Foo(n*@)n*@n*)]o[ao(l/l@n*)]o[ro(m@Le)]
= [O’o (n*®¢)] ° [7:0 (Le®m)] o/ (4.29)

and such that the map
thiog0 (n* ® L) > o 0 (AQny),
= [00€®n)]e[to(n*®L)] (4.30)

is an isomorphism. (We usedande to denote horizontal and vertical compositions in
the bicategorfod(V).)

Now we are going to translate this categorical definition into simple algebraic
expressions.

Lemma 4.5. x-autonomous structures on the pseudomondidM, J) are in one-to-one
correspondence with the daf&, ) ", ex ® fi) where¢ is an anti-automorphism of the ring
Aand) , er ® fr € AQr Aissuchthatforalk € A

Y Eag)aera @ Eam) @) fi =Y e ® fik(a) (4.31)
k

k

and such that there exisls ; g; ® hj € A ®, A satisfying, for alla € A:

Y e ae) e ®E Ha)@hjan =Y g Ha)®hj, (4.32)
J J
Zé(gj)(l)ekhj REENMr=14®14, (4.33)
ok
D ET OweE ®ET ) @hjer =14 ® 14 (4.34)
Jk

aselements dd ®; A.
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Proof. In order to find explicit formulas for™ and its inverse, we introduce the isomor-
phisms

P+ 00(M®A) > AQL A, (4.35)
¥ ®aza (@®LD® ) > (E71(0)x) gya B (E7H()x) @b, (4.36)
p_0o0(AQM)— AQL A, (4.37)

X Qapa (@®b®L )= E(xa)yb @ E(xa) ),
with inverses
07 a®Lb)=1®apa @@.b®1), ¢ ' (b®Lc)=1®aps (1®b®L C).
Thenl :=¢_orl o (pf is a twistedA®3-automorphism ofA ®; A in the sense of
r'Eto - oLy - @eb)=t@- - I'xeLy) - beo. (4.38)

Hence,I" is uniquely determined by ;¢; ® fi =I'"(1® 1) as

I'(x Qa4 @®Lb®c))=1Qaz4 (X(l)a ® Z erx2b L fkc) (4.39)
k
and) ", ex ® fx satisfies (4.31). Invertibility then implies that (1@ 1) = 2.8 ®hj
satisfies the remaining equationsa

We need also the expression fGy. We leave it to the reader to check that

No((xr®x") ®regre (1 ®17) QL (2®15) ® (I3®13))
=(1®1) Qregre (x1®17) ® (2@ 15x") @ (I3 ®13) (4.40)

is well-defined and is invertible.

Lemma 4.6. Thex-autonomous property of;, is equivalent to the existence of an element
i € A satisfying

in0 el =t e)i, LI'eL, (4.41)
Y e ® il () =E>)a) ®&>) @), (4.42)
k

while strongx-autonomy adds the requirement tlidie invertible.
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Proof. Since 1® 1 is a cyclic vector in the.¢ ® L¢-moduleop, the module mag is
uniquely determined by:=7(1® 1) as

T(x®x)=in(kx ®x). (4.43)
Tensoring withn, = 4 Az from the right being the restriction via: L¢ — A the element
i is subject to condition (4.41) due to (4.28). Using the expressions (4.43), (4.39), (4.40),
and (4.27) thex-autonomy condition (4.29) becomes equation (4.42). The mateiof
(4.30) can now be written as
(@1 BLegre (a® (I ®1))) =in(x ®x)a @agre (1® U ®1)).

Hencer! is invertible iff the map — ia is, i.e., iff i is invertible. O

Theorem 4.7. A strongs-autonomous structure on the bialgebraoidover L in the sense
of [7] is equivalent to a Hopf algebroid structu¢ely,, S) in the sense of Definitioh.1

Proof. Using invertibility ofi € A condition (4.41) has the equivalent form
E(in’ @it =n(l@6d") (4.44)
and (4.42) can be used to express the eleheng;, ® fi in terms ofi,
e ® fi =£(i) 1) @ EW)2EH L

The conditions (4.31)—(4.34) are then equivalent to

gi®hj=iwi '®ig), (4.45)
[i_lS_l(a(Z))i](ll) ® [i_lE_l(a(Z))i](Z/)a(l) =i~ N a)i @14, (4.46)
E(iawi™) ya@ @&(iaqi™) g =14 @& (iai ). (4.47)

This means that introducing: A — A, a — £(iai~1), the conditions (4.44), (4.46), and
(4.47) are identical to the axioms (4.1)—(4.3), respectively.

4.3. Examples

In addition to our motivating example in Section 3, let us collect some more examples
of Hopf algebroids.

Example4.8. Weak Hopf algebras with bijective antipadiet (H, A, ¢, S) be a weak Hopf
algebra [3,4,14] (WHA) over the commutative rikgvith bijective antipode. This means
that H is an associative unital algebra,A : H - H ®; H is a coassociative coproduct.
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Itis an algebra map (i.e., multiplicative) but not unit preserving in general. In its stead we
haveweakcomultiplicativity of the unit

111 ® 1122111 ® 1121 = 111 ® 112 ® 131 = 111 @ L1121 @ 121,

where }11 ® 12 = A(1). The mape : H — k is the counit of the coproduet. Instead of
being multiplicative, it isveaklymultiplicative:

S(ab[l])s(b[z]c) =¢(abc) = S(ab[z])s(b[l]c) fora,b,ce H.
The bijective mags : H — H is the antipode, subject to the axioms

hnS(hiz) = e(Luh) iz, S(h)hiar=Lye(hla),  S(h)hizS(hs) = Sth)

forall h € H. (If H is finite overk then the assumption made about the bijectivitysaé
redundant.) The WHAH, A, ¢, S) is a Hopf algebra if and only ifA is unit preserving.
The algebraH contains two commuting subalgebragis the image ofH under the
projectionr® : h — L1je(hlz) and L undermt : b+ e(12)h) L 2—generalizing the
subalgebra of the scalars in a Hopf algebra. Both nsaasd S~ restrict to algebra anti-
isomorphismsR — L. We have four commuting actions afandR on H:

HR: h.or:=hr,  RH: r-h:=hS71(r),
Hp: h-l1:=S"10h, LH: 1-h:=Ilh.
Introduce the canonical projectiongspH @ H - HR @ RH and p : H @ H —
H; ® [ H. There exists a left and a right bialgebroid structure corresponding to the weak
Hopf algebra:
Hg:=(H, R,idg, S |, pr o A, 1),
Hy = (H, L,idg, S_1|L, pLo A, I_IL).

We leave it as an exercise to the reader to check gt Hy, S) satisfies the requirements
of Proposition 4.2(iii).

Notice that the examples of the above class are not necessarily finite dimensional and
not even finitely generated ov&. To have a trivial counterexample, think of the group
Hopf algebrakG of an infinite group.

Example 4.9. An example that does not satisfy the Lu-axidf®]. Let £ be a field
the characteristic of which is different from 2. Consider the group bialge&eawith
presentation

kZo=bialg{t |?=1, A(t) =1 ®1, (1) =1)
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as a left bialgebroid over the bakeThat is to say, we sed; = (kZ2,k,n, n, A, &) where
n is the unit mapk — kZ>, A — Al. Introduce the would-be-antipode: kZ; — kZ>,
t— —t.

Proposition 4.10. The pair (AL, S) in Example4.9 satisfies the axioms in Definitighl
but not the Lu-axioms.

Proof. One easily checks the conditions of Proposition 4.2(ii) on the single algebraic
generator, proving that(A;, S) is a Hopf algebroid in the sense of Definition 4.1.

Now, the base rind. beingk itself, the canonical projectidZ, Qi kZo — kZ2Qp kZ>
is the identity map leaving us with the only sectiaty, ®; kZ2 — kZ>® kZ2, the identity
map. Since1)S(t2)) = —1 andn o e(r) = 1, this contradicts to thatAy , S) is a Lu—Hopf
algebroid. O

In the Example 4.8 the left and right coprodugts and yr are compositions of
a coproductA : A — A ®¢ A with the canonical projections;pand k, respectively.
Actually, many other examples can be found this way—by allowing donot to be
counital.

Proposition 4.11. Let. 4, be a left bialgebroid such that and L are k-algebras over some
commutative ring, S an anti-automorphism of such that the axiomg.1)and(4.4)hold
true. Suppose that, = pr o A, wherepy, is the canonical projectiod ® A - AL @ L A
andA: A — A ®; A is a coassociativépossibly non-counitglcoproduct satisfying

PLo(S®S)oA®P=proAcS, pro(St®S ) oAP=pLoAoSTt (4.48)
Then(Ag, S) is a Hopf algebroid in the sense of DefinitidriL

Proof. We leave it to the reader to check that all the requirements of Proposition 4.2(ii)
are satisfied. O

Example 4.12. The groupoid Hopf algebroid.et G be a groupoid that is a small category
with all morphisms invertible. Denote the object set ) and the set of morphisms
by G1. For a commutative ring the groupoid algebra is themodule spanned by the
elements ofG! with the multiplication given by the composition of the morphisms if the
latter makes sense and 0 otherwise. It is an associative algebra @hdsifiinite it has
aunit 1=3 " _coa. The groupoid algebra admits a left bialgebroid structure over the
base subalgebrag®. The maps; = 1, is the canonical embedding; is the diagonal
mapg — g ® g, andn (g) := targetg). This left bialgebroid together with the antipode
S(g) := g~ 1is a Hopf algebroid in the sense of Definition 4.1. Actually this example is of
the kind described in Proposition 4.11 witt(g) := g ® g.

Example4.13. The algebraic quantum toruket k be a field and’, the unital associative
algebra generated by two invertible elemetitandV subject to the relatioV V =gV U
wheregq is an invertible element ik. As it is explained in [11], the algebrs, admits a
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Lu—Hopf algebroid structure over the base subalgébganerated by/: the maps; =,
is the canonical embedding,

yo(U'V") =0V V=V UV, a(U'V"):=U",

and the antipodeS(U"V™) := V~™U". The section¢ of the canonical projection
pr:T; Qx Ty — T, ®1 T, appearing in the Lu axioms is of the form

The reader may check that these maps satisfy the Definition 4.1 as well. This example
is also of the type considered in Proposition 4.11 wattU" V™) .= U"V"™ ®; V™.

Example 4.14. Examples by Brzezinski and Militafg]. In the paper [5] a wide class of
examples of Lu—Hopf algebroids is described. Some other examples [13,15] turn out to
belong also to this class.

The examples of [5] are Lu—Hopf algebroids of the type considered in Proposition 4.11.
Let (H, Ay, eqn, t) be a Hopf algebra over the fieldwith bijective antipoder and the
triple (L, -, p) a braided commutative algebra in the categg®’ of Yetter—Drinfel'd
modules oveH . Then the crossed product algeliré H carries a left bialgebroid structure
over the base algebia

sp()=1#1y, () =p) =lo #ly,
)/L(l#/’l)Z(l#h(l)) XL (1L #h(z)), JTL(l#h)Zé;‘H(/’l)l, (4.49)

whereh ) ®x h) = Ag(h). Itis proven in [5] that the left bialgebroid (4.49) and the
bijective antipode

SU#h) == (t(h)T?Uw) - Lo #T(hw)T?A2) (4.50)

form a Lu—Hopf algebroid. It is obvious that is of the form g o A with A(l #h) :=
(I#h1) @k (AL #h2). The mapA is well-defined sincd # H is L ®; H as a k-space and

Ap mapsH into H ®; H. We leave it to the reader to check thatsatisfies (4.48) hence

the left bialgebroid (4.49) and the antipode (4.50) form a Hopf algebroid in the sense of
Definition 4.1.

The Example 4.9 is not of the type considered in Proposition 4.11. Althguéhof the
form p o A, the A does not satisfy (4.48). In [11] datal ;. , S, S) satisfying compatibility
conditions somewhat analogous to (4.48) were introduced under theexdemeled Hopf
algebra The next proposition states that extended Hopf algebrasSaliifective (such as
Example 4.9) provide examples of Hopf algebroids.

Proposition 4.15. Let (AL, S, S) be an extended Hopf algebra. This means thats a left
bialgebroid such thatt and L are k-algebras over some commutative rihgThe maps
S and S are anti-automorphisms of the algebrs S? = id4 and both pairs(A;, S) and
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(A, S) satisfy(4.1)and(4.4). The mapy,. is a composition of a coassociative coproduct
A:A— A Qi A and the canonical projectiop, : A ®x A — A ® A. The compatibility
relations

AoS=(S®S5)0A® and AoS=(S®S)o0A%
hold true. Then the paitAy, §) is a Hopf algebroid in the sense of DefinitidriL

Proof. We leave to the reader to check that the condition (4.9)—hence all requirements of
Proposition 4.2(ii)—hold true. O

5. Integral theory and the dual Hopf algebroid

In this section we generalize the notion of non-degenerate integrals in (weak) bialgebras
to bialgebroids. We examine the consequences of the existence of a non-degenerate integral
in a Hopf algebroid. We dnotaddress the question, however, under what conditions on the
Hopf algebroid does the existence of a non-degenerate integral follow. That is we do not
give a generalization of the Larson—Sweedler theorem on bialgebroids and neither of the
(weaker) [3, Theorem 3.16] stating that a weak Hopf algebra possesses a non-degenerate
integral if and only if it is a Frobenius algebra. (About the implications in one direction see
however [2, Theorem 6.3] and Theorem 5.5 below, respectively.)

Assuminghe existence of a non-degenerate integral in a Hopf algebroid we show that
the underlying bialgebroids are finite. The duals of finite bialgebroids w.r.t. the base rings
were shown to have bialgebroid structures [8] but there is no obvious way how to transpose
the antipode to (either of the four) duals. As the main result of this section we shoifv that
there exists a non-degenerate integrah Hopf algebroid then the four dual bialgebroids
are all (anti-) isomorphic and they can be made Hopf algebroids. This dual Hopf algebroid
structure is unique up to isomorphism (in the sense of Definition 4.4).

For the considerations of this section the “symmetric definition” of Hopf algebroids, i.e.,
the characterization of Proposition 4.2(iii) is the most appropriate. Throughout the section
we use the symmetrized form of the Hopf algebroid introduced at the end of Section 4.1.

It is important to emphasize that although the Definitions 5.1 and 5.3 are formulated in
terms of a particular symmetrized Hopf algebrold= (A, Ag, S), actually they depend
only on the Hopf algebroidA;, S). That is to say, if is a (non-degenerate) left integral
in a symmetrized Hopf algebroid then it is one in any other symmetrized form of the same
Hopf algebroid. Therefore, can be called a (non-degenerate) left integral of the Hopf
algebroid. Analogously, although the anti-automorphisim Lemma 5.9 is defined in
terms of a particular symmetrized Hopf algebroid, it is invariant under the change of the
underlying right bialgebroid.

For a symmetrized Hopf algebroid = (A, Ag, S) we use the notations of Section 2:
the A, and ,.A are theL-duals of A7, the A* and *4 the R-duals of Ag. Also for
the coproducts of4;, and.Ag we write y;.(a) = a@) ® az) and yg(a) = a'’¥ @ a?,
respectively.
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5.1. Non-degenerate integrals

Definition 5.1. Theleft integralsin a left bialgebroid4, = (A, L, sz, t, yL, mr) are the
invariants of the left regulad module

I(A) = {teAlat=s,om (a)t Va € A}.

Theright integralsin a right bialgebroiddr = (A, R, sg, tr, Y&, Tg) are the invariants of
the right regulard module

IRA) :=={T € A|Ta=Tsgonr(a) Ya € A}.

The left/right integrals in a symmetrized Hopf algebraid; , Ar, S) are the left/right
integrals inAy /Ag.

Lemma 5.2. For a symmetrized Hopf algebroid the following properties of the element
£ of A are equivalent

(i) £eIxA);
(i) alt=tpomp(a)tforallacA;
(i) S(0) e IR(A);
(iv) S7(0) e IR (A);
(V) S@)t?D 0@ =¢D Qat@ aselements oh® @R A, foralla € A.

Proof. Leftto the reader. O

Definition 5.3. The left integrak in the symmetrized Hopf algebroid is non-degenerate
if the maps

b A*—> A, ¢*—¢*— ¢, and

ROA— A, ToTp— 4 (5.1)
are bijective. The right integraf in the symmetrized Hopf algebroid is non-degenerate
if S(7) is a non-degenerate left integral, i.e., if the maps

T A — A, ¢~ T —¢,, and

LY A=A, =T — ¢ (5.2)

are bijective.

Remark 5.4. If ¢ is a non-degenerate left integral in the symmetrized Hopf algebroid

A then so is inAcop and when replacingd with Acop the roles offr and ¢ become
interchanged. Hence, any statement proven in a symmetrized Hopf algebroid possessing a
non-degenerate left integral dp implies that the co-opposite statement holds trug 6n
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Theorem 5.5. Let A be a symmetrized Hopf algebroid possessing a non-degenerate
left integral. Then the ring extensiong : R — A, tg : R°P — A, s, : L — A, and
t; : L°° — A are all Frobenius extensions.

Proof. Let ¢ be a non-degenerate left integral . With its help we construct the
Frobenius system for the extensign: R — A. It consists of a Frobenius map

=0 (14)  RAR - R (5.3)
and a quasi-basis (in the sense of (3.1)) for it
(P ®5(t?) e AR @ gA.

As a matter of fact the.* is a right R-module mapA® — R by construction. We claim
that it is also a leflR-module mapr A — R. Since

(A = S(@) = £ =tPtg 0 2*(S(@EP) =a(W* = 0) =a, (5.4)
the inversef;* mapsa € A to A* « S(a). This implies that* < sg(r) = 5" o 1r(r).
Now for a given element € R the mapy (r)* : AR - R, a — ri*(a) is also equal to
Lt otr(r) as

X () = e=tP1r(ra* (L)) = &* = O1r(r) = 1r (7).
Applying the two equal maps* — sg(r) andy (r)* to an element € A, we obtain
A* (sR(r)a) =rA*(a). (5.5)
This proves that* is an R- R-bimodule mapg AR — A. Also
sg o A (at®)S(¢@) = S(A* ~ )a=a and (5.6)
(Dsg 0 2*(S(€?)a) = atWBsg 0 1% 0 S(¢@). (5.7)

Now we claim thatt™Wsz o 1* 0 S(£@) = A* o § — ¢ is equal to }, which proves the
claim. (Recall that by (5.5)* o S is an element of4.) Sinceﬂ;l(a) =21*~— S(a),

¢*(a) = [2* — S(@* — 0)](@) = 1*(sg 0 ¢* (¢ )5 (¢?@)a) (5.8)

forall ¢* € A* anda € A.
By the bijectivity of z¢, we can introduce the elemerit. := r¢~1(14) € *A.
Analogously to (5.5) and (5.4), we have
*A(tR(r)a)z*k(a)r and (5.9
0 YNa) =" — S Ya). (5.10)
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Since bothg¢ and S~1 are bijective, so is the mag — *4, a — *A — a. Using the
identities (5.9), (5.5), and (5.8), compute

(A — STt 0 S — 0) (@) =*A(tr 0 A* 0 S(£@)s7(eD)a)
=2*(sg 020 STt S (@) S(@)) = *1(a)

for all a € A. This is equivalent to\* o § — ¢ = 14 that is*A = A* o S proving that
*, tD @ §(¢@)) is a Frobenius system for the extensiagn R — A.

By repeating the same proof idcop, We obtain the Frobenius syste(i, £? ®
$~1(¢M)y) for the extensiomg : R — A.

It is straightforward to check thai 1 o 1*, ¢ ® 5(¢?)) is a Frobenius system for
the extension; : L — A, and(v"10*x, £@ @ $~1(¢D)) is a Frobenius system for the
extensions; : L — A. O

From now on, let¢ be a non-degenerate left integral in the symmetrized Hopf
algebroidA, seti* = £3(14) and*i = g€1(14).

Theorem 5.5 implies that for a symmetrized Hopf algebrdidbossessing a non-
degenerate integral the modulag, RA, A;, and A are finitely generated projective.
Hence, by the result of [8], their dual$* and*A carry left bialgebroid structures over the
baser, and A, and..A carry right bialgebroid structures over the bdse

s} (r(@) =rmr(a), *sL(r)(a) =g (tr(N)a),

1 (r)(a) =mr(sr(r)a), *1L(r)(a) =mr(@)r,

vi@) =0 — P H(t?®),  tyLfe)=r (D)@ % — @,

i (9") = 0" (La), 11 (9) =" (14).

ssr()(@) = (asL (). w$r(D)(@) =L (a)l,

ter(D)(a) =7 (a), r()(a) = (atL (1)),

VeR(@) = L) = 0 ® L 12D, VRGP = L) ® L) — 40,

TR (65) = Pu(La), TTRGP) = +p (La). (5.11)

Lemma 5.6. Let £ be a non-degenerate left integral in the symmetrized Hopf algebtoid
Then fora* = €, (14), *A = r£~1(14), and any element € A, the identities

A —~a=sgor*(a), (5.12)
*A—a=tgo*A(a) (5.13)

hold true.
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Proof. One checks that
P*AF = LM (@" — 1a) =5} 0 p* (LA)A*

for all ¢* € A*. This implies thaip*(A* — a) = ¢p*(sg o L*(a)) for all ¢* € A*. Since
AR is finitely generated projective by Theorem 5.5, this proves (5.12). The identity (5.13)
follows by Remark 5.4. O

The left integrals in a Hopf algebroid were defined in Definition 5.1 as the left integrals
in the underlying left bialgebroid. The non-degeneracy of the left integral was defined in
Definition 5.3 using however the underlying right bialgebroid as well, that is it relies to
the whole of the Hopf algebroid structure. Therefore, it is not obvious whether the non-
strict isomorphisms of Hopf algebroids preserve non-degenerate integrals. In the rest of
this subsection, we prove that this is the case:

Proposition 5.7. Let both (A, S) and (A, S") be Hopf algebroids. Then their non-
degenerate left integrals coincide.

Proof. Aleftintegraléin (AL, S) is a left integral in(A., S”) by definition.

Let Agr = (A, R,sR, IR, YR, g) and Ay = (A, R', sk, 1, v, Tg) be the right bialge-
broids underlying the Hopf algebroidsl, , S) and(AL, S’), respectively. It follows from
the uniqueness of the maps! andg 1 in (4.16) that the coproducig (a) = a® @ a®
of Ag andyp(a) = a'¥ ® a™? of A}, are related as

aP®s 1o S(a(z)) =aV®a? =90 S_l(a(l)) ®a?. (5.14)

With the help of the mapg =ngot,, ' =npoty, v=mgosy, andv =my os., We
can introduce the isomorphisms of additive groups:

A= A% ¢ W on togt,
>»;4_)>»;4/’ *¢I—>U/OU710*¢.
Then the canonical actions (2.13).4f* and.A* and of*4’ and*4 on A are related as
Woulog* La=5"1oS@* —a),
Vov~to *¢—//a=S/oS*l(*¢—ra)

what implies the non-degeneracy of the left integtah (Az, S’) provided it is non-
degenerate ind;, S). O
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5.2. Two-sided non-degenerate integrals

Proposition 5.7 above proves that the structure of the non-degenerate left integrals is the
same within an isomorphism class of Hopf algebroids. In this subsection we prove that for
a non-degenerate left integraln the Hopf algebroid.A;, S) there exists a distinguished
representativeAy , S;) in the isomorphism class @f4; , ) with the property that is not
only a non-degenerate left integral@A, , S;) but also a non-degenerate right integral.

The Hopf algebroids with two-sided non-degenerate integral are of particular interest.
Both the Hopf algebroid structure constructed on the dual of a Hopf algebroid in
Section 5.3 and the one associated to a depth 2 Frobenius extension in Section 3 belong to
this class.

Lemma 5.8. Let ¢ be a non-degenerate left integral in a symmetrized Hopf algeb#oid
SetA* = E;l(lA) and*) := g¢~1(14). Then any(not necessarily non-degenerpteft
integral ¢’ € 7L (A) satisfies

Cspo A (€)=t = Ltg o *A(L)).

Proof. Observe that forp € *4 and ¢ € Z-(A) we have*p — S~1(¢/) = *t; o *p o
S~1¢"); hence

=282 — ="t 0*r0oSTH) — L =tsg 0 A*(£)).
The identity¢’ = £t o *A(¢') follows by Remark 5.4. O

Lemma 5.9. Let ¢ be a non-degenerate left integral in a symmetrized Hopf algebroid
A. Setr* := £31(14). Then the magg : A — A; a > S((A* < £) — a) is a ring anti-
automorphism.

Proof. Using Lemma 5.8 one checks that

[ <0 —a][(A* — &) —b] =aPtg 0 1* (LaD)pP 1 0 1* (e6D)
=a@pDtp o p* (KSR o\* (éa(l))b(l))
=a@pPtg o 1*(LaPp D)
=\ —0) —~ab
fora, b € A, hence the map is anti-multiplicative. By analogous calculations the reader

may check that it is bijective with inversg 1(a) = S~1((*A — £) — a), where*A :=
YA =2*0S. O

Proposition 5.10. Let ¢ be a non-degenerate left integral in a symmetrized Hopf algeb-
roid A. Then the following maps are bijective
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EL:A*_>A7 ¢*'_>€/_¢*7
Ll A— A, @ > £~ 4.
Proof. We claim that with the help of the ring isomorphism(introduced in Proposi-

tion 4.3) we have — ¢ = £~ 1o £r(v 0 +¢ o S~1), which implies the bijectivity of; ¢.
As a matter of fact,

¢~ v ot @ o S]
=t 0v o (M < S(@) oSl =St otr o *A(la) )
= ST ("1 — L@a)ta = STH(Sw)tPaVsk 0 *1 (L2 Pa?))
= 5Lk 0 R (6D)aDsg 0 *A(£P@a@)) = 571 (aDsg 0 *A(€a®))

=SH(r— 0 —a)=t"Ya). (5.15)
Similarly, by the application of (5.15) tdlcop,
t—¢,=Eorl(nogs0), (5.16)
hencet; is also bijective. O

Using (5.16) we have an equivalent form of the anti-automorptéisimtroduced in
Lemma5.9:

£@) =0+ (a— ;1 1). (5.17)

Lemma5.11. Let ¢ be a non-degenerate left integral in a symmetrized Hopf algebdoid
Then for all elements, b € A we have the identities

(1) = a =t Y(a) — b, (5.18)
a7 b)y=b— 1Y), (5.19)
() —~a=a 10, (5.20)
RO —a=a~ £710). (5.21)

Proof. We illustrate the proof on (5.18). Use Lemma 5.6 to see that

rCHa) — b=bD (W —~ §(b@)a) =51 0 w1 (by)aPtg 0 1*(S(b2))aP)

=0 () —~a,

wherepr* = Z;l(lA). The rest of the proof is analogoust
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Lemma5.12. Let¢ be a non-degenerate left integral in a symmetrized Hopf algebdoid
Set\* = E;l(lA). Thenthe map : R — R, r — A*(£tg(r)) is a ring automorphism.

Proof. It follows from Lemma 5.8 that is multiplicative: forr, r’ € R

k(@) =1* (étR (r))A* (EtR (r/)) =A" (ESR oA* (EtR(r/))tR (r)) =\" (étR tr (r))

=k (rr').

In order to show that is bijective, we construct the inverse! : r — *A(£sg (r)) where
A=l t1a)=1"0S. O

Proposition 5.13. Let £ be a non-degenerate left integral in the Hopf algebraitt, , S).
Then there exists a unique Hopf algebraid., S;) such that¢ is a two-sided non-
degenerate integral iRAz, S).

Proof. UniquenessSupposethatA, , S,) is a Hopf algebroid of the required kind. Denote
the underlying right bialgebroid by, = (A, R, sk, 1, Vg, Tg). Definer™ e A™ with

the property that™ L= 14 (where$ denotes the canonical action (2.13)4f on A).
Introducing the notationr, (a) = a'¥ ® a'?, one checks that
ST = (W L 0) S 0= 0@ o % (0eW) = 6Pt 0 2% (b5 0 R (£11))
=ty o M (0) = L.

With the help of the element; o S~1 o 5" € A,, we have
S(a—npo8 oS ) =508 (@M)sg omr(S'(@)'?) =5 (a)

for all a € A, where in the last step the relation (5.14) has been used. Then the condition
S’(¢£) = £ is equivalent to

§'@)=S(a— ;10 57H0)).

This proves the uniqueness §f

Existencelet & be the anti-automorphism of introduced in Lemma 5.9. We claim
that (A, &) is a Hopf algebroid of the required kind. Introduce the right bialgebsjd
on the total ringA over the bas& with structural maps

/ / -1 / -1 -1
Sk = SR, tr =& T oSsR, VR=§A®LA°SA®RAOVROS oé&,

nk:nRoSflog,

whereAg = (A, R, sg, tr, YR, TR) IS the right bialgebroid underlyingA; , S). First, we
check that the tripl€. A, A%, &) satisfies Proposition 4.2(iii). Since

£ oSosg=E6totgobr=Storgobgr=sr and £ loSorg=¢tosg,
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the A is a right bialgebroid isomorphic td r via the isomorphisnic 1o S, idg).
The requirement, (R) = sg(R) =1 (L) obviously holds true. Since

tR(r)=E"Tosgp(r) =S osg o *A(Lsg(r) =tg 0ok TH(r),
alsorg(R) =1g(R) =s.(L). Since
ylle(a) =q'l ® a'? =g;éLA oyr o&(a) =q® ® S_l o S(a(z))

=aP @5 (rt oS — 5(a?))=aP @ S7H(S(a®) — Lo S(0)

= a(l)sR oKo[o Lé_l oS®)o S(a(z)) ® a(s),
we have
(L ®ida)oyp@ =aP @y ®aP @& 0 S(a?)=aqy®@apP @t o S(an?)
= (ida ®y¢) o yL(a),
(ida ®yL) o yg(a) = aWsgpoko Lo oS o S(a(z)) ® a(3)(1) ® a(3)(2)

= a(l)(l)sR oKoOMO Lﬁ_l oS o S(a(l)(z)) ® a(l)(s) ®a)

= (yg ®ida) o yL(a).

By Lemma 5.9, the is an anti-automorphism of the ring. The identity¢ o 1, = s} is
obvious and also

Eotp =fospou=Sosgou=sL.

Finally,

E(a)ap =sgomg((A* =€) —~a) =sgomgo S tok(a) = sk owh(a),

a{l}é(a{Z}) = a(l)é o é_l o S(a(z)) =spomy(a).

This proves thatd, = (AL, A%, &) satisfies the conditions in Proposition 4.2(iii); hence
(AL, &) is a Hopf algebroid. Since

£ =S —0—~)=Sos ) =¢,

the is a two-sided non-degenerate integradfpp. O
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5.3. Duality

It follows from Theorem 5.5 that for a symmetrized Hopf algebtdidossessing a non-
degenerate left integrdl the dual rings (with respect to the base ring) carry bialgebroid
structures. These bialgebroids (5.11) are independent of the particular choice of the non-
degenerate integral. In this subsection we analyze these bialgebroids. We show that the four
bialgebroids (5.11) are all (anti-) isomorphic and can be equipped with-gependent
Hopf algebroid structure. Because of thelependence of this Hopf algebroid structure
the duality of Hopf algebroids is sensibly defined on the isomorphism classes of Hopf
algebroids.

Lemmab5.14. Let¢ be a non-degenerate left integral in the symmetrized Hopf algebtoid
Then with the help of the anti-automorphignf Lemmeb.9we have the equalities

(@)@ s7HeD) =20y ® L) = S(¢?) @£ (¢D) (5.22)
inA;, ® LA.

Proof. The element 1(¢@)® s~ 1(tW)isin A, ® LA sinceS Losg =tg =s; ov 1
andélorg =S"torg =1, ovt. Using (5.15), in4; ® 1 A we have

£ @ STHeY) = ¢y ® tr 0 *A (L) STH(EP) = £1) ® £ ().
The other equality follows by repeating the prootdop. O

Corollary 5.15. For a non-degenerate left integrélin the symmetrized Hopf algebraid
the map<; and ¢ satisfy the identities

Cp(a— ¢i) = L1 (P)E(a), (5.23)
L@ — +p) = LLG:P)E H(a), (5.24)

whereg¢ is the anti-automorphism of introduced in Lemma&.9.

Theorem 5.16. Let ¢ be a non-degenerate left integral in the symmetrized Hopf algebroid
A= (AL, Ag, S). Then the left bialgebroidg*,, *A, (Axg)ebp and («Ar)ehpin (5.11)

are isomorphic via the isomorphisms

(LefloffloKL,idR)

(Asr)cop (+AR)cop
(ZRJ'OZL,U)\L l (Re_loLe,;,L),
(RefloffloeR,Q_l)
AL £ Ay

where¢ is the anti-automorphism of introduced in Lemm&.9 and the maps:, v, and
O are the ring isomorphisms introduced in Propositidi3.
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Proof. By Proposition 4.3, the map is a ring isomorphisni°? — R. By Proposition
5.10,3}10& is bijective. Its anti-multiplicativity follows from (5.20). The comultiplicativ-
ity follows by the successive use of the identify(¢* — a) = S~1(a)lr(¢*), the integral
property of¢, (5.22), and (5.23):
Vi olgtolr(dy) =g ol — (P @ (e?)

= (S D)L 60) @ £ (e?)

= 0 (L) ® LM (L (P08 (L))

=gt o L (07N (E@)) ® gt o Lty — ¢2)

= (Cgt oL ® Lt 0 lL) 0 vurP(s).

One checks also

(o tr osrD) (@) =*A(S™Ha)sL o wL[Lys (D]l ) = vDmr(a) = (s} 0 v(D)) (@),
(z;l ol otig(D)(@) =*1(S"Ha)sL[lmL () |C2) = wr(sk 0 v(D)a) = (tF 0o V(D)) (@),
7y ol o LL(d) =vodu(tL o v o A(E2)Lw) = v 0 Pu(14) =V 0 Tur($2).
This proves that(¢z* o €;,v) is a bialgebroid isomorphisniA.g)ehp — A*L. By
Remark 5.4, ¢~ 10 1 ¢, ) is a bialgebroid isomorphisr(r;AR)ggpe *Ar.
By (5.16), gt 1o €7 o tg = o £t 0 Lr(9*) o S, hence we have to prove that
(o — oS, ) is a bialgebroid isomorphisid.g)eop — AL .
The mapu is a ring isomorphisni.°P — R by Proposition 4.3. The maf. — po¢gso0S
is bijective. Its anti-multiplicativity is obvious. The anti-comultiplicativity follows from
(5.16) and (5.22):
“VL(rodsoS) =rtH(P)@pogioS —?
=pol;to&(tP)oS@uo(S(t?)~¢,)os
:Mo(ﬁiz)oS@Mo(ﬁil)oS.

Finally, by Proposition 4.3
(nosir@) o S)(@) = pomr(S@sr)) =7r(sr o p)a) = (*sz o u))(@),

(o tur(l) 0 S)(@) = pu(lmL 0 S@) = mr(@pl) = (1L o u()) (@),
(o ¢y 08) = o ¢y o S(La) = o Txr(Px).

This proves the theorem.o
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Theorem 5.17. Let ¢ be a non-degenerate left integral in the symmetrized Hopf algeb-
roid A. Then the left bialgebroidl}, = (A, R, 5., tsr., VL. T+1) Where
se1.(r)(@) = ()L (a), ter (r)(a) =7y (atg o k(1))

Vel (@) =E72(02) = b @ €17 Hl),  Tar(ds) =15 (L — ¢y),

the right bialgebroidA.x in (5.11) and the antipods’ := ezlog of form a symmetrized
Hopf algebroid denoted hyl’.

Proof. We show that the tripled! := (AﬁL, Axr, SY) satisfies the conditions in Proposi-
tion 4.2(jii).

The A%, is a left bialgebroid isomorphic t6..4z)hp via the isomorphism(; ¢t o
L1, ). Also

s« (R) =t,r(L) and 1, (R) = sr(L)

hold obviously true. Making use of the identities (5.22) and (5.23), one checks that

(id.4, ®¥4r) 0 VuL () =& 2(£(2) = ¢ ® Ly — £ () ® £ (L2))
=£72(L2) = ¢ ® L (Lt (L)) ® £ (U2))
= %’72(5(2)52(5(1/))) 0 Q® 321(5(1)) ® 321(5(2/))
= (yxL ®1d 4,) 0 Yxr(Px),
(rer ®1d4,) 0 YuL () = LanE 2(L2)) = hw ® £ (L2)) ® L1 (L))
=la) > ¢« ® 521(5(2/)«‘371(5(2))) ® 621(5(1))
=Ly — ¢« ® 5_2(5(2)) - 521(5(2/)) ® Zzl(ﬁ(l))
= (id 4, ®Y«L) 0 Vr(Ps).
The St = (¢(; 0£010) 0 (171 0 £1) is @ composition of ring isomorphismg o ¢, :
(A% — ,Aand¢;togo 0 . A— A, henceitis an anti-automorphism of the ridg.
Also
Stotir)(@)=p o gt ol otir(l) o ST Ha)
= o a(ST s (1L (€1)) e ]S H@)
= tomgoS Hase (1) =mp(asL (D)) = ssr()(@),
Stotu ()@ =p tort ™ oly ot (r) o STHa)
=p o (asp o (Eytr ok 1)) (2)

= [,L_l o\* (tL omy(a)ltg o K_l(r)) = M_l(V)NL(a) = 5.1 (r)(a).
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Since
ot Ha)="Ha?) @57 Ha?P) and yro& (@) =& "Ya@) ® ST Haw).

we havey, o £72(a) =& 1o S71(an)) ® St o £ 1(a(z). Then we can compute

(S @e @)1y (@) = [ 0 671 @) (E2(U2) — ¢4)] (@)
=([a =7 07 L))
=¢. ([ lw) ~ L @]E (U 2)
=¢s0 «572(«‘3 (5(2)(1)5(2)(2))L571(a) o S7HeWD)
= ¢ (L)L (L)Ll @) (E2) = pu(1a)L(a);

henceS! (1)) $«(2) = sk o Txr (¢:) for all g, € A,. Also

[67SE(52)](@) = [ty — pu)e 0 E(L2)](@)
=p ot (e 0 Sil(SL o px(awyl1)aw)
=p tor* (sz 0 pulayln)apl) = ptoa (@l — ¢y)
= tor* (i omr(@)l « i) =t o A (L — pu)7L(a)
= [s4L 0 Tar(9)](@).

This proves thad! = (AﬁL, Air, St is a symmetrized Hopf algebroid.o

Obviously, the strong isomorphism class of the Hopf algebmij@, 5% depends only
on the Hopf algebroid.A; , S) and the non-degenerate left integéaif it. It is insensitive
to the particular choice of the underlying right bialgebrgig.

The antipodesf has a form analogous to (5.17):

SHge) (@) = (L — ¢2) = £ (1w)](@). (5.25)

Using the left bialgebroid isomorphisms of Theorem 5.16, also the dual left bialgebroids
(*AR)SEP, Aj , and*4; can be made Hopf algebroids, all strictly isomorphic to the above
Hopf aIgebroid(AiL, $%). They have the antipodes

St=p0t0k0 0, (5.26)
Sf =tz o0& olp, (5.27)
“Se =gt Lok opl. (5.28)

Let us turn to the interpretation of the role of the Hopf algebroid, , S¢). As A, is

*

isomorphic to(..Ag)ehp and the right bialgebroid underlyingd’, , S¢) is A.z, on the
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first sight it seems to be natural to consider it as some kind of a dugilpfS). There
are however two arguments against this interpretation. First, the Hopf algeb\@dsf)

depends orf. Second, as it is proven in Proposition 5.L9£L, 5¢) belongs to a special
kind of Hopf algebroids: it possesses a two-sided non-degenerate integral.

Lemma5.18. Let A be a symmetrized Hopf algebroid such that fvenoduleA® in (4.6)
is finitely generated projective. Then a left integfak 75 (A) is non-degenerate if and
only if the mapy is bijective.

Proof. Theonly if partis trivial.

In order to prove théf part, recall that by the proof of Lemma 5.6 faF := E,}l(lA)
and alla € A the identityA* — a = sg o A*(a) holds true A* is an R-R-bimodule map
rAR = R, and the inverse ofy reads aﬂ;l(a) =A* — S(a). Then

for all ¢* € A* anda € A. Using the finitely generated projectivity of®, we have
D5 o0r*08(0P@)=1,.Sincer* o S € *4, the inverse: ¢~ 1 can be defined agt~1(a) =
MoS—Sla). O

Proposition 5.19. Let A be a symmetrized Hopf algebroid possessing a non-degenerate
left integral £. Then the elemertgl(lA) in A, is a two-sided non-degenerate integral in
the symmetrized Hopf algebraidf, (constructed in Theore®.17)

Proof. It follows from (5.16) thatt; *(14) = =1 o A* wherer* := £,(14) andy is the
ring isomorphism introduced in Proposition 4.3. Forgalle A, anda € A, we have

[(17 0 2)g](@) = pu 0 S(*h — S7H@) = pu(La) ™ 0 ¥ (@),
hence
[(17 0 Atk 0 Tk ($2)](@) = 1k 0 Tk (B:) (La) ™ 0 27 (@) = pu (L)t 0 1 ¥ (),
which proves that. =1 o 1* is a right integral. Using (5.17),
S o) =t ot ol (o) = (o2 (1) = ¢ ) =t 1",
henceu ™! o A* is also a left integral.

As it is proven in [8], sinced is finitely generated projective, so is the Iéft = L-
modulel+(A,). The corresponding dual bialgebrdidA,), is isomorphic tad; via the
isomorphism(¢, id; ) of left bialgebroids where

1iA = F (A, Wa)(@y) = di(a). (5.29)

Since
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(@) — ¢2) () = 7 ([b — Ly = ¢ s 0 €, @) (@)
= pu(bsg o 2*(atP)S(£?)) = (@ = $) ),

1 1

the mapy, (u™t o A*) : *(Ax) = A, t(a) = 1(a) — pn~
with inverse

oA*=a— pu~+oA*is bijective

L*(p,_l o k*)_l (s> tolp oS =10 gb(o Py o S).
The application of Lemma 5.18 finishes the proof:
In the view of Proposition 5.7, the following definition makes sense.

Definition 5.20. Thedual of the isomorphism class a Hopf algebroid Az, S) possessing
a non-degenerate left integrals the isomorphism class of the Hopf algeerjdiL, Sf)
(constructed in the Theorem 5.17).

The next proposition shows that this notion of duality is involutive.

Proposition 5.21. Let £ be a non-degenerate left integral in the Hopf algebraiy , S).
Then the Hopf algebroid

() . (s ) (5:30)

*

is strictly isomorphic ta.A. , S;)—the Hopf algebroid constructed in Propositibri3 In
particular, the Hopf algebroid5.30)is isomorphic to( Az, S).

Proof. Since the Hopf algebroids

-1 -1
(A0 (D) and (" (5D), 10,

are strictly isomorphic, it suffices to show that the isomorphisnd; ) of left bialgebroids
AL — *(Ay) in (5.29) extends to a strict isomorphism of Hopf algebrdids , S;) —

(*(A*)L7*(S£)gzl(lA))-
By (5.28) for a non-degenerate left integralin the Hopf algebroid( Az, S), the
antipode*S, of the Hopf algebroid*4; , *S;) reads as

*Se("g) =*1 — (" — STH©)).

Applying it to the non-degenerate integ@l(lA) in (AﬁL, S¢), we obtain

(89 i3 (@) =1(0) — [1@) — 5,7 o ]

=i(t = (a— €' Q) =10é@. O
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The duality of (weak) Hopf algebras is re-obtained from Definition 5.20 as follows.
Let H be a finite weak Hopf algebra over a commutative ring_et (*., S) be the
corresponding Hopf algebroid (introduced in the Example 4.8) and |lbe a non-
degenerate left integral if/. Recall that, in order to reconstruct the weak Hopf algebra
from the Hopf algebroid in Example 4.8, one needs a distinguished separability structure
on the base ring. The dual weak Hopf algebra is the unique weak Hopf algebra in the
isomorphism class o(fo;L, S) corresponding to the same separability structurd. aas
H corresponds to.

If H is a Hopf algebra over then—since the separability structurefois unique—the
dual Hopf algebra is the only Hopf algebra in the isomorphism clags(6f , S¢).
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Abstract. The theory of integrals is used to analyze the structure of Hopf algebroids. We prove that
the total algebra of a Hopf algebroid is a separable extension of the base algebra if and only if it is
a semi-simple extension and if and only if the Hopf algebroid possesses a normalized integral. It is
a Frobenius extension if and only if the Hopf algebroid possesses a nondegenerate integral. We give
also a sufficient and necessary condition in terms of integrals, under which it is a quasi-Frobenius
extension, and illustrate by an example that this condition does not hold true in general. Our results
are generalizations of classical results on Hopf algebras.
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1. Introduction

The notion of integrals in Hopf algebras has been introduced by Sweedler [33]. The
integrals in Hopf algebras over principal ideal domains were analyzed in [19, 32]
where the following — by now classical — results have been proven:

— A free, finite-dimensional bialgebra over a principal ideal domain is a Hopf
algebra if and only if it possesses a nondegenerate left integral. (Larson—
Sweedler Theorem.)

— The antipode of a free, finite-dimensional Hopf algebra over a principal ideal
domain is bijective.

— A Hopf algebra over a field is finite-dimensional if and only if it possesses a
nonzero left integral.

— The left integrals in a finite-dimensional Hopf algebra over a field form a one
dimensional subspace.

— A Hopf algebra over a field is semi-simple if and only if it possesses a nor-
malized left integral. (Maschke’s Theorem.)

There are numerous generalizations of these results in the literature. Historically
the first is due to Pareigis [27] who proved the following statements on a finitely
generated and projective Hopf algebra (H, A, €, S) over a commutative ring k:
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— H is a Frobenius extension of k if and only if there exists a Frobenius func-
tional ¢: H — k satisfying (H ® ¥) o A = 1y ().

— The antipode, S, is bijective.

— The left integrals form a projective rank 1 direct summand of the k-module
H.

— H is a quasi-Frobenius extension of k.

— A finitely generated and projective bialgebra over a commutative ring &, such
that pic(k) = 0, is a Hopf algebra if and only if it possesses a nondegenerate
left integral.

The generalization of the Maschke theorem to Hopf algebras H over commuta-
tive rings k states that the existence of a normalized left integral in H is equivalent
to the separability of H over k, which is further equivalent to its relative semi-
simplicity in the sense of [15, 17] that any H-module is (H, k)-projective [12, 20].
This is equivalent to the true semi-simplicity of H (i.e. the true projectivity of any
H-module [28]) if and only if £ is a semi-simple ring [20].

As a nice review on these results we recommend Section 3.2 in [13].

Similar results are known also for the generalizations of Hopf algebras. Integrals
for finite-dimensional quasi-Hopf algebras [14] over fields were studied in [16, 25,
26, 11] and for finite-dimensional weak Hopf algebras [4, 3] over fields in [3, 40].

The purpose of the present paper is to investigate which of the above results
generalizes to Hopf algebroids.

Hopf algebroids with bijective antipode have been introduced in [1, 5]. It is
important to emphasize that this notion of Hopf algebroid is not equivalent to
the one introduced under the same name by Lu in [21]. Here we generalize the
definition of [5, 1] by relaxing the requirement of the bijectivity of the antipode.
A Hopf algebroid consists of a compatible pair of a left and a right bialgebroid
structure [21, 34, 35, 38] on the common total algebra A. The antipode relates
these two left- and right-handed structures. Left/right integrals in a Hopf algebroid
are defined as the invariants of the left/right regular A-module in terms of the counit
of the left/right bialgebroid. Integrals on a Hopf algebroid are the comodule maps
from the total algebra to the base algebra (reproducing the integrals in the dual
bialgebroids, provided the duals possess bialgebroid structures).

The total algebra of a bialgebroid can be looked at as an extension of the base
algebra or its opposite via the source and target maps, respectively. This way there
are four algebra extensions associated to a Hopf algebroid. The main results of the
paper relate the properties of these extensions to the existence of integrals with
special properties:

e A Maschke-type theorem, proving that the separability, and also the (in two
cases left in two cases right) semi-simplicity of any of the four extensions
is equivalent to the existence of a normalized integral in the Hopf algebroid
(Theorem 3.1).
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e Any of the four extensions is a Frobenius extension if and only if there exists
a nondegenerate integral in the Hopf algebroid (Theorem 4.7).

e Any of the four extensions is (in two cases a left in two cases a right) quasi-
Frobenius extension if and only if the total algebra is a finitely generated and
projective module, and the (left or right) integrals on the Hopf algebroid form
a flat module, over the base algebra (Theorem 5.2).

Our main tool in proving the latter two points is the Fundamental Theorem for
Hopf modules over Hopf algebroids (Theorem 4.2).

The paper is organized as follows: We start Section 2 with reviewing some
results on bialgebroids from [9, 18, 21, 30, 31, 34-36, 38], the knowledge of which
is needed for the understanding of the paper. Then we give the definition of Hopf
algebroids and discuss some of its immediate consequences. Integrals both in and
on Hopf algebroids are introduced and some equivalent characterizations are given.

In Section 3 we prove two Maschke-type theorems. The first collects some
equivalent properties (in particular the separability) of the inclusion of the base
algebra in the total algebra of a Hopf algebroid. These equivalent properties are
related to the existence of a normalized integral in the Hopf algebroid. The second
collects some equivalent properties (in particular the coseparability) of the cor-
ing, underlying the Hopf algebroid. These equivalent properties are shown to be
equivalent to the existence of a normalized integral on the Hopf algebroid.

In Section 4 we prove the Fundamental Theorem for Hopf modules over a Hopf
algebroid. This theorem is somewhat stronger than the one that can be obtained
by the application of [7, Theorem 5.6], to the present situation. The main result
of the section is Theorem 4.7. In proving it we follow an analogous line of rea-
soning as in [19]. That is, assuming that one of the module structures of the total
algebra over the base algebra is finitely generated and projective, we apply the
Fundamental Theorem to the Hopf module, constructed on the dual of the Hopf
algebroid (w.r.t. the base algebra). Similarly to the case of Hopf algebras, our result
implies the existence of nonzero integrals on any finitely generated projective Hopf
algebroid. Since the dual of a (finitely generated projective) Hopf algebroid is not
known to be a Hopf algebroid in general, we have no dual result, that is, we do
not know whether there exist nonzero integrals in any finitely generated projective
Hopf algebroid. As a byproduct, also a sufficient and necessary condition on a
finitely generated projective Hopf algebroid is obtained, under which the antipode
is bijective. We do not know, however, whether this condition follows from the
axioms.

In Section 5 we use the results of Section 4 to obtain conditions which are
equivalent to the (either left or right) quasi-Frobenius property of any of the four
extensions behind a Hopf algebroid. In order to show that these conditions do not
hold true in general, we construct a counterexample.

Throughout the paper we work over a commutative ring k. That is, the total and
base algebras of our Hopf algebroids are k-algebras. For an (always associative
and unital) k-algebra A = (A, my, 14) we denote by 4 M, M4 and 4 M4 the
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categories of left, right, and bimodules over A, respectively. For the k-module of
morphisms in 4 M, M4 and 4 M 4 we write ,Hom(, ), Hom4(, ) and 4Homa(, ),
respectively.

2. Integrals for Hopf Algebroids

Hopf algebroids with bijective antipode have been introduced in [5], where several
equivalent reformulations of the definition [5, Definition 4.1] have been given. The
definition we give in this section generalizes the form in [5, Proposition 4.2(iii)] by
allowing the antipode not to be bijective.

Integrals in Hopf algebroids have also been introduced in [5]. As we shall see,
the definition [5, Definition 5.1] applies also in our more general setting. In this
section we introduce integrals also on Hopf algebroids.

In order for the paper to be self-contained we recall some results on bialgebroids
from [38, 21, 34, 35, 18]. For more on bialgebroids we refer to the papers [30, 9,
31, 36].

The notions of Takeuchi’s X g-bialgebra [38], Lu’s bialgebroid [21] and Xu’s
bialgebroid with anchor [41] have been shown to be equivalent in [9]. We are going
to use the definition in the following form:

DEFINITION 2.1. A left bialgebroid A; = (A, B, s,t,y, ) consists of two
algebras A and B over the commutative ring k, which are called the total and base
algebras, respectively. A isa B € BP-ring (i.e. a monoid in ggpor M pgpor) via the
algebra homomorphisms s: B — A and t: B°® — A, called the source and target
maps, respectively. In terms of s and ¢ one equips A with a B—B bimodule structure
BAB as

b-a-b:=sb)t®)a forac A, b,b € B.

The triple (A, y,m) is a B-coring, that is a comonoid in gMp. Introducing
Sweedler’s convention y (a) = a) € a() fora € A, the axioms

amt(b) € apy = aq) € anx)sb), 2.1
y(1a) =148 14, (2.2)
y(ad') = y(a)y(a), (2.3)
m(la) = 13, 2.4
w(a somn(a)) = n(aa), 2.5)
m(a ton(a)) =n(aa) (2.6)

are required for all b € B and a, a’ € A.

Notice that — although A € A is not an algebra — axiom (2.3) makes sense in
view of (2.1).

The homomorphisms of left bialgebroids 4, = (A, B,s,t,y, 1) — A, =
(A, B',s’,t',y', ') are pairs of k-algebra homomorphisms (®: A — A/,
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¢: B — B’) satisfying

s'op=dos, 2.7)
top=>dot, (2.8)
YVod=(Pd2d)oy, 2.9)
7' o®=¢om. (2.10)

The bimodule g A g, appearing in Definition 2.1, is defined in terms of multipli-
cation on the left. Hence — following the terminology of [18] — we use the name
left bialgebroid for this structure. In terms of right multiplication one defines right
bialgebroids analogously. For the details we refer to [18].

Once the map y: A — A § A is given we can define y?: A — A 8 A via
a +— ap) ® aq). It is straightforward to check that if A; = (A, B,s,t,y,m)isa
left bialgebroid then A; cop = (A, B®, 1, s, y°P, ) is also a left bialgebroid and
Ay = (A%, B, t,s,y, ) is a right bialgebroid.

In the case of a left bialgebroid A; = (A, B, s, t, y, m) the category 4.M of left
A-modules is a monoidal category. As a matter of fact, any left A-module is a B—B
bimodule via s and ¢. The monoidal product in 4.M is defined as the B-module
tensor product with A-module structure

a-m%m'):=aqy-mCap -m" forac A, m$m eMEM.

Just the same way as axiom (2.3), also this definition makes sense in the view
of (2.1). The monoidal unit is B with A-module structure

a-b:=m(asb)) forae A, beB.

Analogously, in the case of a right bialgebroid Ay the category M, of right
A-modules is a monoidal category.

The B-coring structure (gAg, ¥, w), underlying the left bialgebroid A; =
(A, B, s, t,y, ), gives rise to a k-algebra structure on any of the B-duals of gAp
[10, 17.8]. The multiplication on the k-module .4 := gHom(A, B), for example,
is given by

(«Ps¥) (@) = Y (f 0 wP(ap))aq)) for ., ¥ € wA, a € A (2.11)
and the unit is . .o is a left A-module and A is a right ,-A-module via
a— ¢ =,¢0( a) and a~ ,p:=to *¢(a(2)) ay (2.12)

for . € A, a € A. As itis well known [39, 18], .+ is also a B ©® B°P-ring via
the inclusions

£ B— A, b m(_)b,
«: B® —> A, b m(_s(b)).

Both maps .s and .t are split injections of B-modules with common left inverse
T A — B, = .¢d(1,). Whatis more, if A is finitely generated and projective
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as a left B-module, then ,» has also a right bialgebroid structure (with source and
target maps .s and ,¢, respectively, and counit 7).

Notice that the algebra ,» reduces to the opposite of the usual dual algebra if
(gAp, y, ) is a coalgebra over a commutative ring B. In the case when A is a
finitely generated projective left B-module, also the coproduct specializes to the
opposite of the usual one in the case when + is a bialgebra. This convention is
responsible for duality to flip the notions of left and right bialgebroids.

Applying the above formulae to the left bialgebroid (A )cp We obtain a B ¢
B°P-ring structure on +, := Hompg (A, B). The inclusions B — A, and B® — #A,
will be denoted by s, and ¢,, respectively. In particular, 4, is a left A-module and
A is aright A.-module via

a—¢.:=(_a) and a + ¢, :=so0@.(aq) ap). (2.13)

If the module A is finitely generated and projective as a right B-module then A, is
also a right bialgebroid.

In the case of a right bialgebroid Az = (A, B, s, t, y, w) the application of
the opposite of the multiplication formula (2.11) to (A R)‘;Ep and to (#Ag)°P results
B © B°P-ring structures on A* := Homg(A, B) and *A := gHom(A, B), respec-
tively. We have the inclusions s*: B — A", t*: B® — A* *s: B — *A and
*t: BP? — A,

In particular, A* and "4 are right A-modules and A is a left A*-module and a
left *A-module via the formulae

¢ —a:=¢*(a_ ) and ¢ — a:=a®top*@@?), (2.14)
o —a:=*¢pa@ ) and *¢ — a:=aV s0*pa®) (2.15)

for ¢* € A", *¢p € *A and a € A. If A is finitely generated and projective as a
right, or as a left B-module then the corresponding dual is also a left bialgebroid.

Before defining the structure that is going to be the subject of the paper let us
stop here and introduce some notations. Analogous notations were already used
in [5].

When dealing with a B € B°P-ring A, we have to face the situation that A
carries different module structures over the base algebra B. In this situation the
usual notation A € A would be ambiguous. Therefore we make the following
notational convention. In terms of the maps s: B — A and #: B® — A we
introduce four B-modules

BA: b-a:=sb)a,

A% a-b=uasO),
BA. b.a=at®). (2.16)

(Our notation can be memorized as left indices stand for left modules and right
indices for right modules. Upper indices for modules defined in terms of right mul-
tiplication and lower indices for the ones defined in terms of left multiplication.)
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In writing B-module tensor products we write out explicitly the module struc-
tures of the factors that are taking part in the tensor products, and do not put marks
under the symbol ®. For example, we write Ag ® g A. Normally we do not denote
the module structures that are not taking part in the tensor product, this should be
clear from the context. In writing elements of tensor product modules we do not
distinguish between the various module tensor products. That is, we write both
a®a € Ap@pAandc®c’ € AP ® A, for example.

A left B-module can be considered as a right B°’-module, and sometimes we
want to take a module tensor product over B°. In this case we use the name of
the corresponding B-module and the fact that the tensor product is taken over
B°P should be clear from the order of the factors. For example, ;A ® Ap is the
B°P-module tensor product of the right B°? module defined via multiplication by
s(b) on the left, and the left B°’-module defined via multiplication by #(b) on the
left.

In writing multiple tensor products we use different types of letters to denote
which module structures take part in the same tensor product. For example, the
B-module tensor product Az ® A can be given a right B module structure via
multiplication by #(b) on the left in the second factor. The tensor product of this
right B-module with g A is denoted by Az ® BAp ® gA.

We are ready to introduce the structure that is going to be the subject of the
paper:

DEFINITION 2.2. A Hopf algebroid A = (AL, Ag, S) consists of a left bialge-
broid A, = (A, L, s, t., YL, Tr), aright bialgebroid Ag = (A, R, sk, tr, Y&, TR)
and a k-module map S: A — A, called the antipode, such that the following
axioms hold true:
(1) spompotgr =tg, tp omy, osg =sg and
SR OTR Ol =1f, IR OTROSL = ST, 2.17)
(i) (L®FA)oyr=(AL®@yr) oL
asmaps A - A, ® LAR®FA  and
(YR® LA oyL = (AR ® y1) o yr

asmaps A > AR ®@FA; @ LA, (2.18)
(iii) S is both an L—L bimodule map LA, — AL
and an R—R bimodule map fA; — RAF, (2.19)
(iv) mao(S®_ A)oy, =sgomg and
mao (AR ® 8)oyr=sL0my. (2.20)

IfA = (AL, Ag, S)is a Hopf algebroid then so is A;’Ep = ((AR)‘QEP, (AL)E’SP, S)
and if § is bijective then also Acop = ((Ar)cops (AR )cops S~y and A% = ((AR)P,
(AL)P, S7H.

The following modification of Sweedler’s convention will turn out to be useful.
For a Hopf algebroid A = (AL, #Ag, S) we use the notation y;(a) = aq) ® aep)
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with lower indices, and yz(a) = a'¥ ® a® with upper indices for a € A in the
case of the coproducts of +A; and of g, respectively. The axioms (2.18) read in
this notation as

aVy®aVp ®a? = an ® a(z)(l) b2 0(2)(2),
1 2 1 2 2
an'’ ®an)? ®ap) = a¥ ®@a?n®a

fora € A.
Examples of Hopf algebroids (with bijective antipode) are collected in [5].

PROPOSITION 2.3. (1) The base algebras L and R of the left and right bialge-
broids in a Hopf algebroid are anti-isomorphic.

(2) For a Hopf algebroid A = (AL, Agr,S) the pair (S, o sg) is a left
bialgebroid homomorphism (A R)Sgp — Ay and (S, g o s1) is a left bialgebroid
homomorphism Ap — (A R)SSP.

Proof. (1) Both mg o s, and g oty are anti-isomorphisms L — R with inverses
7y otg and 7y o sg, respectively.

(2) We have seen that the map 7, o sg: R°®® — L is an algebra homomorphism.
It follows from (2.19), (2.20) and some bialgebroid identities that S: A°? — A is
an algebra homomorphism, as for a, b € A we have

S(1a) = 1aS(a) =spom(la) =14 and
S(ab) Sty omr(ap)) aqy bl
= Slaq tr o (b)) byl aeV S(aw)
— S[a(l)(l)b(l)(l)] a(l)(z)b(l)(z)S(b(z))S(a(z))
= sg or(a’bM) SB?) S(@®)
= S[b? 15 o wg(1g 0 (@) H1)]S(@@?)
= S(b) sgonr@?") S@?) = Sb)S(a).

2 )

The properties (2.7)—(2.8) follow from (2.19) and (2.17) as

spompoSg = Sotfpomposg =S oSk,

tprom, oSg = Sp = Softg.
The properties (2.9)—(2.10) are checked on an element a € A as

yLo S(a) = S(aq))q) sLomr(ae) ® S(an)) e
= S@V1)1ma28@?) @ S@ 1) e
= S@Vu)w tr o @®0)2) a2 S@?) ® S@ 1))
— S(a(l)(l)(1))(1)61(1)(1)(2)(1)S(a(2))
2 5@ 1) a0 S@ V)
= S@?)@sgomr@P) §@V?)=(S® ) oyp(a) and

7w oS(a) = NL[S(a(l)) §L o 7TL(a<2))] =7y osg omr(a).
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The proof is completed by the observation that in passing from the Hopf alge-
broid # to Achp the roles of (S, 777, o sg) and (S, g o s.) become interchanged. O

PROPOSITION 2.4. The left bialgebroid A in a Hopf algebroid 4 is a x -Hopf
algebra in the sense of [30]. That is, the map

a: PA® AL > AL ® LA, a®b— aq) ®apb

is bijective.
Proof. The inverse of « is given by

a AL @A ARAL, a®br> a @ Sa®)b. O

The relation between the left and the right bialgebroids in a Hopf algebroid
A implies relations between the dual algebras A* = Homgz (AR, R) and 4, =
Hom; (A, L) and also between 4 = zHom(?A, R) and .+ = ;Hom(, A, L):

LEMMA 2.5. For a Hopf algebroid A there exist algebra anti-isomorphisms
0 A — A and X1 AF — A, satisfying

a~p=0(p) —a (2.21)
and
¢* —~a=a+ x(¢") (2.22)

forall ,p € (A, ¢* € A* and a € A.
Proof. We leave it to the reader to check that the maps

0 wh = A, P> TR( ~— @)
and
x: A= Ay, P T (T~ )

are algebra anti-homomorphisms satisfying (2.21)—(2.22). The inverses are given
by

o7l > A, FP e (o — )
and

X' A A G TR( ). O
LEMMA 2.6. The following properties of a Hopf algebroid A = (AL, AR, S) are
equivalent:

(1.a) The module Ay is finitely generated and projective.
(1.b) The module AR is finitely generated and projective.
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The following are also equivalent:

(2.a) The module | A is finitely generated and projective.
(2.b) The module RA is finitely generated and projective.

If furthermore S is bijective then all the four properties (1.a), (1.b), (2.a) and (2.b)
are equivalent.

Proof. (1.a) = (1.b) In terms of the dual bases, {b;} C A and {,Bfk} C A, for the
module Az, the dual bases, {k;} C A and {K;‘} C A* for the module AR, can be
constructed by the requirement that

Y k@i =Y bV ®[x (B — sgomposyom (b))
j

i

as elements of AR ® rA*, where x is the isomorphism (2.22). The expression on
the right-hand side is well defined since — though the map

AL @LA, > A", a® ¢, > x () — sgpomgosy om(a)

is not a left R-module map fA; @ L A, — poA* —its restriction to the R-submodule
Diac @k e AL @ LA | Y art, (D) @ ¢F =D, ax ® ¢Fs. (1) VI € L }is so.

(2.a) = (2.b) Similarly, in terms of the dual bases, {b;} C A and {,8'} C A
for the module ; A, the dual bases, {k;} C A and {*k;} C *4 for the module *A,
can be constructed by the requirement that

Y ki ®kj=Y [0GB) —trompotom (b)) ® b
j i

as elements of "4z ® ®A, where o is the isomorphism (2.21).

(1.b) = (1.a) follows by applying (2.a) = (2.b) to the Hopf algebroid cop.

(2.b) = (2.a) follows by applying (1.a) = (1.b) to the Hopf algebroid cop.
Now suppose that S is bijective.

(l.a) = (2.b) In terms of the dual bases, {b;} C A and {8} C s, for the
module Ay, the dual bases, {k;} C A and {*«;} C *#4 for the module ®A, can be
constructed by the requirement that

Z*Kj Rk; = ZnR oty o ,Bi 0S® S (b)) aselements of *Ag @ FA.
J i

(2.b) = (1.a) follows by applying (1.a) = (2.b) to the Hopf algebroid A;’Ep. O
Now we turn to the study of the notion of integrals in Hopf algebroids. For a

left bialgebroid A, = (A, L, s1, t., Y., wr) and a left A-module M the invariants
of M with respect to -, are the elements of

InviM) :={neM|a-n=s,omn;(a) nVae A}.
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Clearly, the invariants of M with respect to (/A )cp coincide with its invariants
with respect to +4 . The invariants of a right A-module M with respect to a right
bialgebroid Ay are defined as the invariants of M (viewed as a left A°°-module)
with respect to (A g)°P.

DEFINITION 2.7. The left integrals in a left bialgebroid A are the invariants of
the left regular A-module with respect to A .

The right integrals in a right bialgebroid AR are the invariants of the right
regular A-module with respect to Ag.

The left/right integrals in a Hopf algebroid A = (AL, Ag, S) are the left/right
integrals in A, /Ag, that is the elements of

L(A)={leA|lal =s; omp(a)lVa e A}
and
R(A) ={p € A| pa =g sgong(a)Va € A}
For any Hopf algebroid 4 = (AL, Ag, S) we have L(A) = R(Aggp) and if S is
bijective then also £L(A) = L(Acp) = R(A®). Since for £ € L(A) anda € A,
SWa = S[ty o (awy) Llap) = S(amb)apy = SK) sg o r(a),
we have S(L(A)) € R(A) and, similarly, S(R(A)) C L(A).
SCHOLIUM 2.8. The following properties of an element £ € A are equivalent:
(l.a) € e L(A),

(1.b) StV 4@ =¢D @ ae® VYa € A,
(lo) at®D @SU?)=¢D R SUP)a VaceA.

The following properties of the element g € A are also equivalent:

(2.a) p e R(A),
2.b) oo ® pe)Sa) =pma ® o) Va € A,
(2.0)  S(pa) ® pra =aS(pa) P Va € A.

By comodules over a left bialgebroid A; = (A, L, sy, t., YL, T) We mean
comodules over the L-coring (L Ay, v, m1), and by comodules over a right bial-
gebroid A g = (A, R, sg, tr, Y&, Tr) comodules over the R-coring (RAR yp, mr).
The pair (p A, y.) is a left comodule, and (A, y.) is a right comodule over the left
bialgebroid + ;. Since the L-coring (1 Ay, vy, wr) possesses a grouplike element
14, also (L, sy) is a left comodule and (L, #;) is a right comodule over A (see
[10, 28.2]). Similarly, (A%, yz) and (R, sg) are right comodules, and (®A, yz) and
(R, tg) are left comodules over Ag.

DEFINITION 2.9. An s-integral on a left bialgebroid A, = (A, L, sy, ty, YL, L)
is a left A -comodule map ,p: (LA, yr) — (L, s). That is, an element of

R(xA) = {40 € A | (AL ® xp) 0 YL = 5L 0 4P}
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A t-integral on Ay is a right A -comodule map (A, yr) — (L, ty). That is, an
element of

R(Ay) = {px € Ay | (0« @ LA) 0y =11 0 py}.

An s-integral on a right bialgebroid Ar = (A, R, sg,tr, Yr, Tg) is a right
Ag-comodule map (AR, yg) — (R, sg). That is, an element of

LAY == {1* € A | (W ® FA) o yg = sz 0 A7),

A t-integral on Ay is a left Ag-comodule map (RA, yg) — (R, tg). That is, an
element of

LOA) == {*1 €A | (AR @*N) oy =tg 0 *A).

The right/left s- and t-integrals on a Hopf algebroid A = (AL, Ag, S) are the
s- and z-integrals on A /Ag.

The integrals on a left/right bialgebroid are checked to be invariants of the
appropriate right/left regular module — justifying our usage of the terms ‘right’
and ‘left’ integrals for them (cf. the remark in Section 2 about using the opposite—
co-opposite of the convention, usual in the case of bialgebras, when defining the
dual bialgebroids .4 and A*). As a matter of fact, for example, if ,p € R(,A)
then

[«0 «@l(a) = sp(a — ,p) = +P(sp 0 4p(a)) = wp(a) «p(14)
= [+0 «5 04 (+@)](a) (2.23)

for all ,¢ € . and a € A. If the module ; A is finitely generated and projective
(hence .+ is a right bialgebroid) then also the converse is true, so in this case the
s-integrals on +; are the same as the right integrals in ,». Similar statements hold
true on the elements of R (A,), L(A*) and L (*A).

The reader should be warned that integrals on Hopf algebras H over commu-
tative rings k are defined in the literature sometimes as comodule maps H — k —
similarly to our Definition 2.9 —, sometimes by the analogue of the weaker invariant
condition (2.23).

For any Hopf algebroid + we have R(,4) = L((Awp)*) and R(A,) =
L(*(Achp)). If the antipode is bijective then also R(,A) = R((Acop)s) =
L (AP)).

SCHOLIUM 2.10. Let A = (AL, Ag,S) be a Hopf algebroid. The following
properties of an element ,p € A are equivalent:

(I.a) 4o € R(:A),
(1b) JTTR OSL O 4P EQC(*A),
(1.C) S © *,o(aS(b(l))) b(z) =10 *p(a(g)S(b)) ag Va, beA.
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The following properties of an element p, € A, are equivalent:

(2.a)  pe € R(A),
(2b) ROl 0Py € £(A*),
(2.c) tr o pu(abV) S(b®) = s 0 pi(amyb) apy Va,b € A.

The following properties of an element A* € A* are equivalent:

(3.a) A* € L(A),
(3.b) 7w osgpoA* € R(A,),
B.c) al sgoA*(S@®)b) = b? tg 0o A*(S(@)bV) Va,b e A.

The following properties of an element *). € *A are equivalent:

(4.a) *re LOA),
4.b) mpotgro*h e R(yA),
(4.c)  S(aqy) tr o *Ma@yb) = bV sg 0 *A(ab®) Va,b € A.

In particular, for .p € R(,A) the element ,p o S belongs to R(A,) and for \* €
L(A*) the element L* o S belongs to L(*4).

3. Maschke Type Theorems

The most classical version of Maschke’s theorem [22] considers group algebras
over fields. It states that the group algebra of a finite group G over a field F is semi-
simple if and only if the characteristic of F does not divide the order of G. This
result has been generalized to finite-dimensional Hopf algebras H over fields F
by Sweedler [32] proving that H is a separable F-algebra if and only if it is semi-
simple and if and only if there exists a normalized left integral in H. The proof goes
as follows. It is a classical result that a separable algebra over a field is semi-simple.
If H is semi-simple then, in particular, the H-module on F, defined in terms of the
counit, is projective. This means that the counit, as an H-module map H — F,
splits. Its right inverse maps the unit of F' into a normalized integral. Finally, in
terms of a normalized integral one can construct an H -bilinear right inverse for the
multiplication map H ¢ H — H.

The only difficulty in the generalization of Maschke’s theorem to Hopf algebras
over commutative rings comes from the fact that in the case of an algebra A over
a commutative base ring k, separability does not imply the semi-simplicity of A
in the sense [28] that every (left or right) A-module was projective. It implies [15,
17], however, that every A-module is (A, k)-projective, i.e. that every epimorphism
of A-modules which is k-split, is also A-split. In order to avoid confusion, we
will say that the k-algebra A is semi-simple [28] if it is an Artinian semi-simple
ring, i.e. if any A-module is projective. By the terminology of [15] we call A a
(left or right) semi-simple extension of k if any (left or right) A-module is (A, k)-
projective.
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Since the counit of a Hopf algebra H over a commutative ring k is a split
epimorphism of k-modules, the Maschke theorem generalizes to this case in the
following form [12, 20]. The extension k — H is separable if and only if it is (left
and right) semi-simple and if and only if there exist normalized (left and right)
integrals in H.

In this section we investigate the properties of the total algebra of a Hopf alge-
broid, as an extension of the base algebra, that are equivalent to the existence of
normalized integrals in the Hopf algebroid. Dually, we investigate also the prop-
erties of the coring over the base algebra, underlying a Hopf algebroid, that are
equivalent to the existence of normalized integrals on the Hopf algebroid (in any
of the four possible senses).

A Maschke-type theorem on certain Hopf algebroids can be obtained also by
the application of [37, Theorem 4.2]. Notice, however, that the Hopf algebroids
occurring this way are only the Frobenius Hopf algebroids (discussed in Section 4
below), that is the Hopf algebroids possessing nondegenerate integrals (which are
called Frobenius integrals in [37]).

The following Theorem 3.1 generalizes results from [12, Proposition 4.7] and
[20, Theorem 3.3].

THEOREM 3.1 (Maschke Theorem for Hopf algebroids).  The following asser-
tions on a Hopf algebroid A = (AL, Ag, S) are equivalent:

(1.a) The extension sg: R — A is separable. That is, the multiplication map
AR ® rA — A splits as an A—A bimodule map.

(1.b) The extension tg: R°® — A is separable. That is, the multiplication map
RA ® Ar — A splits as an A—A bimodule map.

(1.c) The extension sp: L — A is separable. That is, the multiplication map
At ® A — A splits as an A—A bimodule map.

(1.d) The extension t,: L°® — A is separable. That is, the multiplication map
LA® Ap — A splits as an A—A bimodule map.

(2.a) The extension sg: R — A is right semi-simple. That is, any right A-module
is (A, R)-projective.

(2.b) The extensiontg: R°® — A is right semi-simple. That is, any right A-module
is (A, R°®)-projective.

(2.c) The extension s;: L — A is left semi-simple. That is, any left A-module is
(A, L)-projective.

(2.d) The extension ty: L°° — A is left semi-simple. That is, any left A-module is
(A, L°P)-projective.

(3.a) There exists a normalized left integral in A. That is, an element £ € L(A)
such that wp (£) = 1.

(3.b) There exists a normalized right integral in A. That is, an element g € R(A)
such that tr(p) = 1g.

(4.a) The epimorphism wg: A — R splits as a right A-module map.

(4.b) The epimorphism wp: A — L splits as a left A-module map.
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Proof. (1.a) = (2.a), (1.b) = (2.b), (1.c) = (2.c) and (1.d) = (2.d) It is
proven in [17, Proposition 2.6] that a separable extension is both left and right
semi-simple.

(2.a) = (4.2) ((2.b) = (4.2)) The epimorphism g is split as a right (left)
R-module map by sg (by tg), hence it is split as a right A-module map.

(4.2) = (3.b) Letv: R — A be therightinverse of m in M 4. Then p = v(1g)
is a normalized right integral in 4.

(3.2) & (3.b) By part (2) of Proposition 2.3 the antipode takes a normalized
left/right integral to a normalized right/left integral.

(3.a) = (l.a) and (3.b) = (1.b) If £ is a normalized left integral in A then, by
Scholium 2.8, the required right inverse of the multiplication map AR®@ A — A is
given by the A—A bimodule map a — afl’ ® S(¢?) = ¢V ® S(@)a. Similarly,
if g is a normalized right integral in 4 then the right inverse of the multiplication
map *A ® Ag — Alis given by a = aS(p(1)) ® pe) = SEM) ® P

The proof is completed by applying the above arguments to the Hopf alge-
broid Aggp. O

Let us make a comment on the semi-simplicity of the algebra A (cf. [17, Propo-
sition 1.3]). If R is a semi-simple algebra and the equivalent conditions of The-
orem 3.1 hold true, then A — being a semi-simple extension of a semi-simple
algebra — is a semi-simple algebra. On the other hand, notice that condition (4.a)
in Theorem 3.1 is equivalent to the projectivity of the right A-module R. Hence
if A is a semi-simple k-algebra then the equivalent conditions of the theorem hold
true. It is not true, however, that the semi-simplicity of the total algebra implies
the semi-simplicity of the base algebra (which was shown by Lomp to be the case
in Hopf algebras [20]). A counterexample can be constructed as follows: If B is
a Frobenius algebra over a commutative ring k then A: = End,(B) has a Hopf
algebroid structure over the base B [6]. If B is a Frobenius algebra over a field
— which can be non-semi-simple! — then A is a Hopf algebroid with semi-simple
total algebra.

The following Theorem 3.2 can be considered as a dual of Theorem 3.1 in
the sense that it speaks about corings over the base algebras instead of algebra
extensions. It is important to emphasize, however, that the two theorems are inde-
pendent results. Even in the case of Hopf algebroids such that all module struc-
tures (2.16) are finitely generated and projective, the duals are not known to be
Hopf algebroids.

Recall that the dual notion of that of a relative projective module is the relative
injective comodule. Namely, a comodule M for an R-coring A is called (A, R)-
injective [10, 18.18] if any monomorphism of A-comodules from M, which splits
as an R-module map, splits also as an A-comodule map.

THEOREM 3.2 (Dual Maschke Theorem for Hopf algebroids). The following as-
sertions on a Hopf algebroid A = (AL, Ag, S) are equivalent:
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(1.a) The R-coring (RAR, yg, mg) is coseparable. That is, the comultiplication
Yr: A — AR ® RA splits as an A g—Ag bicomodule map.

(1.b) The L-coring (AL, yL, ) is coseparable. That is, the comultiplication
yr: A —> Ap ® A splits as an A —A bicomodule map.

(2.a) Any right Ag-comodule is (Ag, R)-injective.

(2.b) Any left Ag-comodule is (Ag, R)-injective.

(2.c) Any left A -comodule is (A, L)-injective.

(2.d) Any right Ap-comodule is (AL, L)-injective.

(3.a) There exists a normalized left s-integral on A. That is, an element \* €
L(A*) such that X*(14) = 1.

(3.b) There exists a normalized left t-integral on 4. That is, an element *A €
LA) such that *A(14) = 1.

(3.c) There exists a normalized right s-integral on 4. That is, an element ,p €
R (A) such that ,p(14) = 1.

(3.d) There exists a normalized right t-integral on 4. That is, an element p, €
R (Ay) such that p,(14) = 1.

(4.a) The monomorphism sg: R — A splits as a right Ag-comodule map.

(4.b) The monomorphism tg: R — A splits as a left A g-comodule map.

(4.c) The monomorphism s;: L — A splits as a left A -comodule map.

(4.d) The monomorphismty: L — A splits as a right A -comodule map.

Proof. (1.a) = (2.a), (2.b) is proven in [10, 26.1].

(2.2) = (4.2) (2.b) = (4.b)) The monomorphism sg (¢g) is split as a right
(left) R-module map by 7 hence it is split as a right (left) /4 g-comodule map.

(4.2) = (3.a2) and (4.b) = (3.b) The left inverse A* of s in the category of right
A g-comodules is a normalized s-integral on g by its very definition. Similarly,
the left inverse *A of fg in the category of left Az-comodules is a normalized
t-integral on Ag.

(3.a) = (3.b) If A* is a normalized s-integral on g then A* o § is a normalized
t-integral on g by Scholium 2.10.

(3.b) = (1.a) In terms of the normalized ¢-integral *A on Ay the required right
inverse of the coproduct yy is constructed as the map

ARRRA - A, a®b > tgo*MaS(byy)) bay.

It is checked to be an A g—sA g bicomodule map using that by Scholium 2.10, (4.b)
and (1.c) we have 1tz o *A(aS(b))) by = aV sgomg[tr o *A(a(Z)S(b(l))) b for
alla,bin A.

(3.a) < (3.d) follows from Scholium 2.10, (2.b).
The remaining equivalences are proven by applying the above arguments to the
Hopf algebroid Aggp. O

The proofs of Theorem 3.1 and 3.2 can be unified if one formulates them as
equivalent statements on the forgetful functors from the category of A-modules,
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and from the category of 4, or 4 g-comodules, respectively, to the category of L-
or R-modules — as it is done in the case of Hopf algebras over commutative rings
in [12]. We believe (together with the referee), however, that the above formu-
lation in terms of algebra extensions and corings, respectively, is more appeal-
ing.

4. Frobenius Hopf Algebroids and Nondegenerate Integrals

A left or right integral ¢ in a Hopf algebra (H, A, €, S) over a commutative ring k
is called nondegenerate [19] if the maps

Homy(H,k) > H, ¢+ (¢ ® H)o A(f) and
Homy(H,k) - H, ¢+ (HR® @)oo A)

are bijective.

The notion of nondegenerate integrals is made relevant by the Larson—Sweedler
Theorem [19] stating that a free and finite-dimensional bialgebra over a principal
ideal domain is a Hopf algebra if and only if there exists a nondegenerate left
integral in H.

The Larson—-Sweedler Theorem has been extended by Pareigis [27] to Hopf
algebras over commutative rings with trivial Picard group. He proved also that a
bialgebra over an arbitrary commutative ring k, which is a Frobenius k-algebra,
is a Hopf algebra if and only if there exists a Frobenius functional : H — k
satisfying

(H®VY)oA=1uy().

As a matter of fact, based on the results of [27] the following variant of [13, 3.2
Theorem 31] can be proven:

THEOREM 4.1. The following properties of a Hopf algebra (H, A, €, S) over a
commutative ring k are equivalent:

(1) H is a Frobenius k-algebra.

(2) There exists a nondegenerate left integral in H.

(3) There exists a nondegenerate right integral in H.

(4) There exists a nondegenerate left integral on H. That is, a Frobenius functional
Y: H — ksatisfying (HQ Y¥)o A =1gx¥( ).

(5) There exists a nondegenerate right integral on H. That is, a Frobenius func-
tional ¥: H — k satisfying (Y @ HYo A = 1gy¥(_).

The main subject of the present section is the generalization of Theorem 4.1 to
Hopf algebroids.

The most important tool in the proof of Theorem 4.1 is the Fundamental Theo-
rem for Hopf modules [19]. A very general form of it has been proven by Brzez-
inski [7, Theorem 5.6], see also [10, 28.19] in the framework of corings. It can be
applied in our setting as follows.
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Hopf modules over bialgebroids are examples of Doi—Koppinen modules over
algebras, studied in [8]. A left-left Hopf module over a left bialgebroid A; =
(A, L,sp,tr, YL, ) is a left comodule for the comonoid (A, y., 1) in the cate-
gory of left A-modules. That is, a pair (M, t) where M is a left A-module, hence
a left L-module ;M via s;. The pair (M, t) is a left A;-comodule such that
T: M — Ap ® M is aleft A-module map to the module

a-(b®m)::a(1)b®a(2)-m foraeA, b®m€AL®LM.

The right-right Hopf modules over a right bialgebroid 4y are the left-left Hopf
modules over (A g)cop-

It follows from [8, Proposition 4.1] that the left—left Hopf modules over -, are
the left comodules over the A-coring

Wi=(AL® LA, yL ® LA, 1L ® LA), 4.1)
where the A—A bimodule structure is given by
a-(b®c)-d:=a(1)b®a(2)cd fOI'Cl,dEA,b@CGAL®LA.

The coring (4.1) was studied in [2]. It was shown to possess a group-like element
14 ® 14 € AL ® L A and corresponding coinvariant subalgebra 7, (L) in A. The
coring (4.1) is Galois (w.r.t. the group-like element 14 ® 1,) if and only if A, isa
x .-Hopf algebra in the sense of [30]. Since in a Hopf algebroid A = (AL, Ag, S)
the left bialgebroid +4, is a x ;-Hopf algebra by Proposition 2.4, the A-coring (4.1)
is Galois in this case. Denote the category of left—left Hopf modules over 4, (i.e. of
left comodules over the coring (4.1)) by " .M. The application of [7, Theorem 5.6]
results that if A = (s, A, S) is a Hopf algebroid, such that the module © A is
faithfully flat, then the functor

G: "M —