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1.) BEVEZETO MEGJEGYZESEK
Linearis elliptikus egyenletek szokasos végeselem kozelitése Lyuy, = g, alakit
lineéris algebrai egyenletrendszerre vezet, amelynek megoldésat hatarozottan
kénnyebbé teszi, ha sikeriil olyan, tugynevezett prekondiciondlo P matrixot
talalni, hogy a P~'L; matrix kondiciészdma joval kisebb legyen, mint az Lj,
méatrix kondicidszdma:

Cond(P~'Ly,) << Cond(Ly,) :

az Lyu, = gp, egyenlet a vele ekvivalens P~ Lyu, = P~lg, alakban lényege-
sen kénnyebben kezelhet6. Maga a megoldés tipikusan az iteracios modszerek
egyikével torténik, amelyek énmagukban is lehetnek prekondicionaltak: a
gyakran hasznélt relaxaciok és egyéb modositésok is felfoghatok prekondi-
cios eljarasokként (a linearis algebraban csakigy, mint a Newton modszer
esetében).

A fentiek értelmezhetdk a linearis algebrai egyenletrendszerek, a linearis
operatorok funkcionalanalizise, valamint az elliptikus differencialoperatorok
szintjén. Ez utobbi esetben a P = P, prekondicionaloé matrixcsalad az L dif-
ferencidloperator f6-részébdl vagy szimmetrizaltjabol szarmaztathaté, ami
azt is jelenti, hogy magat az L differencialoperatort is prekondicionaljuk egy
S differencialoperator segitségével, a P,—t pedig az Su = g elliptikus egyenlet
végeselem kozelitésének megfelelGen Sj,—nak valasztjuk. Ez utobbi eljaras —
abban a specialis esetben, amikor L a (klasszikus peremfeltételek egyikével
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ellatott) Laplace operator, a végeselem modszer helyett pedig a véges diffe-
rencidk modszere szerepel — Czach Laszl6 1955-6s kandidatusi értekezésében
jelent meg elGszor. A témavezets Leonyid Vitalijevics Kantorovics volt.

2.) Az ERTEKEZES 1-2. FEJEZETEROL
A disszertans DSc értekezésének elsé két fejezetében a P = S), tipust prekondi
cionalasok altalanos elméletét fejti ki, ami az elmult 6tven év eredményeinek
egységesitése, altalanositasa, egyfajta djrairdsa és absztakt betetfzése. A
legfontosabb el6dok T. Manteuffel, O. Axelsson és J.W. Neuberger voltak,
utobbi kettejiiknek Karatson Janossal kozos dolgozatai is vannak. Czach
Tanar Ur 1955-6s munkaja sajnalatos médon érdemi visszhang nélkiil maradt,
hidba idézte azt maga Kantorovics is, Akilovval egyiitt irt funkcionalanalizis—
kényvében.

Otvendt évvel 1955 utan az is természetes, hogy prekondicionalas mod-
szere, a végeselem modszerhez hasonléan, nagyszamu alkalmazasra talalt a
nemlinedris elliptikus egyenletek illetve az ezek mdgott allo6 monoton ope-
ratorok témakorében. Karatson Janos mostani értekezésének leghosszabb,
mintegy hatvan oldalas masodik fejezete nemlineéris feladatokkal foglalkozik,
s akarcsak a lineéris elméletrsl szolo elsG fejezet a maga 6tven oldalaval,
jOl szerkesztett, szépen megirt, kiegyensulyozott felépitést, kompakt olvas-
mény. A becslések altalaban fiiggetlenek a (végeselem—)racsfelbontéas mi-
kéntjétdl és exponencialis konvergenciat biztositanak. Amitdél fiiggenek, az
a racsparaméter, a V}, végeselem—altér dimenzidja, valamint a kérdéses diffe-
rencidloperatorok sajatértékeinek aszimptotikidja. A becslések szerkezetében
gyakorta felismerhetk a konjugalt gradiens modszer vagy a Newton—iteracio
konvergencidjara vonatkozo klasszikus eredmények.

Itt legyen szabad két oldallagos megjegyzést tennem. A kornyezetem-
ben dolgoz6 mérnckdk az altaluk elérend6 pontossaghoz teljesen megeléged-
nek végss soron egyetlen, a megfelelg helyeken siiritett és lehetéleg kicsiny
savszélességii ritka matrixot eredményezé racsfelbontassal®>. Igy szamukra
a racsfelbontastol vald fliggetlenség csupan annyit jelent, hogy egy abszt-
rakt hibabecslés igaz a legkevésbé szerencsésen valasztott récs esetében is,
amelynek 6k konkrét szamitogépes munkajukban kevés hasznat latjak. Ami
fontos nekik — és az absztrakt elmélet hasznarol is meggy6zi ket —, az
az értekezésben szereplé példak megdobbentd sokasdga és valtozatossaga,

2a savszélesség optimalizalasa, amelyre kiilonféle heurisztikdkat alkalmaznak, NP teljes
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amelyekkel tizenot alfejezet foglalkozik, a terjedelmi korlatoknak megfeleld
huszonvalahény oldalon.

Az értekezés els6 két fejezetének szamomra legérdekesebb része a 2.5.1
Tétel, amely nem absztrahal és altalanosit, hanem véglegesen elrendez egy
problémét: a négyzetes hibacstkkenés racsfelbontéstol valo fiiggetlensége egy

—div f(z,Vu) + q(z,u) =g(x) , €
flz,Vu) -v+s(z,u) =~(x) ,xely
u(z) =0 ,zelp

alaki peremértékfeladatra pontosan akkor teljesiil?, ha az f : Q x R? — R¢
fliiggvény masodik valtozojaban lineéris.

Feltting, hogy a disszertans az értekezés elsG két fejezetében még csak
utalasok formajaban sem hasznélja a monoton operatorok nyelvezetét, a
bihemifolytonossag, pontosabban a (Gateaux derivalt bihemifolytonossaga-
nak fogalma pedig egészen a 3.3.2 Feltétel egy zarojelbe tett félmondataig
lebegve marad. Jollehet a megadott szakirodalmi hivatkozasok mindig is
egyértelmiivé teszik, hogy ebben a kontextusban mi értend6 bihemifolytonos-
sag alatt?, egy korabbi magyarazatnak jobban oriiltem volna. A 16-ik oldal
8-ik soraban a képletszamozas téves.

3.) Az ERTEKEZES 3. FEJEZETEROL
Az értekezés harmadik fejezetének témaéaja az elliptikus egyenletek véges-
elem megoldasaira vonatkoz6 diszkrét maximum-—elv. Ez a fejezet csak a
felhasznalt és igen gazdag technikai apparatus révén — a numerikus linearis
algebra 6tviozése a Szoboljev—analizissel a nemlineéris elliptikus egyenletek
elméletében — kapcsolodik a megel6z6 kett6hoz. Terjedelmében azok mind-
egyikénél rovidebb, egészen pontosan negyven oldal hossziasagi. A részletek

3abban az értelemben, hogy alkalmasan valasztott hg > 0 és > 0 mellett
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korlatos — itt a végeselem kozelités az Fy,(up) = 0 egyenletre vezet a Vj, altérben, amelyet
Newton—iteracioval oldunk meg (a gyenge megoldasra vonatkozé absztrakt atfogalmazés
F(u) = 0). Még annyit, hogymind a peremértékfeladat paramétereinek, mind a véges-
elem altér elemeinek teljesiteniiik kell egy egész sor, az adott kontextusban természetesnek
mondhat6 technikai feltételt

taz R? — H, (s,t) — F'(u+ sk + tw)h leképezés folytonossaga rogzitett u, k,w, h € H
esetén



irdnti igényesség, a "lefedett" példak gazdagsaga, és igy a lehets legnagyobb,
egységes altalanossagra valo torekvés erre a fejezetre is jellemzG. A kiilonb-
ség az, hogy itt az egységes keretbe foglalt elmélet alapvets eredményeinek is
jelentGs része a disszertans sajatja. A J.Kardtson and S.Korotov, "Discrete
mazximum principles for finite element solutions of nonlinear elliptic prob-
lems with mized boundary conditions”, Numer. Math. 99(2005), 669698
dolgozat valodi attorést jelentett. A jeloltnek és szerzétarsdnak a vilagon
els6ként sikeriilt a diszkrét maximum-—elvet a linearisr6l nemlineéaris ellip-
tikus egyenletekre, st két évvel kés6bb nemlinearis egyenletrendszerekre is
kiterjeszteniiik, ami azota csaknem széz hivatkozést is jelentett szamukra.
A DSc értekezés elejétdl a végéig a vegyes peremfeltételeket helyezi elGtérbe.

A 3.4.1 és a 3.4.4 Tétel szerint a

—div (b(z, Vu)Vu) + q(z,u) = f(z) , z€Q
b(z,Vu) 2 + s(z,u) =~(z) , z€ly
u(z) =g(x) ,xzelp

alakt peremértékfeladat esetében a klasszikus megoldasokra érvényes® folytonos
maximum-elv a
max u < max{0,max g},
Q I'p

a diszkrét maximum-—elv pedig a

max u, < max{0, max g},
Q I'p

alakot 6lti. A diszkrét maximum-—elv teljesiiléséhez sem a végeselem kozelités
mogotti racsfelbontas, sem a végeselem bazisfiiggvények nem lehetnek tet-
szélegesek: mindegyikiiknek specialis, a dimenziotol is fiiggs (leggyakrabban
d = 2,3) geometriai feltételeket és egyenlétlenségeket kell teljesiteniiik. Sze-
rencsére a szakirodalom, igaz teljesen més Osszefiiggésekben szerepeltetett
szokasos racsfelbontas— és végeselem—altér regularitasi feltételeinek kicsiny
meértékd sziikitése elegendd.

Nemlinearis elliptikus egyenletrendszerek korrekt kitiizottsége erdsen fiigg
mind a nemlinearitasokra vonatkozo6 névekedési feltételektsl, mind a csatolas
"erejétsl" /modjatol (diagonélis dominancia plusz kooperativitas) is. A har-
madik fejezet a diszkrét maximum-—elv egyetlen egyenletrél egyenletrend-

Saz Q tartomanyon ehhez meg kell kovetelni az f(z) —q(0,z) <0, a T’ = 02 perem I'y
Neumann-részén pedig a v(x) — s(x,0) < 0 egyenl6tlenségek teljestilését is



szerre torténd altalanositasanak hét, egyenként mas és més "extrakat" tar-
talmazo® valtozataval fejezdik be.

A bizonyitasok részben a lineédris algebrai egyenletrendszerek Ciarlet—
féle maximum-—elvének szerkezeti altalanositasan, irreducibilitasi feltételének
gyengitésén, valamint azon a természetes, mind a folytonos maximum-—elv,
mind az invarians sokasagok elméletébdl ismert gondolaton alapulnak, hogy
az egyenlet nemlineéris részébe visszahelyettesitve a megoldast, az linearis
feladatként vizsgélhato tdjra.

4.) Az ERTEKEZES 4. FEJEZETEROL
A nem egészen husz oldalas negyedik fejezet 0j témat kezd, egy variacios szer-
kezeti F'(u)+/¢ = 0 operator—egyenlet E(u) = (F(u) — F(u*), u—u*) energia
tipust hibafiiggvényére allit fel olyan kétparaméteres becslést, amelyben a(z
altalaban Banach térbeli) paraméterek optimalis értékei tigyszintén a pontos
megoldasboél szarmaztathatok. A hibabecslés értelme az, hogy segitségével
a posteriori becslések vezethet6k le adott kozelité megoldasnak a pontos
megoldastol valo eltérésére. A paraméterek ehhez sziikséges szuboptimélis
beallitasai — kezdve a — div f(Vu) = g, u|y, = 0 elliptikus peremértékfel-
adaton — linearis végeselem segédproblémak megoldasat igénylik. Csakigy
mint a korabbi fejezetekben, a targyalas kitér csatolt rendszerekre valamint
negyedrendd egyenletekre is. Befejezésként egy, akarcsak demonstracios jel-
legti numerikus példat is szerepeltetni lehetett volna.

A negyedik fejezet elsédlegesen P. Neittaanmaki és S. Repin eredményeit
fejleszti tovabb, és a Tézisflizetben [23] sorszam alatt szereplé 2009-es dol-
gozat roviditett valtozata. A tomorségre valo torekvés nem kis hajtoers: ez
a dolgozat kimaradt az értekezés irodalomjegyzékébdl.

Kimaradt tovabba a bettiszavak értelmének feloldasa is néhény helyen,
volt kozottiik olyan, amelyik jelentésének kiilon utédna kellett hogy nézzek.
Legyen szabad ezért az egyik kérdésemet maximéalisan tomororséggel igy fo-
galmaznom: PPDE. Mésik kérdésem az értekezés 29-ik oldalaval kapcsolatos:
amint azt Karatson Janos maga jegyzi meg, szdmos, sok éve ismert véges-
elemes prekondicios eljaras nem tartozik az Osszefoglalonak szant elmélet

6a k-adik (ahol k = 1,2,...,s) egyenlet f6 részében a divergencia—operdtor mogott
(b (x, u, Vu)Vuy) all, amelyhez wy, (z, u) Vuy, alaka konvekeios, valamint kiilonboz (szub—
illetve szuperlinedris) tipust reakcio-diffazio (pld. gi(z,w), > y_; Vie(, u, Vu)uy) tagok
adodnak hozzid — a k-adik peremfeltétel Neumann—részében uy egyiitthatdja ugyancsak
b (x,u, Vu), Dirichlet—részében pedig egyediil az u vektor k-adik koordinataja szerepel



keretébe, s6t a hasznalt koercivitas—fogalom sem éri el a Babuska és Brezzi
neve altal fémjelzett végeselem—modszercsaladokhoz sziikséges altalanossa-
got. Kérem, hogy kommentélja sajat kijelentését.

5.) BEFEJEZO MEGJEGYZESEK, OSSZEFOGLALAS

A diszkrét maximum-—elv, csakigy mint az eredeti kézonséges, késlel-
tetett vagy éppen parcidlis differencidlegyenletek megoldasainak jellegzetes
kvalitativ tulajdonsagait vagy kitiintetett konfigurécioit megérzé diszkretiza-
ciok vizsgalata mintegy htisz—huszondt évvel ezel6tt valt altalanosan kutatott
témava. Az érdeklddés f6 oka a szamitasi kapacitasok gyors novekedése.
A prekondicionalassal kapcsolatos elméleti és alkalmazotti kutatasok sokfelé
tapasztalhato felélénkiilésének ugyancsak a szamitogép a tényleges motorja.

Karatson Janos jokor és jo iitemben kapcsolodott be ezeknek a kérdésko-
roknek a vizsgalataba és valt azok elismert kutatojava. Dolgozatai koziil tobb
mind tiz a numerikus funkcionalanalis témat gondoz6 legrangosabb folyoira-
tokban jelent meg. Az altala elért és ebben a DSc értekezésben bemutatott
eredmények predesztinaljak 6t a DSc fokozatra, amelyet teljes meggy6z6dés-
sel javaslok szamara.

Budapest, 2002 augusztus 31.

Garay Barna



