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1. Bevezetés

A disszertaciomban kvadratikus szamtestek osztalyszamproblémajaval és auto-
morf formékkal kapcsolatos 6sszegzési formuldkkal foglalkozom. Mindkét téma-
kor a szamelmélet fontos teriilete.

1.1. A kvadratikus szdmtestek osztalyszamédval mar Gauss is foglalkozott (igaz, a
maitdl eltéré megfogalmazasban). Legyen K = Q(\/E), ahol Q a racionalis test,
és d egy fundamentalis diszkriminans. Imaginarius kvadratikus szamtest esetén
(azaz ha d < 0) Gauss azt sejtette, hogy (h(d)-vel jeldlve a K osztalyszamét)
h (d) — oo, amint |d| — co. Ezt eldszor Heilbronn bizonyitotta be (1. [Hei]). De
a megoldasa ineffektiv volt: az Osszes 1 osztalyszamu imaginarius kvadratikus
szamtest meghatarozasa hosszu ideig megoldatlan probléma maradt. Ezt el0szor
Heegner oldotta meg ([Hee]), de az 6 bizonyitasat abban az idében nem tartottak
helyesnek, és késobb tole és egymastol is fiiggetleniil megoldotta a problémat
Baker ([Ba]) és Stark ([St]). Baker bizonyitasa azonnal kovetkezett az algebrai
szamok logaritmusardl szélo hires tételébol, és Gelfond és Linnyik korabbi mun-
kéjabdl ([G-L)).

A helyzet teljesen mas altaldnos valés kvadratikus szamtestekre, azaz a d > 0
esetben: Gauss erre az esetre azt sejtette, hogy végtelen sok 1 osztalyszamu test
van. Ez a probléma maig megoldatlan.

Azonban valds kvadratikus testek bizonyos speciélis csaladjaira (ahol a funda-
mentélis egység nagyon kicsi), példaul ha d = p? + 4 egy p egésszel, a helyzet
analég az imagindarius esettel: nem nehéz bebizonyitani,, hogy egy ilyen csalad-
ban csak véges sok 1 osztalyszamu test van, de ezen testek effektiv meghatarozasa
sokaig nyitott probléma volt. A disszertacié 2. fejezete az Uin. Yokoi-sejtés
megoldasarol szol: ez a sejtés azt mondta ki, hogy h (p2 + 4) > 1, ha p > 17.

1.2. Az analitikus szamelméletben hasznalt két legismertebb 6sszegzési formula
a Poisson-formula és a Voronoi-formula. Mi olyan 0sszegzési formuldkat fogunk
vizsgdalni, amelyekben automorf formékkal kapcsolatos silyok szerepelnek.

Az automorf formak kozponti szerepet jatszanak a modern szamelméletben, az
algebrai és az analitikus szdmelméletben is fontosak. Emellett a matematika
szamos egyéb agaval is kapcsolatban allnak, példaul a reprezentacidéelmélettel,
ergodelmélettel, kombinatorikaval, algebrai geometriaval.

Az automorf formak analitikus elméletében tobb 6sszegzési formula is jelentds,
elég megemliteni a klasszikus Voronoi-formula altalanositasait, a Selberg-nyom-
formulat vagy a Kuznyecov-formulat.

A disszertacié 3. fejezetében egy olyan, a klasszikus Poisson-formuldhoz nagyon
hasonl6 0sszegzési formulat bizonyitok, amelyben automorf formék in. harmas-
szorzatai szerepelnek stlyokként. Harmasszorzaton (nem precizen fogalmazva)
harom automorf forma szorzatdnak egy fundamentdlis tartomanyon vett in-
tegraljat értjiik. Az ilyen harmasszorzatokat tobbféle szempontbdl is intenziven
vizsgalja a szakirodalom, példaként emlitjiik a hires Quantum Unique Ergodicity
sejtés néhany évvel ezelétti megoldaséat (1. a [Li] és [So| cikkeket a nemholomorf,
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a [H-S| cikket pedig a holomorf esetre vonatkozéan) és a reprezentaciéelméleti
jellegii [B-R] cikket, amely harmasszorzatokra ad nemtriviélis fels§ becslést.

1.3. Mindkét téma irdnti érdeklédésem a (lényegében a [Bil] és [Bi2] cikkek
anyagat tartalmazé) Ph.D. disszertaciombdl fakad.

A kapcsolat kozvetlenebb az automorf silyokat tartalmazé osszegzési formula
esetében, hiszen a Ph.D. disszertdciém automorf formékrél szélt, sot, a [Bil]
cikk egy Osszegzési formula bizonyitasat tartalmazta.

De az 1.1 alpontban emlitett osztalyszamproblémaknak is van kapcsolata auto-
morf formakkal, a Yokoi-sejtésre adott bizonyitasom els6é valtozata hasznalt is
automorf formakat: az egyik nagyon fontos lemma (pontosan kimondva 1. az
5. pontban) bizonyitdsdhoz Eisenstein-sorok bizonyos zart geodetikusokon vett
integraljait hasznaltam. Amikor az els6 el6adasomat tartottam a Yokoi-sejtésrol
2001 szeptemberében Oberwolfachban, S. Egami felhivta a figyelmemet Shin-
tani [Sh] cikkére, amelynek a segitségével le tudtam egyszeriisiteni a szébanforgé
lemma bizonyitasat, és az 1j valtozat mar nem hasznalt automorf formakat.

1.4. A 2. és 3. pontban a disszertacié f6 eredményeit ismertetjiik. Ezen
eredmények bizonyitasat az 5. és 6. pontban vazoljuk. A 4. pontban kimondunk
egy szintén a disszertaciéban bizonyitott tételt, amely az egyik f6 eredmény (a
2. Tétel) bizonyitasahoz fontos, a 6. pontban hivatkozunk is ra.

2. Osztalyszamproblémak valés kvadratikus szamtestekre

Ma mar latjuk, hogy az az 1.1 alpontban mar emlitett allitas, hogy csak véges
sok 1 osztalyszamu imaginarius kvadratikus szamtest 1étezik, azonnal kovetkezik
a Dirichlet-féle osztalyszamformulabdl és a Siegel-tételbdl. Mivel a valds eset
megértéséhez is sziikséges, elszor is kimondjuk a Dirichlet-formuléat (1. [W], 3.
fejezet és 37. oldal).

Legyen K = Q(V/d), ahol d (pozitiv vagy negativ) fundamentélis diszkriminéns,
legyen h(d) a K osztalyszama, és legyen x4 a K-hoz tartozé primitiv karakter.
Akkor a d < 0 esetben

L s
(d) = —

ahol w a K-beli egységgyokok szama; a d > 0 esetben

L(17Xd)7 (2'1)

h(d)logeq = dY/2L(1, xq), (2.2)

ahol €4 > 1 a K-beli fundamentalis egység. A Dirichlet L-fliggvények 1-beli
értékeire vonatkozd Siegel-tétel szerint

L(1, xa) > |d|™¢

(ez ineffektiv becslés), tehat (2.1)-bol kovetkezik, hogy csak véges sok 1 osztély-
szamu test van az imaginarius esetben. Viszont a d > 0 esetben nem tudjuk
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szétvélasztani az osztdlyszamot és a fundamentélis egységet. De ha feltessziik,
hogy a fundamentélis egység kicsi, példaul

logd < logeq < logd, (2.3)

akkor (2.2)-b6l adédik, hogy h(d) > 1 elég nagy d-re. Mivel a Siegel-tételt
hasznaljuk, a kapott becslés ineffektiv. Tehat igy nem tudjuk meghatarozni az
Osszes 1 osztdlyszamu testet egy olyan csalddban, amelyre (2.3) érvényes, igy
példdul a d = p? + 4 Yokoi-diszkriminansok csalddjaban sem.

A disszertacio 2. fejezetében bebizonyitjuk az 1.1 alpontban mar emlitett Yokoi-
sejtést (amelyet H. Yokoi az [Y] cikkben fogalmazott meg). Pontosabban a
kovetkezot latjuk be.

1. TETEL ([Bi3]). Ha d négyzetmentes, h(d) = 1 és d = p* + 4 valamely p
egésszel, akkor d a kovetkezo modulusok legaldabb egyikére vonatkozoan négyzet:
q=15,7,41,61,1861 (azaz a (d/q) Legendre-szimbolum 0-val vagy 1-gyel egyenld
az elébb felsorolt q értékek kozil legaldbb az egyikre).

Ezt azzal a jolismert allitdssal kombindlva (nevezziik ezt B Alh’tésnak), hogy
h(d) = 1 esetén d kvadratikus nemmaradék barmely 2 < r < p prim szerint,
megkapjuk a disszertacio 2. fejezetének a {6 eredményét:

1. KOVETKEZMENY ([Bi3]). Ha d négyzetmentes, és d = p* + 4 valamely
p > 1861 egésszel, akkor h(d) > 1.

Konny(i beldtni a fent emlitett B Allitds alapjdn, hogy h(d) > 1, ha 17 < p <
1861, igy a Yokoi-sejtés teljes megoldasa adodik. Megjegyezziik, hogy 6 kivételes
testre teljesil h(d) =1, ezek a p =1,3,5,7,13, 17 esetek.

Apr6é mdédositasokkal ugyanaz a bizonyitds miikodott (1. [Bid]) egy hasonld
osztalyszamproblémara, a [C-F] cikkben megfogalmazott Chowla-sejtésre is. A
Yokoi-sejtés bizonyitasanak a modszerét késoobb tobb hasonld esetre is alkal-
maztdk, 1. példaul a [B-K-1] és [Le] cikkeket.

Azonban ugy tiinik, hogy a Yokoi-esetben a jelenlegi bizonyitas csak az 1 osztaly-
szamu testek meghatarozasara alkalmas, mar a 2 osztalyszamuak meghatarozasa
is nyitott probléma. Természetesen végtelenhez tarto effektiv alsé becslés sem
ismert h(p? + 4)-re, nem gy, mint az imaginarius esetben: az analdg 4llitdst ott
Goldfeld, Gross és Zagier bizonyitotta, l. a [Go] és [G-Z] cikkeket. Korabban
emlitettiik, hogy a Yokoi-esetben a fundamentdlis egység kicsi (tehat a Siegel-
tétel alkalmazhato), de a logaritmusa log p nagysdgrendii, ami elég nagy ahhoz,
hogy gondot okozzon, ha a Goldfeld-Gross-Zagier médszert akarnank alkalmazni.
A bizonyitasom kiindulépontja Beck Jézsef [Be| cikkének egy Gtlete. Ebben a
cikkében Beck effektiv felsé becslést adott az 1 osztalyszamu esetben p-re, feltéve,
hogy p bizonyos maradékosztalyokba tartozik. Elemi szamelméletet kombinalt
a K-hoz és bizonyos kvadratikus Dirichlet-karakterekhez tartozo zetafiiggvények
specialis értékeire vonatkozé formulakkal. En nemkvadratikus Dirichlet-karakte-
reket haszndlok, ez elemi algebrai szamelméletre vezet. Ijj elemi eszkozoket is
alkalmazva sikeriilt minden maradékosztalyt kizarnom egy adott konkrét modu-
lus szerint, és ezzel a teljes sejtést bebizonyitani.



dc_344 11

Eddig a bizonyitasig csak kvadratikus karaktereket hasznaltak a bizonyitasban
paraméterként. Ugy értem, hogy Beck idézett cikkében is, és Gelfond-Linnyik-
Baker imagindrius esetre vonatkozoé klasszikus munkéjaban is szerepelnek egyéb
Dirichlet-karakterek is azon a kvadratikus Dirichlet-karakteren kiviil, amelyik az
adott K kvadratikus szamtesthez tartozik. Ezen egyéb Dirichlet-karaktereket
tekinthetjiik paramétereknek, hiszen ezeket a bizonyitas szempontjabdl legked-
vez6bb modon igyeksziink megvalasztani. A Yokoi-sejtésre a dissertaciéban
(és eredetileg [Bi3]-ban) adott bizonyitdsban ezek a paraméter karakterek nem
kvadratikusak. Ez szamos 1j lehetoséget nyijt p-re vonatkozé maradékosztalyok
kizardsara. Ilyen nemkvadratikus karakterek alkalmazésat egy [Bi3]-ban bizonyi-
tott lemma tette lehetévé (1. aldbb az 1. Lemmat az 5. pontban), amely jol
hasznalhaté modon fejezi ki bizonyos zetafiiggvények specialis értékeit.

Megemlitjiik még, hogy (ahogy ezt [Bi5|-ben és a disszerticiéban is bévebben
kifejtjiik) a Yokoi-sejtés bizonyitdsa az imaginédrius osztdlyszamprobléma Gel-
fond-Linnyik-Baker-féle megoldasa analogonjanak tekintheto, még akkor is, ha
els6 latasra attdl nagyon kiilonbozének tiinik (hiszen Baker algebrai szamok lo-
garitmusarol szélé tétele helyett itt elemi algebrai szamelméletet alkalmazunk).

3. Egy Poisson-tipust formula automorf silyokkal

3.1. Ebben a pontban a disszertacié 3. fejezetének az eredményérol lesz szd. A
formula kimondésdhoz el6szor be kell vezetniink néhany, foleg automorf formak-
kal kapcsolatos jelolést. Ezutan, de még a formula pontos kimondasa elott a
klasszikus Poisson-formula olyan interpretaciéjat fogjuk adni, amelybdl lathato
lesz az 1j formula hasonlésaga a Poisson-formulahoz.

3.2. Jelolések. Jelolje H a nyilt komplex fels6 félsikot. Legyen

F0(4):{<Z Z) € SL(2,Z): ¢=0 (mod 4)}.

Legyen Dy a I'g(4) egy fundamentélis tartomanya a H-n, és

_ dxdy

dps
z y2

(ez az SL(2,R)-invaridns mérték a H-n). Vezessiik be az

(f1, f2) = f1(2) f2(2)dp.

Dy

jelolést. Az [ sulyu hiperbolikus Laplace-operator a kévetkezo:

02 0? 0
g2 — ]y —
A=y (8332 8y2> Zly(‘?x'
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Egy z # 0 komplex szdm argumentuma essen (—m,7|-be, és legyen logz =
log |z| + i arg z, ahol log |z| valés. Definidljuk z°-et barmely s € C-re igy: z° =

_ T(w+n)
n—  I'(w)

es1982  Szokds szerint legyen e(z) = ™% és (w)

F'X+Y)=T(X+Y)I'(X-Y)ésa

. Hasznalni fogjuk a

IT(X+Y+2)=T(X+Y+2Z)I(X+Y -2 T(X-Y+Z)[(X-Y — 2)

jeloléseket.
Definidljuk z € H esetén a 6 (2) = >0 e(m?z) és a

m=—oo

IS

By(z) := (Imz2)* 0 (2) (3.1)

fiiggvényeket. A jolismert v szorzérendszerrel (az explicit alakjat 1. pl. itt: [Du],
(2.1)) akkor

)\ 1/2
Balz) =v) ({25:)  Baleh by € Tota)

ahol :<Z Z) € SL(2,R) esetén j,(2) = cz+d. Megjegyezziik, hogy v* = 1.
Legyen [ = % + 2n vagy [ = 2n valamely n egésszel. Azt mondjuk, hogy egy a
H-n értelmezett f fliggvény [ sulyd automorf forma I' = SL(2, Z)-re vagy I'g(4)-
re nézve (de ha | = 1 + 2n, akkor csak I' = I'g(4) vehetd), ha egyrészt minden
z € H-ra és v € I'-ra kielégiti az alabbi transzformacios formulat:

fwa:(“@)7@>

17+(2)]

az | = 2n esetben,

_ jw(z) )l
$2) = vl (243 ) 16

az | = % + 2n esetben, masrészt f legfeljebb polinomidlisan né a fundamentalis
tartomany csucsaiban (cusp-jaiban). A A; operator hat az [ silyd sima au-
tomorf formakon. Azt mondjuk, hogy az f fliggvény [ silyd Maass-forma a
['-ra nézve, ha [ sulyu automorf forma I'-ra nézve, sima fliggvény, és a A,
operator sajatfiiggvénye H-n. Ha az f Maass-forma exponencidlisan csokken
a csucsokban, akkor csicsformanak (cusp form) nevezziik.

Jeloljiik L?(Dy)-gyel azon T'g(4)-re nézve [ silyd automorf formak terét, ame-
lyekre (f, f) < 0.

Legyen ug /2 = coBy, ahol cp-at gy valasztjuk, hogy (ug 1/2,u0,1/2) = 1 tel-
jesiiljon. Nem nehéz belatni (hasznalva [Sa] 290. oldalat), hogy konstans szorzo
erejéig By az egyetlen olyan % sulyd Maas-forma I'g(4)-re nézve, amelynek a

A jp-sajatértéke —13—6, és a tobbi ilyen forma A y-sajatértéke kisebb. Legyen
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uj1/2 (j > 0) egy Maass-formékbol &ll6 ortonormalis bézisa L3 /2(D4) azon al-
terének, amelyet a Maas-formék generalnak. Legyen

1 .
Ayjoujija = Njujja, Aj=55(55—1), S; = 5 T T,

akkor Ag = —%, j > 1re Aj < —3, és Aj — —o0.

Az a = 0,00 csucsok esetén jelolje E, (z,s, %) a ['o(4)-hez és az a csicshoz
tartozé % sulytd Eisenstein-sort. Ez, mint z fiiggvénye, s(s — 1) sajatértékii
sajatfiiggvénye a Ay /o operdtornak. Ha f 1/2 silyd automorf forma és a most

kovetkez6 integral abszolit konvergens, akkor vezessiik be ezt a jelolést:

Calfyr) = f(2)E, <z, L + ar, 1)cl,uz.
Dy 2 2

Ha [ > 1 egész, legyen 5, 41 8z [+ % stilyd holomorf csticsforméak tere a p!+2

szorzorendszerre és a ['g(4) csoportra nézve (ezt a fogalmat 1. pl. [I] 2.7 alfe-
jezetében).

Foleg az az eset fog minket érdekelni, amikor [ paros. Ha k > 1, legyen
fre1, fu2, - frs, egy ortonormélis béazisa az SQ,ﬁL% térnek, és legyen

grj(2) = (Im2) 4 £ 5(2).

Jegyezzik meg, hogy gi; 2k + % sulyi Maass csucsforma, és A2k+%gk’j =
(k+ 1) (k= 2)gr; (I az [F] cikk (4)-es és (7)-es formuldit).
Bevezetjiik még az in. Maass-operatorokat:

_\ 0 , s,
K ._(z—z)&+k—zy%+ya—y+k,
_ 0 .0 0
Lk—(z—z)a——k——z %+ya—y—k

Ezen operatorok alapveté tulajdonsdgai megtaldlhatdk [F] 145-146. oldalan. Itt
csak azt emlitjiik meg, hogy ha f k stlyi Maass-forma, akkor Ky of és Ly /o f
rendre k + 2, illetve k£ — 2 stlyu Maass-forma.

3.3. A Poisson-formula és az 1j formula. A Poisson-formula kimondasahoz
tekintsiik a sima, 1-periodikus fiiggvényeket az R valds egyenesen, és legyen
D = % a derivalds operator. Akkor a D sajatfiiggvényei ezen a téren az e27i"*
fuggvények 2min sajatértékekkel, és ezek a sajatfiiggvények ortonormaélis bazisat
alkotjak az L?(Z\ R) Hilbert-térnek. A sajitértékeket az n egész széamokkal
parametrizaljuk, ezek a paraméterek elemei az R halmaznak. A Poisson-formula
azt mondja ki, hogy ha F 7szép” fiiggvény R-en, akkor a w(n) = 1 jelolést
hasznéalva minden n-re, a
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kifejezés valtozatlan marad, ha F-et G-re cseréljiik, ahol G az F' Fourier-transz-
forméltja. Azért vezettiik be a w(n) jeldlést az azonosan 1 fiiggvényre, mert az
1j formulankban mar valéban nemtrividlis silyok fognak szerepelni.

Az 1j formuldhoz az R-en értelmezett sima, 1-periodikus fiiggvények helyett te-
kintsiik az Osszes olyan sima automorf format a H-n, amelynek a stlya % + 2k
alaki, ahol k > 0 tetszdleges egész. A fenti D operator sajatfiiggvényei helyett
a Agy N k > 0 operatorok sajatfiiggvényeit fogjuk tekinteni. Ha k > 0 adott, a
Agpy 1 operator sajatfiggvényei és a Ay 1)y 1 operator sajatfiiggvényei kozott
majdnem kolcsonosen egyértelmii megfeleltetést 1étesitenek a Maass-operatorok,
kivéve, hogy a holomorf formaknak megfeleld 2(k5+1)+% silyu sajatfiiggvényeket
lenulldzza az L, 1y, 1 operator. Tehdt a Ay, 1 operatorok lényegesen kiilonbo-

z6 sajatfiiggvényei (amely fliggvények szerepet jatszanak az Lgk 11 (Dy4) terek

elemeinek a spektralis felbontasdban) a kovetkezdk:

1 1
u;i/2 (5 >0), Eq (*, 5 +ir,§> (a=0,00, reR), gr;(k>11<j<sp).

Ha wu ezen fliggvények valamelyike, akkor a Laplace-sajatfiiggvényét egy olyan T
szammal fogjuk paraméterezni, amelyre

Appriu= (5+iT) (—5 +iT)u

a megfelel6 k-val. Az egyes esetekben ez a paraméter a kovetkezd lesz:

1 1 1
T;, hau=wuj1/0; 1, hau=F, (*§+7L7’, 5), i<1—k>, ha u = gy, ;.

Ezek a szamok megfelelnek a Poisson-formulanal emlitett n szamoknak. Esetiink-
ben ezek a paraméterek benne vannak (legaldbbis véges sok kivétellel: nevezziik
j-t kivételesnek, ha T; ¢ R) az R U DT halmazban, ahol

Dt = {z (% — k) ck>1 egész} : (3.2)

Valgjaban nem csak egy 0sszegzési formulat bizonyitunk: barmely uq,us parhoz,
ahol uy és us 0 silyt Maass csicsformék SL(2,Z)-re nézve, tartozik egy dsszeg-
zési formula. Rogzitstink tehat két ilyen csucsformat. Az j formula azt allitja,
hogy bizonyos Wy, u, (J), Wuy us (@, 1) €8 Wy, v, (K, j) silyokkal, ha F' "szép” fiigg-
vény az R U DT halmazon, paros R-en (megjegyezziik, hogy F tobbek kozott
akkor lesz ”szép”, ha az R-re valé megszoritasa holomorfan kiterjed egy az R-et
tartalmazo elég széles sdvra, tehdt beszélhetiink F' (7;)-r6l kivételes j-kre is),
akkor a

> v DF @)+ X [ wnwlanF )+

a=0,00
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oo Sk 1
+ Woy (K, J)F (2| = — K

IPIALY (i(3-+))
kifejezés valtozatlan marad, ha wus-at irjuk w; helyébe, ui-at irjuk us helyébe,
és F-et G-re cseréljiik, ahol G az F-bdl egy bizonyos integraltranszformacioval
adodik. Ez az integraltranszformacié az un. II. tipusu Wilson-transzformalt
(amit néhany éve, [G1]-ben vezetett be Groenevelt), és R U D'-on értelmezett,
R-en paros fliggvényekbdl ismét ilyen fliggvényeket allit eld.
Ez az integraltranszformacié jatssza azt a szerepet, amit a Fourier-transzformacio
jatszik a Poisson-formula esetén. Kicsit részletesebben is lesz sz6 késobb a Il-es
tipusu Wilson-transzformaltrél. Most csak azt emlitjiik meg, hogy rendelkezik
a Fourier-transzformalt egyes szép tulajdonsagaival: izometria egy megfeleléen
definidlt Hilbert-téren és egyenld a sajat inverzével (ez utébbi tulajdonsig érvé-
nyes a Fourier-transzformaltra, ha csak a paros fiiggvényeken tekintjiik).
A fenti formuldban szerepld w,,, ., sulyok nagyon érdekes automorf mennyiségek.
Most csak a w,,, ,(j) sulyokat adjuk meg, mert a tobbi sily hasonlé lesz, és
mindent pontosan defindlunk majd a tételben. Tehdat j > O-ra wy, 4, (j) ezzel
egyenlo:

r (Z iiTj) /D By () (42) 5 Gl /D By (s (42) 15 G

3.4. Megjegyzések mas formulakkal valé kapcsolatrol és a lehetséges
tovabbi munkardél. Lattuk, hogy erds formai hasonlésdg all fenn a mi Osszeg-
zési formulank és a Poisson-formula kozott. Azt gondolom, hogy ez az analdgia
mélyebb lehet, talan 1étezik a két formulanak kozos altalanositasa is. Az analdgia
magyarazata és &altalanositdsok bizonyitasa (esetleg magasabb rangu csopor-
tokra) a reprezentaciéelmélet irdnyabol johet. Egy ilyen megkozelités alkalmas
lehetne a II. tipusd Wilson-transzformalt felbukkandsdnak a magyarazatara, ami
pillanatnyilag eléggé rejtélyes. Maga Groenevelt a [G2] cikkben megadta egy
reprezentaciéelméleti interpretacidjat ennek az integraltranszformaciénak, de ez
ugy tinik, nem segit a formulank értelmezésében.

A miénkhez némileg hasonlé spektralis azonossagokat tobb szerzé is bizonyitott
kordbban. Megemlitjiik példaul az [R] cikkben az ottani &ltalénos médszer al-
kalmazasaként bizonyitott konkrét azonossédgokat, vagy a [B-M] cikket, amelynek
az L?>(SL(2,Z)\SL(2,R)) tér spektralis struktirdjan alapulé médszere is fontos
lehet a mi formulankkal kapcsolatban.

Azonban, amennyire latom, az 4j formula legkozelebbi rokona egy Kuznyecov (1.
[K]) altal felvetett és Motohashi &ltal bizonyitott (1. [Mo]) azonossdg. Az ottani
sulyok kiilonboznek a nalunk szereplo sulyoktél, de a két formula struktiraja
nagyon hasonlé. Valéban, egyrészt az 6sszegzés mindkét esetben Laplace-sajat-
értékekre €s egészekre torténik. Masrészt, mindkét azonossag esetén ugyanolyan
tipusu sulyok szerepelnek az adott azonossag mindkét oldalan. Ezt a Kuznyecov-
Motohashi formulat mér sikeresen alkalmaztdk analitikus problémdkra (1. [Lv],



dc_344 11

[J]), igy taldn a mi formuldnk is alkalmazhato lesz a w,,, ,, silyok, tehat hdarmas-
szorzatok becslésére.

3.5. A II. tipust Wilson-transzformalt. Legyen ¢; és t5 két adott nemnulla
valos szam (ezek egy-egy csucsforma Laplace-sajatfiiggvényeihez kapcsolédnak
majd, 1. a 2. Tételt). Ezek ismeretében explicite definidlunk egy C pozitiv
szamot és egy H (z) pozitiv valés fiiggvényt a valds egyenesen:

D (f+ity tiz)D (5 £ite tiz) D (5 £iz) T (2 £ix)

H(z) = 72T (+2ix) ’

71,2

Tz T (i)

Legyen DT ugyanaz, mint (3.2)-ben, és ha F' az RU D™ -on definialt, R-en paros
fliggvény, vezessiik be az

/ F(2)dh(z) = % /O T Fo)H(x)de +iC Y F(x)Res.—, H(2)

jelolést. Az
Rk = Resz:i(%—k)H (Z)

szamok explicit alakjabdl latszik, hogy ¢R; minden k-ra pozitiv.
A [G1] cikk (3.2)-es formuldja definidlja a

¢)\ (LI}) = ¢>\ ($;CL, b7 C, d)

Wilson-fiiggvényt barmely A és x komplex szamokra. Az a,b,c,d paraméterek
csak t1-t0l és to-t6l fognak fliggeni, explicite:

= it =t ity o=t ity a=2 vt
a—4 21,—4 ZQ,C—4 1l9, —4 iy.

Legyen a ‘H Hilbert-tér azon R U D7 -on definidlt, R-en pdros fliggvények tere,
amelyeknek a norméja véges az

mmH:/ﬂmEﬁWw

skalarszorzatra nézve.
A 1I. tipust Wilson-transzformaltat Groenevelt igy definidlta [G1]-ben:

&WMM=/f@MM@M@)

Ahogy a klasszikus Fourier-transzformaltat is, ezt is el6szor azokra a H-beli
fliggvényekre definidljuk, amelyekre a fenti integral abszolit konvergens. Ez H

9
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stril részhalmaza, tehat kiterjeszthetjiik a definiciot H-ra, és igaz lesz az alabbi
tétel ([G1], Theorem 5.10):

A G :H — H operdtor unitér, és G a sajat inverze.

A masodik allitas lesz a mi bizonyitasunkban kiilonosen fontos, tehat hogy G a
sajat inverze.

Mivel kiilon fogjuk tekinteni egy az RU D™ -on definilt, R-en paros F fiiggvény
folytonos és diszkrét részét, ezekre bevezetiink jeloléseket:

f(z):=F(z) (z €R), an ::F(i G—n» (n>1).

Tehat F' helyett egy olyan parrdl fogunk beszélni, amely egy R-en definialt paros
f fiiggvénybdl és egy {ay, }n>1 sorozatbdl all. Ezen a nyelven az f, {a,, }n>1 par 1.
tipusu Wilson-transzforméltja az a par lesz, amely a kovetkez6 modon definialt
g fuggvénybél és {by, }n>1 sorozatbdl all:

g(\) = % /OOO F(2)ox (z) H(z)dz + ngakgb,\ (z G - k)) R,  (3.3)

b= o /OOO F@)y(s ) (@) Hz)dz + ngakgbi(%_n) (z G - k)) Ry.

(3.4)
ha n > 1.

3.6. A formula. Most precizen kimondjuk az 6sszegzési formulat. Ha v 0 silyt
csucsforma SL(2,Z)-re nézve, és Agu = s(s — 1)u, akkor n > 0-ra definidljunk
egy kn(u) 2n silyu csucsforméat a I'g(4) csoportra nézve igy:

(Kn—lKn—2 N KlKo’u) (42)
(S)n (1 o S)n .

2. TETEL ([Bi6]). Legyen ui(z) és ua(z) két 0 silyi Maass csicsforma az
SL(2,Z) csoportra nézve s;(s; — 1) Laplace-sajdtértékekkel, ahol s; = 3 + it; és
t; >0 (5 = 1,2). Létezik egy csak uy-tol és ug-tdl fiiggd pozitiv K konstans
igy, hogy az aldabbi P (f,{a,}) Tulajdonsdg igaz, ha f(x) olyan pdros holomorf
fligguény az |Imx| < K tartomdnyon, amire teljesil, hogy

(hn(u)) (2) =

f(@)e 271 (14 Ja)) ]

korlatos az |Imz| < Ktartomdnyon, és {an}n>1 olyan sorozat, amelyre

nEK+s | o — (=" Z Cm
n n3/2 m
0<m<K

10
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korlatos n > 1 esetén valamely ¢, konstansokkal (itt m a 0 < m < K egészeken
fut végig).

P (f,{a,}) Tulajdonsdg. Legyen g és b, a (3.3) és (3.4) formuldikkal definidl-
va, akkor a kovetkezd hdrom sor osszege:

i f(I;)r (2 + z'Tj) (Bolio (u1) ,uj7;) <Bol€0 (u2) ’ujyé)’ (3.5)

[

s () G (Bosa () 1) G B () 71— (30

> anl (204 5 ) 3 (Bok () 05) Bor (i) 9m) - (37

=1

egyenlo a most kovetkezo hdrom sor 6sszegével:

Zg ( :I:zT) (Boko () ;.3 ) (Bowo () ;.

N[

), (3.8)

Z / ( + ”) Ca (Boko (Uz2) ,7) G (Boko (u1) ,7)dr,  (3.9)

aOoo

1
Zb (204 3) D Bow () 00) B G gs). (310
7j=1
A (3.3)-beli és (3.4)-beli dsszegek és integralok abszolut konvergensek, ha |[ImA| <
3 ésm > 1. Minden dsszeq és integrdl a (3.5)-(3.10) formuldkban abszolit kon-

vergens.

4. Egy Wilson-fiiggvényekre vonatkozoé kifejtési tétel

A 2. Tétel bizonyitasdhoz sziikség van néhany tisztan analitikus, a Wilson-
fiiggvényekre vonatkozo allitasra. Ezeket a disszertacié 4. fejezetében bizonyit-
juk. Itt csak a legérdekesebbet mondjuk ki.

Legyen tq, to, H(x) és ¢ (x) jelentése ugyanaz, mint a fenti 3.5 alpontban. Tehét
t1 és ty adott, igy minden valtozé és minden O-konstans fligghet t1-t6l és to-t6l
akkor is, ha ezt kiilon nem jeloljiik.

Az alabbi tétel azt mutatja, hogy egy az R-en értelmezett elég szép paros
fiiggvény, amelynek egy bizonyos integralja eltlinik, felirhaté a (bi( 1) () (N >
1) fiiggvények linedris kombinéciéjaként.

3. TETEL ([Bi7]). Tegyiik fel, hogy K pozitiv szdm, és f(z) olyan pdros
holomorf fiiggvény az |Imz| < K tartomdnyon, amelyre igaz, hogy

LG e

11
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és hogy
F@)e e (14 Ja]) ]

korldtos az |Imx| < K tartomdnyon. Ha k pozitiv egész és K a k-tdl fiiggden
elég nagy, akkor van egy olyan d,, sorozat, amelyre

valamely e; konstansokkal, emellett
= Z dngbi(i_n) (37) (41)
n=1

minden |Imz| < 2-re, és a (4.1) jobboldaldn levé sszeg abszolit konvergens

minden ilyen x-re.

5. A Yokoi-sejtés bizonyitasanak a vazlata

Hasznéljuk a 2. pont jeloléseit, és bevezetiink néhany 1j jelolést. Legyen R
a K algebrai egészeinek a gyftiriije, jelolje I(K) az R nemnulla idedljainak a
halmazat, és P(K) az R nemnulla féidedljainak a halmazat. Legyen N(a) a
normaja, vagyis az R-beli indexe egy a € I(K) idedlnak. Legyen ¢ > 2 olyan
egész, amelyre (q,d) = 1 (tovdbbra is d = p? +4), és legyen Y egy olyan paratlan
(vagyis feltessziik, hogy x(—1) = —1) primitiv karakter, aminek a konduktora q.
(Ez lesz a paraméter karakter.) Ha Rs > 1, legyen

k)= Y o = 3 )

N(a)®’
acl(K) acl(K)
és N(
X(N(a
CP(K) 5, X) Z
a€P(K) (CL)
Jol ismert (1. pl. [W], 4.3 és 3.11 Tétel), hogy
Cr(s) = C(8)L(s, xa), (5.1)
ahol

i) = (1)

a Jacobi-szimbd6lum; s6t, ha h(d) = 1, akkor d prim (1. a B Allftast alabb), tehat
ez Legendre-szimbélum. Konnyen adodik a

gK(S7 X) = L(Sa X)L(57 XXd)

12
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Osszefiiggés. Az is jol ismert, (1. pl. [W], 4.2. Tétel és [Dal, 9. fejezet) hogy egy
olyan v primitiv karakterre, amelyre )(—1) = —1 és amelynek a konduktora f,
teljesiil, hogy:

f
L(0.9) = =5 Y av(a) £0.

Mivel a feltételeink szerint y x4 egy qd konduktord primitiv karakter, és y4(—1) =
1, hiszen d kongruens 1-gyel modulo 4, tehat

1 1 &
Ck(0,x) = (a Z ax(a)> (ﬁ Z bX(b)Xd(b)> : (5.2)
a=1 b=1
Ha h(d) = 1, akkor a definiciék szerint

CK(S7X) = CP(K)(S>X)' (53)

A mar a 2. pontban emlitett, zetafliggvények specidlis értékére vonatkozé fontos
lemma a kovetkezo.

1. LEMMA. ([Bi3]). Ha d = p* + 4 négyzetmentes, q olyan egész, amelyre
q> 2, (q,d) =1, és x olyan primitiv karakter modulo q, amelyre x(—1) = —1,

akkor
1

Crx)(0,x) = gAx(p),

ahol [t] at felsd egészrészét jeldli, és barmely a egészre

Aga) = > (D= C*—aCD)[(aC — D)/q)(C ~ )

0<C,D<q—1
Nem nehéz belatni, hogy az (5.2) formula jobboldaldnak a mésodik tényezdje
algebrai egész, és akkor (5.2), (5.3) és az 1. Lemma alapjdn a kévetkezét kapjuk.

A Allitas. Had = p? +4 négyzetmentes, h(d) = 1, q olyan egész, amelyre q > 2,
(q,d) =1, és x olyan primitiv karakter modulo q, amelyre x(—1) = —1, akkor az

q
my = Z ax(a)
a=1
jelolést haszndlva egyrészt my, # 0, mdsrészt

Ay (p)m;I

algebrai egész. )
Azt latjuk be, hogy az 1. Tétel kovetkezik az A Allitasbol.

13
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El6szor bevezetjiik a kovetkezo jelolést. Ha m paratlan pozitiv egész, jelolje U,,
azon a racionalis egészek halmazat, amelyekre

244
r

az m minden r primosztdjara. Vegyilik észre, hogy U,, bizonyos m szerinti
maradékosztalyok unidja.

Az 1. Tétel bizonyitasahoz elég egy olyan m-et talalni, amelynek a primosztoéi az
ott felsorolt konkrét primek (azaz 5,7,41,61,1861) koziil keriilnek ki, és p & U,,.
Feltessziik, hogy h(d) = 1. Az A Allitast a kovetkez8képpen fogjuk alkalmazni.
Jelolje £, a x(a) (1 < a < q) értékek altal Q felett generdlt testet, és vegyiik L,
egy I primidedljat ugy, hogy

my € 1 (5.4)
teljesiiljon. Legyen
p = Pq + po tigy, hogy 0 < py < g, (5.5)
akkor konnyen lathato, hogy
Ay (p) = PBy(po) + Ax(po); (5.6)
ahol barmely a egészre
By(a):= Y = x(D*-C?-aCD)C(C —q). (5.7)

0<C,D<q—1
Akkor (5.4)-bol, (5.6)-bdl és az A Allit4sbdl azt kapjuk, hogy
PB, (po) + Ay (po) =0 (mod I). (5.8)

Tegyiik fel, hogy ¢ paratlan, és hogy p € U, (vagy ami ezzel ekvivalens: py €
U,). Megjegyezziik, hogy ez mar meghatarozza a B, (po) altal generdlt idedlt.
Valdéban, ha a1, a2 € Uy, akkor belathatd, hogy

(By(a1)) = (By(az)),

azaz By (a1) és B, (az2) ugyanazt az idealt generalja az £, egészeinek a gylirijé-
ben. Tegyiik fel azt is, hogy a q és r egészek kielégitik a kovetkezo feltételt:

(x) Feltétel. A q egész pdratlan, r pdratlan prim, és létezik eqy q konduktori
pdratlan primitiv x karakter, tovdbbd az L, testnek egy r feletti I primidedlja
ugy, hogy m, € I, de I semelyik a € U, raciondlis egészre sem osztja az Ly
egészeinek gyiiridjében By (a) dltal generdlt idedlt.

14
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Akkor, mivel py € Uy, az (5.8) formuldbdl azt kapjuk, hogy

(mod 1),

itt az I maradéktestében (azaz az L, egészei gylirijének I szerinti faktoraban)
osztunk. Ezt (5.5)-tel kombinalva azt kapjuk, hogy

Ay (Po)
By (Po)

Legyen q és po adott. Jegyezzilk meg, hogy elvileg megtorténhet, ha az I
maradékteste nem a primtest (bar a mi konkrét alkalmazasainkban mindig az),
hogy nem létezik az (5.9)-et kielégité p raciondlis egész; mindenesetre, ha van
megoldas, akkor minden megoldéds egyetlen r szerinti maradékosztalyhoz tar-
tozik, hiszen I az r felett fekszik. Ebbol az kovetkezik, hogy ha ¢-t és pg-at
ismerjiik, akkor ki tudunk jelolni egy r szerinti maradékosztalyt tigy, hogy p-nek
ebbe a maradékosztalyba kell tartoznia.

Osszefoglalva: legyen h(d) = 1, és q és r elégitse ki a (%) Feltételt. Akkor, ha p
egy adott ¢ szerinti maradékosztalyhoz tartozik dgy, hogy p € U,, akkor ez p-t
egy bizonyos r szerinti maradékosztalyba kényszeriti. Tesztelhetjiik, hogy p € U,
igaz-e vagy sem. Konkrét esetekben megtorténik, hogy p ¢ U,.

Mivel az 1. Tétel bizonyitdsihoz olyan m-et kereslink, amelyre p ¢ U,,, ez azt
jelenti, hogy az r szerinti maradékot is tekintve olyan esetekre is kész lehetiink a
bizonyitassal, amikor p-nek a ¢ szerinti maradéka még olyan, hogy p € U, (tehat
csak azt tekintve nem lennénk készen).

Ez egy nagyon er6s eszkoz, hiszen altaldban egy egész szam két kiillonboz6 prim
szerinti maradéka egymdstdl fiiggetlen (a kinai maradéktétel szerint), a jelen
helyzetben viszont nagyon erds Oszefiiggés all fenn. Ez a legfontosabb 1j elemi
eszkoziink, és az 1. Tétel ennek az eszkoznek véges szamu konkrét alkalmazasaval
adodik.

Az 1. Kovetkezmény levezetéséhez az alabbi, mar a 2. pontban emlitett tényt
hasznaljuk.

B Allitds. Ha d = p? + 4 négyzetmentes és h(d) = 1, akkor d prim, és ha
2 < r < p szintén prim, akkor

P=po—q (mod I). (5.9)

(Legendre-szimbolum).

Végiil tehat a Yokoi-sejtés bizonyitasa az A és B Allftasokbdl elemi algebrai
szamelmélet és véges (bar elég nagy) mennyiségu szamitas segitségével adddik.

6. A 2. Tétel bizonyitasanak a vazlata

Ebben a vazlatban nem foglalkozunk konvergenciakérdésekkel, csak forméalisan
érveliink.

15
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Tegyiik fel el6szor, hogy a 2. Tétel kovetkezo specidlis esetét mar bebizonyitot-
tuk:
f(x)=0 (xz€R), ap, =0 (n#N), ay =1, (6.1)

ahol N adott (de egyébként tetszOleges) pozitiv egész. Haszndlva Groenevelt
eredményét, mely szerint a II. tipusi Wilson-transzformalt a sajat inverze (I.
a 3.5 alpontot), lathatjuk, hogy ha ezt a specidlis esetet a "mésik irdnyban
olvassuk”, és végrehajtjuk az u; — Uz, us — uy cseréket, akkor a (6.1) eset
azonnal bizonyitja a 2. Tétel alabbi specidlis esetét is:

f@) = o @ @eR a=on oy (i(3-)). 62

ahol N ismét adott (de egyébként tetszéleges) pozitiv egész.
Van egy konnyen beladthaté specialis esete is a 2. Tételnek:

1

f(m):w (x € R), anp =0 (n>1). (6.3)

Ez kénnyen kovetkezik az 1/2 silyu spektraltételbdl.

Az deriil ki, hogy az altalanos eset tisztan analitikus tdton bebizonyithaté a fenti
harom specidlis esetb6l. Ehhez azt haszndaljuk, hogy a 3. Tételbdl addéddan
egy eléggé szép paros fliggvény az R-en felirhaté az alabbi fiiggvények linearis
kombinacidjaként: m és Cbz‘(%—zv) () (N > 1). Ez azt jelenti, hogy ha f
egy elég szép paros fiiggvény az R-en, akkor (6.2)-bdl (ezt a formuldt minden
N > 1-re hasznélva) és (6.3)-bdl be tudjuk latni a 2. Tételt erre az f-re és
valamely {an}n>1 sorozatra. De akkor (6.1)-et minden N > 1-re hasznélva el
tudunk érni bdrmely {a, }n>1 sorozatot az f megvaltoztatasa nélkiil. Ez teljessé
teszi a 2. Tétel bizonyitasat.

Tehat elég belatni a (6.1) specidlis esetet. Most ennek a speciélis esetnek a
bizonyitasat vazoljuk.

Vegyiik észre, hogy erre az Osszegre kell 14j kifejezést adnunk:

Z (Bokn (u1) ,9n,5) (Bokn (uz2), gn,j)- (6.4)

Ez a skaléris szorzata a Boky (u1) szorzat és a Bokn (ug) szorzat
1
14N
(Imz)* ™ Sony 1

térre vonatkozo vetiiletének. Ez a tér valéjaban azoknak a Maass csticsformaknak
a tere, amelyek sulya 2N + % és a A2N+%—sajétértéke (N + %) (N — %) A bi-
zonyitas soran megmutatjuk, hogy ez a vetitési operator eldallithato integralope-
ratorként: ha U 2N silyu cstcsforma I'g(4)-re nézve, akkor a BoU szorzat
vetiilete a fent emlitett térre

/;Baavnamenwm%
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egy alkalmas my magfiiggvénnyel. Ezutdn Fay egy tételét (1. [F]) alkalmazzuk
By-nak és U-nak a w kozépponti nemeuklidészi korokon vett Fourier-sorfejtésé-
nek a meghatarozasara. Mivel my (z,w) viselkedése ilyen korokon jol ismert, ki
tudjuk szamolni ezt az integralt w koriili geodetikus polarkoordinatakat hasznal-
va, és azt kapjuk, hogy a vetiilet ezzel egyenl6:

ZCU,ZBZ(U)) (U)_; (w),
=0

ahol a Cy; egyiitthatok explicite ismertek, és

1 1
(U)—l = ELN_Z_|_1 . .LN_lLNU, Bl = EK(Z—]-)‘F% .o K%KiBO

Tehat ezt U = Ky (up)-re és U = Ky (ug)-re is alkalmazva azt latjuk, hogy
(6.4) kiszadmitasahoz ilyen alaki integralokat kell szamolnunk [y, /5 nemnegativ
egészekre:

[ Bt (e (), () Bl G (),

Ezt az integralt a By, (kn (u2))_;, és a By, (kn (u1))_;, fiiggvények skaldris szor-

_l2
zatanak fogjuk tekinteni. Ezek % +2(l3 + I3 — N) sulyu automorf formak, és igy
a skalaris szorzatukat az erre a silyra vonatkozo spektraltétel segitségével fogjuk
kiszamolni. Ez egy olyan Osszeghez vezet, amelynek a tagjai harmasszorzatok

szorzatai, mégpedig ilyen alaku egy tag:

(B (e (wa)) iy F) (Bl (), F).

ahol F' egy % +2(l3 +1l3— N) silyt Maass-forma. Parcialis integralast alkalmazva
kideriil, hogy ezek a harmasszorzatok felirhaték olyan harmasszorzatok linedris
kombindacidjaként, amelyek a 2. Tételben szerepelnek.

Ez az érvelés viszonylag konnyen mutatja, hogy kaphatunk olyan kifejezést (6.4)-
re, ami mar pontosan azokat az automorf mennyiségeket (harmasszorzatok szor-
zatat) tartalmazza, amelyek a 2. Tételben szerepelnek. De nem tudok jo
magyarazatot adni a kapott kifejezés pontos formajara, vagyis a ¢y () Wilson-
fiiggvények megjelenésére (azon kiviil, hogy a szamitasok ezt az eredményt ad-
jak).

17



dc_344 11

Hivatkozasok:

[Ba]
[Be]
Bil]
[Bi2]
[Bi3)]
[Bi4]
[Bi5]
[Bi6]

[Bi7]
[B-K-L]

[B-M]

[B-R]
[C-F]

[Da]
[Du

[F]

(G-

Go]
[G1]
(G2]

(G-Z]

A. Baker, Linear forms in the logarithms of algebraic numbers, Mathematika,
13 (1966), 204-216.

J. Beck, Diophantine approximation and quadratic fields, 55-93., in: Number
Theory, eds. Gyory, Petho, Sos; Walter de Gruyter, 1998

A. Bir6, On a generalization of the Selberg trace formula, Acta Arithmetica,
87 (1999), 319-338.

A. Biré, Cycle integrals of Maass forms of weight 0 and Fourier coefficients
of Maass forms of weight 1/2, Acta Arithmetica, 94 (2000), 103-152.

A. Bird, Yokoi’s conjecture, Acta Arithmetica, 106 (2003), 85-104.

A. Biré, Chowla’s conjecture, Acta Arithmetica, 107 (2003), 178-194.

A. Biré, On the class number one problem for some special real quadratic
fields, Proc. of the 2003 Nagoya Conference ”On Yokoi-Chowla Conjecture
and Related Problems”, Furukawa Total Pr. Co., 2004, 1-9.

A. Bird, A duality relation for certain triple products of automorphic forms,
to appear in Israel J. of Math.

A. Biré, Some properties of Wilson functions, prepint, 2011

D. Byeon, M. Kim, J. Lee, Mollin’s conjecture, Acta Arithmetica, 126 (2007),
99-114.

R.W. Bruggeman, Y. Motohashi, A new approach to the spectral theory of
the fourth moment of the Riemann zetafunction, J. Reine Angew. Math., 579
(2005), 75-114.

J. Bernstein and A. Reznikov, Periods, subconvexity of L-functions and rep-
resentation theory, J. of Diff. Geom., 70 (2005), 129-142.

S. Chowla and J. Friedlander, Class numbers and quadratic residues, Glasgow
Math. J. 17 (1976), 47-52.

H. Davenport, Multiplicative Number Theory, 2nd edition, Springer, 1980
W. Duke, Hyperbolic distribution problems and half-integral weight Maass
forms, Invent Math., 92, 73-90 (1988)

J.D. Fay, Fourier coefficients of the resolvent for a Fuchsian group, J. Reine
Angew. Math., 294 (1977), 143-203.

A.O. Gelfond and Yu.V. Linnik, On Thue’s method and the effectiveness prob-
lem in quadratic fields (in Russian), Dokl. Akad. Nauk SSSR, 61 (1948),
T73-T76.

D. Goldfeld, The class number of quadratic fields and the conjectures of Birch
and Swinnerton-Dyer, Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa (4) 3 (1976), 623-663.
W. Groenevelt, The Wilson function transform, Int. Math. Res. Not. 2003,
no. 52, 2779-2817

W. Groenevelt, Wilson function transforms related to Racah coefficients, Acta
Appl. Math. 91 (2006), no. 2, 133-191.

B. Gross and J. Zagier, Points de Heegner et derivees de fonctions L, C.R.
Acad. Sci. Paris, 297 (1983), 85-87.

18



[Hee]
[Hei]
[H-S]
[0
[Lv]
[J]
K]
[Le]
[Li]

[Mo]

R]

[Sa]

[Sh]

[So]

[St]

[Y]

(Wi

dc_344 11

K. Heeegner, Diophantische Analysis und Modulfunktionen, Math. Z., 56
(1952), 227-253.

H. Heilbronn, On the class number in imaginary quadratic fields, Quart. J.
Math. Oxford Ser., 25 (1934), 150-160.

R. Holowinski, K. Soundararajan, Mass equidistribution for Hecke eignforms,
Ann. of Math. (2) 172 (2010), no 2, 1517-1528.

H. Iwaniec, Topics in Classical Automorphic Forms, American Mathematical
Society, 1997

A. Tvic, On the moments of Hecke series at central points, Functiones et Ap-
proximatio, 30 (2002), 49-82.

M. Jutila, The twelfth moment of central values of Hecke series, J. of Number
Theory, 108 (2004), 157-168.

N.V. Kuznetsov, Sums of Kloosterman sums and the eighth power moment of
the Riemann zetafunction, T.LLF.R. Stud. Math., 12, 57-117, (1989)

J. Lee, The complete determination of wide Richaud-Degert types which are
not 5 modulo 8 with class number one, Acta Arithmetica, 140 (2009), 1-29.
E. Lindenstrauss, Invariant measures and arithmetic quantum unique ergod-
icity, Ann. of Math., 163 (2006), 165-219.

Y. Motohashi, A functional equation for the spectral fourth moment of modular
Hecke L-functions, in: D.R. Heath-Brown, B.Z. Moroz (eds), Proceedings
of the session in analytic number theory and Diophantine equations (Bonn,
January-June, 2002), Bonner Math. Schriften Nr. 360, Math. Inst. Univ.
Bonn, Bonn, 2003

A. Reznikov, Rankin-Selberg without unfolding and bounds for spherical Fou-
rier coefficients of Maass forms, J. of the Amer. Math. Soc., 21 (2) 2008,
439-477.

P. Sarnak, Additive number theory and Maass forms, in: Chudnovsky, D.V.,
Chudnovsky, G.V., Cohn, H., Nathatnson, M.B., (eds) Number Theory. Pro-
ceedings, New York 1982 (Lecture Notes Math. vol. 1052., pp. 286-309.),
Berlin, Heidelberg, New York, Springer, 1982

T. Shintani, On evaluation of zeta functions of totally real algebraic number
fields at non-positive integers, J. Fac. Sci. Univ. Tokyo 23 (1976), 393-417.
K. Soundararajan, Quantum unique ergodicity for SL(2,Z)\ H, Ann. of Math.
(2) 172 (2010), no 2, 1529-1538.

H.M. Stark, A complete determination of the complex quadratic fields of class-
number one, Michigan Math. J., 14 (1967), 1-27.

H.Yokoi, Class number one problem for certain kind of real quadratic fields, in:
Proc. Internat. Conference, Katata, Japan (1986), 125-137., Nagoya Univ.,
Nagoya, 1986

L.C. Washington, Introduction to Cyclotomic Fields, Springer, 1982

19



dc_344 11



dc_344 11



