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az MTA-nak benyujtott nagydoktori értekezésérol

A szerz6 szerényen keveset ir munkdjanak a hires “Siegel zero” (vagy kivételes karak-
ter, vagy ineffektivitds) problémédval valé kapcsolatdarél. Pedig pont ez a kapcsolat emeli
ki munkajanak jelentéségét, fontossagat. Ezért én egy kicsit elidézok ezen a téman. A
Riemann altal 1860 koriil kezdeményezett analitikus primszamelmélet, ami Landau hires
konyvében lett eloszor részletesen kifejtve, és egyben kiterjesztve a szamtani soroza-
tok esetére is (maradéktagos Dirichlet tétel), a matematika egyik legszebb (sokak sz-
erint a legszebb) elmélete. Itt két dridsi nyitott probléma maradt: az egyik a Rie-
mann hipotézis, amit minden matematikus ismer (taldn a leghiresebb nyitott probléma
az egész matematikdban), és a “Siegel zero” (vagy kivételes karakter) probléma. FEz
a masodik probléma kevésbé ismert a a nem szdmelmélettel foglalkozé matematikusok
szamadara, de a szakérték persze mind tisztdban vannak ennek jelentéségével. Példdul Hen-
ryk Iwaniec, az analitikus szamelmélet egyik vezets kutatdja, nemrégen egy Osszefoglald
cikket szentelt ennek a probléménak (cime: Conversations on the Exceptional Charac-
ter), amelyben megkockdztattja azt a jéslatot, hogy az Altaldnositott Riemann hipotézis
(komplex gyokokrél) elébb lesz megoldva, mint a Siegel zero probléma (egyhez kozeli valds
gyokokrdl). Ez magyardn azt jelenti, hogy sok szakértd szerint, a Siegel zero probléma ne-
hezebb, mint a hires Riemann hipotézis. Ami alatamasztani latszik ezt a bator sejtést, az
az a tény, hogy a Siegel zero problémakorben lasstibb a haladds, mint a Riemann hipotézis
problémakorben.

Bir6 Andras munkajanak jelentOségét éppen az adja, hogy ebben a kozponti je-
lent&ségili problémakorben (Siegel zero) sikeriilt attorést elérnie, megoldva két reménytelennek
tartott sejtést: a Yokoi sejtést és a Chowla sejtést. Ezek a sejtések a valdés megfelel6i
a Gausstél eredé hires osztdlyszdm probléménak, mely az egy osztdlyszdmu komplex
kvadratikus szamtestek meghatarozasat tizi ki célul. Az egy osztalyszam karakterizdlja
azokat a kvadratikus szamtesteket, melyek algebrai egészei legkozelebb dllnak a racionéalis
egészekhez: létezik egyértelmii primfaktorizacié. A komplex esetben véges a lista: csak
9 ilyen negativ diszkrimindns létezik (koziiliik 163 a legnagyobb abszolut értéki). Ez a
hires tétel csak 1960 koriil lett bebizonyitva, és manapsig tobbnyire Heegner—Stark-Baker
tételként hivatkoznak ra. A pontos lista meghatarozasa azért tartott olyan sokaig, és azért
volt olyan nehéz, mert nagyon keveset tudunk a Siegel zero problémérol. Es pont ezért
volt olyan nagy szenzicié a Heegner—Stark—Baker tétel a 60-as években. (Egyébként maig
sincs “természetes” bizonyitésa.)

A valéds kvadratikus szamtestek esete teljesen kiilonb6z6. A hires Dirichlet osztalyszam
formula szerint ennek az az oka, hogy végtelen sok egység van (mig a komplex esetben
csak a trividlis +1, két kivételes diszkrimindnstol eltekintve), és a fundamentélis egység
lehet durvdn exponencidlisan nagy (ami lényegében azt jelenti, hogy a lanctort-kifejtésnek
hosszi a periodusa, nagyjdbél a diszkrimindns négyzetgyoke). Prim diszkrimindns esetén
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azt sejtik, hogy a tébbségiiknél (t6bb mint 70 szdzalék) egy az osztalyszdm, de még az sincs
bebizonyitva, hogy van végtelen sok egy osztalyszamu diszkrimindns. A valds esetben a
kis fundamentdlis egység jelenti a komplex eset analogonjat. Példaul, ha a diszkriminans
d = k?+4, akkor ebben a valés kvadratikus szdmtestben az algebrai egészek mind felirhatdk
z + y(v/d + 1)/2 alakban, ahol z és y tetszéleges raciondlis egészek. A kvadratikus szam
(\/3 + 1)/2 lanctort-alakja a legegyszeriibb; egyelemi periodusa van: k. Ezért tekinthetd
a diszkrimindns-csaldd d = k? + 4, k = 1,2, 3, ... a komplex eset teljes analogonjanak.

Gauss génusz elmélete redukélja az egy-osztalyszdm probléméat arra a specidlis esetre,
amikor d = k%44 és d, k egyszerre primek. Yokoi azt sejtette, hogy k = 17 a legnagyobb k
amire a diszkriminans d = k? +4 egy osztdlyszamu. Azaz d = 293 a legnagyobb d = k% + 4
alaku diszkriminans, aminek az osztalyszama egy, hasonléan ahhoz, hogy 163 a legnagyobb
abszolut érték, amire a negativ diszkriminans osztalyszama egy. Tehdt a Yokoi sejtés
megoldasa a 60-as évek szenzacidjat jelenté Heegner-Stark-Baker tétel analogonja lenne.
Mind Yokoi, mind pedig Chowla azutin fogalmaztik meg sejtésiiket, hogy a Heegner—
Stark-Baker tétel széles korben ismerté valt. A nehézség az volt, hogy annak ellenére,
hogy a Heegner—Stark—Baker tételnek legaldbb 3 kiilonb6z6 megoldasa ismeretes (és ehhez
adédott még a negyedik Goldfeld—Gross—Zagier mddszer elliptikus gorbékkel), de egyik sem
miikodik a valds esetben. Tehat valami teljesen mas utat kellett keresni. A kulcsprobléma
természetesen megint a Siegel zero.

A 90-es évek kozepén az a primitiv otletem tamadt, hogy egyszeriien ki kellene szitalni
a maradékosztalyokat; valahogy gy, ahogy azt bizonyitjuk, hogy két négyzetszam Osszege
nem lehet 4k + 3 alaki. Ehhez persze triikkkos szamelméleti formuldkat kellett taldlnom,
amik kihasznéljak a diszkrimindns d = p? + 4 speciélis alakjat. (Az én formuldim a
Dedekind zeta-fliggvény specidlis helyeken felvett értékein alapultak.) Igy fel tudtam
sorolni 44 konkrét maradékosztalyt modulo 71 azzal a tulajdonsiggal, hogy ha egy prim
p ezekbe a maradékosztilyokba esik, akkor a diszkrimindns d = p? + 4 osztalyszdma le-
galabb 2. Tehat effektiven ki tudtam zarni az esetek tobb mint felét. Ennek a tételnek a bi-
zonyitasat vazoltam 4 oldalon egy konferencia-kotetben; tovabba, irtam még egy par oldalt
arr6l, hogy mit lehetne csinalni a tobbi maradékosztillyal. Kesobb talalkoztam az algebrai
szamelmélet egyik vezet6é szakértojével, Don Zagier, akinek elmondtam az alapotletemet.
Erre 6 kapasbodl azzal vélaszolt, hogy a Yokoi sejtés egy nagyon mély probléma, amihez
ilyen elemi oOtlettel teljesen reménytelen hozzdkezdeni. Részletesen megindokolta, hogy
szerinte ez miért reménytelen, de abbdl én mér semmit sem értettem. Szerencsére Bird
Andrés nem volt ott, és nem hallotta amit a szakérté (Zagier) mondott.

Bir6 Andras ugyanis komolyan vette, amit irtam, de persze hamar ra kellett jonnie,
hogy ahhoz meg jécskan hozza kell tennie sajat otletet. Az 6 otletét diohéjban gy lehetne
osszefoglalni, hogy az egészekrol kiterjesztette a szitat bizonyos algebrai egészekre, a Dirich-
let karakterek helyett attért dltalanosabb karakterekre, és igy egyszeriibb, jobb formulakat
talalt. Magyaran szélva, az elemi szamelméleti otletet &tmentette algebrai szdmelméletbe,
amitol az dramaian feljavult, és leegyszeriisodott, és igy elegdnsan ki tudta zarni az osszes
maradékosztilyt (persze még igy is kellet hozza egy nem-trividlis komputer program).
Nekem dlmomban sem jutott volna eszembe ez az oOtlet; 0l se tételeztem, hogy ez segit-
het. Pedig nagyon is segit: erre a legjobb példa az értekezésbeli Lemma 2.1, egy gyonyori
formula (egy kicsit hasonlit a hires véges Dirichlet osztdlyszdm formuldra), ami a Yokoi
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sejtés megolddsanak ez egyik kulcsa.

A nagydoktori értekezés nagy érdeme, hogy a szerzé érthetéen elmagyarazza, miként
fiiggnek Ossze ezek a hasznos és gyonyori formuldk (pl. Lemma 2.1) a szdmelmélet leg-
modernebb eszkozeivel. Az értekezés meggyozben bizonyitja, hogy Biré Andras az algebrai
szamelmélet kivalo szakértGje lett. Ez onmagaban is nagy teljesitmény. Gondoljunk csak
arra, hogy a budapesti szamelméleti iskola megalapit6i, Erdés P4l es Turan Pal, a kombi-
natorikus illetve analitikus szdmelméletet miivelték, és igy a harmadik f6 irany, az algebrai
szamelmélet, akaratlanul is hittérbe szorult. Biré Andrdsnak konyvekbdl kellett ezt a
hirhedetten nehéz elméletet megtanulnia, ami minden elismerést megérdemel (én magam
tobbszor is nekifutottam ennek, de soha nem sikeriilt). Biré Andrds nem csak hogy ala-
posan megtanulta, de mint az értekezés mutatja, nagy sikerrel alkalmazta is az algebrai
szamelméletet nehéz problémak megoldasara.

Osszefoglalva, Biré Andras munkédja a szamelmélet egyik vitathatatlanul legfontosabb
problémakorében (Siegel zero illetve effektivitds) jelent dttorést, megoldva reménytelennek
tartott problémékat (Yokoi es Chowla sejtései). Megoldésai elegans 1ij formuldkon alap-
szanak (mint példdul Lemma 2.1). A szerz§ bizonyitdsai nagy mesterségbeli tudésrol
arulkodnak egy Budapesten hidnyteriiletnek szamit6 témaban (algebrai szdmelmélet). A
szerz6 munkdjanak hatdsat mutatja, hogy mddszerét késobb mdés kutaték tobb hasonld
esetre alkalmaztak, és azt vezetd folydiratokban publikaltak. A szerzé eredményei nagy
nemzetkozi sikert arattak. Példaul én is ott voltam, amikor a hires princetoni szamelméleti
szeminariumon beszélt, ahol ott iilt az Osszes ismert princetoni szamelmélész, éliikon Wiles,
aki nagyjabol akkor oldotta meg a nagy Fermat sejtést. Biré Andras eloadasat nagy tapssal
jutalmaztdk, ami az eredmény ismeretében teljesen megérdemelt.

Ennek fényében cseppet sem meglepd, hogy a nagydoktori fokozat, hivatalosan az
MTA doktora fokozat, odaitélését a legmelegebben javasolom.
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