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0. El6sz6

Kornyezetvédelmi problémak felmeriilése és kezelése, valamint az ezzel kapcsolatos
problémédk kozgazdasdgi vizsgilata mintegy Otven évre tekint vissza. Ezen elemzések
tobbsége a kornyezetszennyezés nemzetgazdasagi hatdsaira €s annak kezelésére tér ki. A
vizsgélatok els@sorban azt taglaljdk, hogy kormanyzatnak milyen szabélyoz6 eszkdzoket kell
alkalmaznia, hogy elkeriilje, vagy legaldbbis csokkentse a gazdasdg dltal kibocsatott
szennyez0 anyagok mennyiségét. A kutatdsok a vdllalatok oldalardl azt kisérlik meg
eldrejelezni, hogy egyes mikrookondmiai modellekben milyen médon reagélnak a vallalatok
meghatarozott szabalyozasi eszkozokre. Ezek a vdllalati viselkedést modellezd vizsgalatok
szinte kizdrdlag a véllalatok statikus reakcidit mutatjdk be e szabdlyozasi eszkdzokre, és arra
prébalnak meg vélaszt adni, hogy az adott eszkdzzel elérhetdek-e azok a célok, amelyeket a
korméanyzat maga elé tizott ki.

A disszertdci6 célja az, hogy a véllalatok termelési-készlezetési stratégidjaban fellépd
valtozasokat elemezze kornyezetvédelmi mellékfeltételek figyelembe vétele mellett. Mivel a
termeléstervezési folyamatok idében zajlanak le, ezért foként dinamikus oldalrdl vizsgaljuk a
véllalati reakcidkat.

A villalatok a kornyezetvédelmi kihivdsokra kétféle modon reagédlhatnak: passzivan, és
aktivan.

Passziv reakci6 esetén a véllalat egy alkalmazkoddsi folyamatot hajt végre az aktudlisan
vizsgélt kormanyzati kornyezetvédelmi szabalyozasra. Ez azt jelenti, hogy a vallalkozas ekkor
nem Onélléan dont a sajat a szennyezési stratégidjarol, hanem elére megadott paramétereknek
prébal megfelelni. A korméanyzat ekkor direkt (kdzvetlen, normativ) szabdlyozdssal, normak
rendszerével élhet, ami modellezési oldalrdl egy kibocsatasi korlat feldllitdsat jelenti. A mésik
fontosabb szabdlyozdsi modszer az indirekt (kozvetett, gazdasdgi) szabdlyozds, amikor
externalizalni probéljdk a szennyezést egy, a kormdnyzat éltal meghatdrozott, a kibocsatas
egységére Kkivetett addval. (A tovdbbiakban nem foglalkozunk a véllalati emissziok
mérésének problémdjaval. Feltételezziikk, hogy a mérhet6ség problémdja tokéletesen
megoldott.)

Aktiv reakcidok esetén a vdllalat maga hatdrozza meg, hogy mekkora emisszidval él, a
rendelkezésre all6 szennyezési mértéket maga szerzi be, a szennyezési mennyiséget (kvdzi)
piacon eladhat6é-beszerezhetd aruknak tekintve. Ezt azért nevezhetjiik aktiv reakcionak, mert a
véllalat nem megfelel egy kiviilrél adott paraméternek, hanem piaci alapon dont a tervezési
horizonton az emissziok nagysagardl. Az ilyen eszkozoket és az altala létrehozott piacot a
szennyezési jogok piacanak nevezziik. Ez a gazdasdgi szabdlyozasi modszer tekinthetd a
normativ és gazdasagi szabalyozas keverékének is, ugyanis a termeld vallalat maga szerzi be
piaci 4ron a szennyezési kibocsatasi korlatjat.

Aktiv vallalati kornyezetvédelmi reakcionak tekinthetd a visszutas logisztika is. A visszutas
logisztika sordn a véllalatok visszaveszik a fogyasztdsi folyamatbdl visszadramld hasznalt
termékeiket, és azt szétszerelve a keletkezd részegységeket, vagy alkatrészeket a sajat vagy
mds véllalati folyamataikban djrahaszndljak. Ezt azért nevezhetjiik aktiv reakcidnak, mert az
esetek jelentds részében a vdllalatok piaci alapon vdsdroljdk vissza az altaluk gyartott, de
fogyasztdsi folyamatbol mdr kivont termékeket, hulladékokat. (A dolgozatban nem
foglalkozunk azzal az esettel, amikor a véllalatnak visszavételi kotelezettséget ir eld a
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dontéshoz6. Az ilyen problémdk modellezési szempontb6l nem eredményeznek
szignifikansan mas modellezési feladatot.)

A dolgozat egésze tehdt e hidrom véllalati kornyezetvédelmi reakciot vizsgilja foként
dinamikus optimalizdldsi modellek keretében. A dinamikus optimalizdldsi modellek
megolddsdhoz az orosz matematikus, Lev Szemjonovics Pontrjagin nevéhez fiz6do
maximumelvet haszndljuk, mint optimalizal4si médszert.

A dolgozat eredményei 1996 és 2005 kozott kiilonbdzd egyetemeken folytatott kutatdsaim
sordn keletkeztek. A kornyezetvédelmi téma fontossdgira és idOszertiségére figyelmemet
Prof. Dr. Knut Richter hivta fel, aki mellett tudomanyos munkatarsként dolgoztam 1994 és
1999 kozott az  Europa-Universitit Viadrina Frankfurt (Oder) egyetemen, s
munkakapcsolatunk azéta is tart. Prof. Dr. Klaus-Peter Kistner mellett az Universitét
Bielefeld egyetemen 1999-2000-ben harom félévet toltdttem el, ahol foleg a visszutas
logisztikai folyamatok optimélis irdnyitdssal torténé modellezhetOségét vizsgdltam. Eziton
szeretném koszonetemet kifejezni mindkettdjiiknek szakmai tandcsaikért. 2001 és 2005 kozott
a dolgozat egy fontos részének megirdsit a Budapesti Kozgazdasigtudomanyi és
Allamigazgatdsi Egyetemen, illetve a Budapesti Corvinus Egyetemen fejeztem be. Kiilon
koszonettel tartozom Dr. Czaké Erzsébet egyetemi docens asszonynak, a Villalatgazdasigtan
Intézet igazgatéjanak azért, hogy az utdbbi években kutatdsaim hatterének feltételeit
biztositotta szamomra.

A disszertacié négy fejezetbdl tevodik Ossze. Az elsO fejezetben azt mutatom be, hogy a
német vallalatgazdasdgtani kutatdsok hogyan emelték be a kornyezetvédelmi problémakat a
véllalati termeléselméletbe (Betriebswirtschaftliche Produktionstheorie). Meg kell jegyeznem,
hogy ez egy jellegzetesen német nyelvteriiletre (Németorszdg, Ausztria és Svdjc) jellemzd
fejlédési trend, amely a nyolcvanas és kilencvenes években zajlott le. Nagyon sok tekintetben
a mai nemzetkdzi kutatdsokat is megeldzve zajlottak ezek a vizsgdlatok. Napjaink nemzetkozi
konferencidin koszon vissza az a kérdéskor, amelyet a német termelési-logisztikai
kutatdsokban mdr l4thattunk. Meg kell jegyezniink azt is, hogy a klasszikus német
felsOoktatasban a termelésmenedzsmentet (Produktionswirtschaft, Produktionsplanung) dgy
vezetik be, hogy villalatgazdasdgtani termeléselméletet oktatnak egy félévig, és csak ezutdn
adjak el az angolszdsz vildgban ismert Operations Management-hez hasonlitd
problémakoroket. Ezt azért mutatom be, mert — ismereteim szerint — a magyar termelési-
logisztikai kutatok-oktatok alig ismerik a német nyelvteriilet eredményeit.

A madsodik fejezetben a véllalatok termelési-készletezési stratégidjat elemzem a kormdnyzati
direkt és indirekt szabdlyozds esetén. Itt arra keresem a valaszt, hogy a két szabdlyozdasi
eszkdz ,.simitja-e” a véllalati termelési politikdt, azaz a szennyezési cstcsokat sikeriil-e
elkeriilni, amivel a kornyezetszennyezés nem is Osszessége, de kilengése, fluktuiciéja
csokkenthetd. Két alfejezetben mds-mdas koltségfiiggvényt feltételezve keresem a feltett
kérdésre a vdlaszt, mig a harmadik alfejezet egy kombindlt eszkdz mitkodését mutatja be.
Ebben a modelltipusban a szennyez¢si norma alatt nem kell fizetni kibocsatési dijat (adot), de
ha a vallalat atlépi ezt a normat, akkor minden egységnyi szennyezésért fizetnie kell. Ez
utébbi modellt Yigal Gerchak izraeli kutat6 javaslatara végeztem el 1996-ban.

A kovetkezd fejezet harom részmunkija a szennyezési jogok bevezetésének hatdsat elemzi.
Arra a kérdésre keresiink valaszt, hogy ez a piackonform kornyezetvédelmi eszk6z simitja-e a
termelési-készletezési stratégiat. Meg kell jegyezniink, hogy e két modell dinamikus
kornyezetet tételez fel, az els6 résztanulmany kivételével. Makrookondmiai termeléselméleti
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dolgozatok eddig nem elemezték a szennyezési jogokat, ezért ez Uj megkozelitésnek
tekinthetd.

A negyedik, utolsé fejezetben a visszutas logisztika problémdit elemeztiik dinamikus
kontextusban. Ez a rész is, mint a megel6z6 két fejezet is, harom modellt tartalmaz. Az els6
alfejezetben egy olyan visszutas logisztikai modellt vizsgéltunk, amelynek a
koltségfiiggvénye egy linedris fiiggvény. A kovetkezo rész egy Arrow-Karlin tipusd modellt
vizsgélt. Az utolsé részfejezet egy célprogramozdsi modellt mutat be, azaz a tervezési
id6horizonton elérendd termelési és készletezési szintek a tervezési periddus elején ismertek.
Az ilyen modelleket nevezi az irodalom HMMS- (Holt-Modigliani-Muth-Simon-)tipusu
modelleknek. A hidrom modellbdl az elsé és a harmadik kezeli azt az esetet is, amikor a
visszadramlé anyagokat a vallalat - példdul mindségi hibdk miatt — nem haszndlja fel, azaz
nem munkél meg djra.

A disszertacidba keriilt dolgozatok nagyobbik része eddig angolul jelent meg, igy magyar
nyelven e dolgozat keretein beliil érhetd el eloszor. A dolgozatba felvett munkdk nem
egyeznek meg teljesen a folyodiratokban elfogadottakkal és megjelentekkel, hanem bdvebb
valtozatok, amelyek mithelytanulmanyként keriiltek kiaddsra. Ezt azért adjuk ebben a
formaban kozre, mert ezzel a problémdk struktirdja jobban attekinthetévé vélik. A megjelent
valtozatok ugyanis sokszor azért lettek rovidebbek, mert a kiadok sokszor korldtozzdk a
megjelentetett dolgozatok oldalszamat.

A disszerticidba felvett dolgozatok Osszes idézettsége 182, mig Osszesitett impaktfaktora
3,094. A disszertici6 a kovetkezd dolgozatokat tartalmazza a(z) (al)fejezetek szamdval
egyltt:

1. fejezet.
A kornyezeti tényezOk beépitése a termeléselméletbe, 93. Muhelytanulmany, (2012), BCE
Villalatgazdasédgtan Intézet, Versenyképesség Kutaté Kozpont
Filiggetlen idézo: - Impaktfaktor: -

2.1. alfejezet
Production-Inventory Control under Environmental Constraints, International Journal of
Production Economics 56-57 (1998), 123-131
Fiiggetlen idéz6: 15 Impaktfaktor: 0,166

2.2. alfejezet
Production strategies under environmental constraints: Continuous time model with concave
costs, International. Journal of Production Economics 71 (2001), 323-330
Filiggetlen idéz6: 4 Impaktfaktor: 0,288

2.3. alfejezet
Production Strategies under Environmental Constraints in an Arrow-Karlin Model,
International Journal of Production Economics 59 (1999), 337-340
Fiiggetlen idéz06: 6 Impaktfaktor: 0,227

3.1. alfejezet
Szennyezési jogok hatdsa a véllalati termelési stratégidra, 25. sz. Mithelytanulmany (2002),
Villalatgazdasagtan tanszék, Budapesti Kozgazdasdgtudomanyi és Allamigazgatasi Egyetem
Fiiggetlen idéz6: 1 Impaktfaktor: -
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3.2. alfejezet
The effects of emission trading on production and inventories in the Arrow-Karlin model,
International Journal of Production Economics (2005), 93-94, 301-308
Fliggetlen idéz6: 11 Impaktfaktor: 1,008

3.3 alfejezet
Tradeable permits and production-inventory strategies of the firm, International Journal of
Production Economics 108 (2007), 329-333
Fliggetlen idéz6: 6 Impaktfaktor: 0,995

4.1. alfejezet
Production-Inventory Strategies for a Linear Reverse Logistics System, Discussion Paper No.
431 (1999), 30 S., Fakultit fiir Wirtschaftswissenschaften, Universitit Bielefeld
Fiiggetlen idéz0: - Impaktfaktor: -

4.2. alfejezet
Optimal Production-Inventory Strategies for a Reverse Logistics System, (with K.-P. Kistner),
In: Dockner, E. J., Hartl, R. F., Luptacik, M., Sorger, G. (Eds.): Optimization, Dynamics, and
Economic Analysis: Essays in Honor of Gustav Feichtinger, (2000), Physica-Verlag,
Heidelberg, New York, 246-258
Fiiggetlen idéz06: 8 Impaktfaktor: -

4.3. alfejezet
Optimal production-inventory strategies for a HMMS-type reverse logistics system,
International Journal of Production Economics 81-82 (2003), 351-360
Fiiggetlen idéz6: 131 Impaktfaktor: 0,410

Az disszertacié olvasdjénak taldn gyakran az az érzése tdmad, hogy kordbbi fejezetekben
bizonyos részeket mér olvasott. Ez valéban igy van. Mivel nem kivdntam a mar publikalt
dolgozatokat egymdssal Osszemosni, ezért meghagytam az egyes részek fliggetlenségét, az
ismétlések ellenére is, ami — remélem — nem zavarja a dolgozat egészének érthetdségét.
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1. A kornyezeti tényezok beépitése a termeléselméletbe
1.1. Bevezetés

A fejezet célja, hogy attekintést nyudjtson azokrdl a kutatdsokrdl, amelyek a német nyelvii
orszdgokban (Németorszdg, Ausztria és Svéjc) folytak a nyolcvanas €s kilencvenes években,
és a kornyezetvédelmet probaltak meg integralni a termelési €s logisztikai oktatdsba. Mindezt
azért tiztem ki célul, hogy az 1994-ben elkezdett kutatdsaim hatterét, és az okokat kiséreljem
meg felvazolni. A fenti két informécio, vagyis a német nyelvteriilet és az 1994-es év azért
fontos a szdmomra, mert a bemutatand6 disszertaciéban szerepld dolgozatok nagy része az
1994 és 2004 kozotti tevékenységemet reprezentdlja, és publikdcidimbdl nyujt egy attekintést.
Az emlitett idGintervallumban végzett tevékenységem harom egyetemhez kapcsolddik: az
Europa-Universitit Viadrina Frankfurt (Oder), az Universitit Bielefeld és a Budapesti
Corvinus Egyetem intézményekhez.

A kornyezetvédelem értéktermekd folyamatok menedzsmentjébe (termelésbe €s logisztikdba)
torténd beépitésével 1994 majusdban taldlkoztam eldszor. 1994 mdjusa és 1999 aprilisa kozott
tiz szemesztert toltottem el Frankfurt (Oder)-ben a helyi egyetem tudoméanyos munkatdrsaként
a Prof. Dr. Knut Richter vezette Lehrstuhl fiir Allgemeine Betriebswirtschaftlehre, insb.
Industriebetriebslehre  (szabad forditisban: Altaldnos Véllalatgazdasigtan, kiilonosen
Ipargazdasdgtan tanszék) munkatdrsaként. Richter professzor hivta fel arra a figyelmemet,
hogy a tanszéke a szokdsos és dltaldnos termelésgazdasdgtani oktatdsi és kutatdsi témdk
mellett a kornyezeti problémék termelési és logisztikai folyamatokra gyakorolt hatdsét is
vizsgélja. Kutatdsi célként a téma szdmomra ettdl az idOponttdl vélt érdekessé. A tanszéken
ekkor kettds célt fogalmaztunk meg:

- egyrészt a kormanyzati kornyezetvédelmi szabalyozés hatdsainak a vallalati
termelési politikara gyakorolt hatdsainak vizsgélatit,

- a kornyezetvédelem véllalatgazdasagtani termeléselméletbe
(Betriebswirtschaftliche = Produktionstheorie)  torténdé integrdldsanak
kutatasa, valamint

- az ujrafelhaszndlds hatdsainak elemzését, kiillonos tekintettel annak a
véllalati termelési-készletezési politikéra kifejtett hatdsdnak elemzését.

Richter professzor kutatdsi médszertana a kvantitativ médszereket részesitette elényben, ezért
médom nyilt az egyetemiinkon (akkori Budapesti Kozgazdasagtudomdnyi Egyetem) végzett
korédbbi kutatdsaimat tovabbfolytatni, és azt a kdrnyezeti témdakkal kiterjeszteni. Ez volt az a
peremfeltétel, ahonnan akkor elindultam.

A Frankfurt (Oder)-i egyetem utin tovdbbi hirom szemesztert toltdttem a Bielefeld-i
egyetemen Prof. Dr. Klaus-Peter Kistner mellett a Lehrstuhl fiir Betriebswirtschaftslehre und
Unternehmensforschung (Vallalatgazdasagtan és Operdcidkutatas) tanszéken, mint
tudoményos tanidcsos. Ebben a masfél évben tovabbfolytathattam kordbbi kutatisaimat, és
sikeriilt a statikus kornyezettudatos termeléselméletet a dinamika iranyédba kiterjeszteni.

Mivel a magyar véllalatgazdasdgtanban a termeléselméleti kérdések nem olyan hangsilyosak,
mint a német nyelvteriileten, ezért az ottani kutatdsaimat itthon kevéssé volt alkalmam
hasznositani. Mégis tgy gondolom, hogy hasznos lehet tapasztalataim kdzreaddsa, mert ezzel
egy masik gazddlkodéstani kultdrkort ismerhet meg a kutatd, amely eltér az dltalanosabban
ismert angolszdsz gondolatvildgtol. Hazatérésem utdn a kutatdsaim sulypontja az
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Ujrafelhasznalasi folyamatok maradt, természetesen szoros kutatdsi kapcsolatot fenntartva
Richter professzorral. Kordbbi eredményeimet az 2007-ben keletkezett doktori munkamban
Osszegeztem. Ezek a kutatdsok az optimdlis tételnagysdg ujrafelhasznaldssal torténd
kiterjesztésére estek.

Talan sokakban felmeriil a kérdés, hogy a német nyelvteriileten miért is olyan hangsilyos a
véllalatgazdasagi termeléselmélet, amely a kozgazdasagtanban, azon belil is a
mikrokonémidban is oktatott téma. Erre a legegyszeriibb valasz taldn az lehetne, hogy azért,
mert ez Németorszdgban igy alakult ki, és a német gondolkodds mindig is nyitott volt az
elméleti megkozelitésekre. Ez a vélasz, akdrmilyen egyszer is, kozel jar a valésdghoz. A
német gazdalkodéstani oktatdsra jellemzO, hogy az oda bekeriild hallgatoknak elészor egy
attekintést adnak a gazdidlkodastan minden teriiletérol. Az ilyen targyak neve majdnem
minden egyetem  Einfilhrung in die  Betriebswirtschaftslehre  (Bevezetés a
gazdilkodastudomanyba). A német nyelvteriilet talan legbefolydsosabb ilyen alapmiivét Erich
Gutenberg (1951, 1983) publikélta. Ebben kozel a mai kdzgazdasigtani termeléselmélet
fogalmaival {rja le az ipari termelés egy modelljét. Ettdl lehet szdmitani a vallalatgazdasédgtani
termeléselmélet kezdetét a német nyelvteriileten, ellentétben a  kozgazdasigi
termeléselmélettel (Volkswirstchaftliche Produktionstheorie). A termeléselmélet két dga
kozott néha nagyon nehéz hatdrt vonni. Az alapfogalmak nagyrésze egyezik a két
diszciplindban, taldn azzal az eltéréssel, hogy a vallalatgazdasdgi termeléselméletben tobb
alkalmazds és empiria van. Osszegezve, torténeti okokb6l maradt a német
gazdalkoddstudoményi oktatds része a termeléselmélet. Hozz4 kell azonban tenni, hogy a
legdjabb német kutaté nemzedék egyre inkdbb elfordul ettdl a tradiciotol, és kezd amerikai
mintdkat kovetni, vagyis a német véllalatgazdasigi termeléselmélet kiszorul az oktatasbol és
kutatdsbdl, mert annak eredményeit nehezebb angol nyelvii folydiratokban publikdlni. Csak
apré példa erre. A német nyelvteriilet vezetd gazdalkodastani folydirata a Zeitschrift fiir
Betriebswirtschaft 2013 janudrjatdl kizarélag csak angol nyelvii cikkeket fogad el
publikalasra, és a folydirat nevét is Journal of Business Economics-ra cseréli.

Ebben a dolgozatban arra teszek kisérletet, hogy bemutassam a termeléselmélet
kornyezetvédelemmel torténd kiterjesztését, valamint azt a modot, ahogyan ezt a német
nyelvteriilet kutat6i tették. Alapvetéen harom iskola és kutat6i végezték el a termeléselmélet
kornyezettel torténd kibovitését. Az elsd ilyen irdnyu probélkozast Kistner (1983) tette meg,
aki a kornyezetvédelmet eldszor épitette be a termeléselméletbe az tevékenységelemzésen
(activity analysis) keresztiil. A tevékenységelemzés kidolgozasa Koopmans (1951) nevéhez
flzdédik. Ezt a korai munkajat folytatta aztdn Kistner (1993) tovdbb 1993-as termeléselméleti
tankonyvében, amelyben kiilon fejezetet szentel a kdrnyezet és a termelés kapcsolatdnak.
Hozz4 kell tenniink, hogy ezen eredmények elterjesztésében nagy szerep volt Marion Steven
professzorasszonynak is, aki disszertdcidjat, majd habilitdcidjéat is ebbdl a témakorbdl irta.
(Kistner-Steven (1993)) Ezutdn Dyckhoff (1992, 1993) folytatta a két diszciplina, tehit a
termeléselmélet és kornyezetvédelem Osszekotését. Az 6 taldn legnagyobb érdeme taldn a
termeléselmélet termelési faktor és termék rendszerének alapos, szisztematikus vizsgdlata
volt. A tevékenységelemzés ndla is megjelenik, de azt mar Kistner (1983) hasznélta a termelés
kornyezeti hatdsainak vizsgdlatdra. Végiil, Dinkelbach és Rosenberg (1994) voltak, akik a
tevékenységelemzés linedris programozdsi megolddsaira hivtdk fel a figyelmet.
Hangsulyoznom kell, hogy amit most ismertetek az csak a ,,jéghegy csticsa”, ugyanis a 2000-
es évek elejéig szamtalan doktori munka sziiletett a hiarom iskoldn beliil, amelyeket a
terjedelmi korlatok miatt nem tudok ismertetni.
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A villalatgazdasagi termeléselmélet kornyezettel torténd kibovitése alapvetéen harom
irdnyban érhetd el, anélkiil, hogy teljesen 1j elméletet kellene épiteni. Mivel a kovetkezd
munka a termeléselméletet a tevékenységelemzés szemszogébol elemzi, ezért nem fogjuk a
tovdbbiakban kiilon kiemelni, hogy ez egy tevékenységelemzés alapi termeléselmélet. A
klasszikus termeléselmélet alapvetden hdrom fontos pilléren nyugszik:

- atermelési tényezdk és a termékek elmélete,

- a technolégiailag hatékony tevékenységek elmélete, azaz a termelési
fliggvények elmélete, és

- gazdasagilag hatékony tevékenységek elmélete, ami jelenthet koltségminimalis
tevékenységeket €s nyereségmaximalis tevékenységeket.

Amint lathatd, e harom elméleti épitmény szorosan egymdsra épiil. Eldszor a vizsgilat
objektumat hatdrozza meg, azaz a gazdasigi szempontbdl figyelembe veendd termékek és
szolgaltatasok korét, valamint a technoldgiailag megvaldsithat6 tevékenységeket, majd ezt a
tevékenységi halmazt leszlkitjiik azokra a tevékenységekre, amelyek technoldgiailag a
leghatékonyabbak, végiil a technoldgiailag hatékony tevékenységek (termelések) koziil a
bevétel-raforditds szempontjabol leghatékonyabb termeléseket valasztjuk ki.

A kornyezettudatos termeléselmélet kidolgozdsdhoz, amint kordbban megallapitottuk, nem
sziikséges egy teljesen 4j elmélet, csak a mar 1étezd épitményiinket kell bdviteniink, hogy a
kornyezetvédelem is kezelhetd legyen benne. A dolgozat tovdbbi része ezt a bOvitési
lehetdséget irja le a kordbban idézett szerzOk munkéira alapozva. Ezzel foglalkozik a dolgozat
masodik szakasza. A harmadik rész azt fogja vizsgdlni, hogy a kormdnyzati kornyezeti
szabdlyozdst hogyan lehet az ismertetett termeléselméleti modellbe beépiteni. Ebben a
részben hdrom irdnyra tériink ki hangsilyozottan:

- kozvetlen (normativ) és kozvetett (gazdasdgi) szabalyozdsok hatdsdnak
vizsgdlata a termelésre (Kerekes-Szlavik (1996), Kerekes (2007), vagy Wicke
(1993)),

- szennyezési jogok hatdsa a véllalati termelésre (Dinkelbach-Rosenberg (1994),
Dethloff-Seelbach (1998)) és

- az Ujrahasznositds a termelési modellekben.

Végiil az utols6 részben Osszefoglaljuk a dolgozat eredményeit.

A dolgozat tartalmazza azokat a dolgozatokat, amelyek az 1994 és 2004 kozott a témdban
megjelent cikkeimet tartalmazza, és amelyek nem keriiltek be a 2007-es, optimalis
tételnagysdg modelljét vizsgdld visszutas logisztikaval foglakoz6 doktori dolgozatomba. Ezen
dolgozatok jO része matematikailag a Pontrjagin-féle maximumelvvel, vagyis optimalis
irdnyitidssal oldja meg a dinamikusan megfogalmazott véllalati termelési-készletezési
problémdkat. A dolgozatok nagy része impaktfaktoros folydiratban jelent meg, és a rajuk
adott hivatkozasok szdma a kétszazhoz kozelit.

1.2. A kornyezeti hatasok integralasa a vallalatgazdasagi termeléselméletbe
Mielétt kifejtenénk a termeléselmélet kdrnyezettudatos kiterjesztését, roviden foglaljuk 0ssze
a linedris tevékenységelemzés (linear activity analysis) alapjait. A tevékenységelemzés

alapvetden input-output termelési/szolgéltatdsi rendszereket vizsgal, ahol ismertek a rendszer
inputjai és outputjai is, €s ezen kivill a felhaszndlt technolégia is adott az Osszetartozo,
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lehetséges inputokkal és outputokkal egyiitt. A tovdbbiakban Kistner (1993) munkéja alapjan
ismertetem a linedris tevékenységelemzést.

A tevékenység, vagy termelés alatt olyan Osszetartozd y = (-r , X) pérokat értiink, amelyekre
az r mennyiségli nemnegativ termelési tényezd felhaszndldsa mellett x mennyiségii
nemnegativ termék keletkezik. Feltételezziik, hogy a termelési tényezok szdma n, a termékek
szdma pedig m, tehdt az y tevékenység az n+m dimenzids térben fekszenek. Az Osszes
lehetséges Osszetartozd y = (-r, x) tevékenységi part technolégiai halmaznak nevezziik, é€s T =
{(-r, x) I(-r, x) megvaldsithat6} szimbélummal jeloljiik. Tovabbi harom feltételezéssel éliink
a technoldgiai halmazzal kapcsolatban:

1. Feltételezés: Aranyossiag. Hay € T, és ¢ > 0, akkor 4 y € T, vagyis egy adott
tevékenység tobbszordse is megvaldsithato.

2. Feltételezés: Additivitds. Ha y; € T, és y, € T, akkor y; + y, € T, vagyis két
magvaldsithatd tevékenység Osszege is megvaldsithatd.

3. Feltételezés: A pazarlds lehetdsége. A termelési tényezd felhasznéldsa lehetséges
kibocsatas nélkiil: y=(-r,0) € T.

E hirom feltételezést kielégitd technoldgiat linedris technoldgidnak, vagy Leontief-
technoldgidnak nevezziikk. (A német nyelvteriileten nevezik Leontief-félének az ilyen
technoldgidkat.) Kozponti szerepet jatszik még a termelési folyamat fogalma a linedris
technolégidkban. Legyen y* = (-r*, x*) € T egy lehetséges tevékenységet. A 7= {(y | y =
v* u 20} halmazt az y* tevékenységhez tartozd termelési folyamatnak nevezziik. Linedris
technoldgidkban az ilyen termelési folyamatok szdma véges, igy az Osszes tehetséges
tevékenységet leirhatjuk azok linedris kombindcidjaval. Ez adja az otletet ahhoz, hogy a
termelési folyamatokat egy-egy Kitiintetett elemmel jeloljiik, pl. y = ¢ z = (-a , b) z, ahol z egy
valds szam, és azt jeloli, hogy milyen intenzitissal alkalmazzak az (-a , b) tevékenységet. Az
ilyen bazistevékenységeket a tovdbbiakban ismertnek tételezziik fel.

Egy ilyen ¢° bazistevékenységet hatékonynak neveziink, ha nem Iétezik olyan ¢ tevékenység,
amelyre ¢ > ¢°, vagyis amelyik tevékenység kisebb raforditds mellett nagyobb eredményt
(termékeket) produkdlna. Ez egyben azt is jelenti, hogy az ilyen tulajdonsdggal rendelkezd
tevékenységek egyben technoldgiailag is hatékonyak. Tehét ebben a metszetben semmit sem
mondhatunk a gazdasdgi hatékonysdgrdol, vagyis a nyereségességrol. Ezeket a
tevékenységeket szoktik egyszerli tevékenységeknek is nevezni. Egyszeriien belathato, hogy
két hatékony tevékenység linedris kombindcidja is hatékony. (A bizonyitastdl eltekintiink, azt
az érdekl6dd olvas6 megtaldlhatja pl. Kistner (1993) konyvében.) A véges hatékony
technoldgidkat 6sszefoghatjuk egy D métrixba is a kdvetkezé modon:

ahol a hatékony technologidk szdma [. Ekkor a technoldgiai halmazt a

T= {y e R"™|y=Dz, z¢€ EKQ} kifejezéssel értelmezhetjiik.

A tovabbi vizsgélatainkndl az egyszeriség kedvéért feltessziik, hogy csak egy végtermékkel
rendelkezik a vizsgdlt vallalatunk. A tobbtermékes esetre is hasonléan végezhetnénk el az
elemzésiinket, ettdl most eltekintiink. Ekkor a technoldgiai matrix a kdvetkez6 lesz:
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amibol megalkothat az A = [a1 a, .. a,], ami az egyes technoldgidk termelési tényezo-
igényét jeloli. Ezzel az 1j jeloléssel a technoldgiai halmazt a kovetkezoképpen definidlhatjuk:

Az<r,x=1"z, z€ 9(1}, ahol az 17 vector az Osszegz0 vektort jeloli,

T = {(— r,x)e R

aminek minden eleme eggyel egyezik. Ez a jelolés lehetové teszi, hogy a technoldgiai
hatékonysaghoz rendelhetd termelési fiiggvényt megkonstrualjuk.

Az ilyen linedris technoldgia termelési fliggvényét az alabbi lineéris programozdasi feladat
megoldasaként definidlhatjuk. Tételezziik fel, hogy ismert a rendelkezésre 4ll6 r° termelési
tényez6 vektor. Ekkor az ehhez rendelheté maximalis x° kibocsatést el8éllité programot az
alabbi feladat megoldasaként éllithatjuk eld:

x° =1"z7 - max
Az<r°,

z20.

Ezzel egy x° = F(r°) termelési fiiggvényt konstrudltunk. Ennek a termelési fiiggvénynek a
tulajdonsagai kisértetiesen hasonlitanak a neoklasszikus termelési fiiggvényére azzal a
kiilonbséggel, hogy az F(.) fiiggvény csak szakaszosan differencidlhatd, de folytonos
kiilonben a véltozdiban, és konkav. (A részletek az eldbb is idézett Kistner (1993) kdnyvében
taldlhat6ak meg.)

A villalatgazdasédgi termeléselmélet harmadik eleme a gazdasdgilag hatékony tevékenységek
felkutatdsa, természetesen az ismert x° = F(r°) termelési fiiggvény ismeretében. Ezt az
irodalom egy lépésben hajtja végre. Ha adottak a termelési tényezok és a végtermék drai,
akkor az alabbi feladatmegoldasa adja az adott drakhoz tartozé véllalatgazdasagilag hatékony,
azaz nyereségmaximalizal6 termelési tervet:

px—qr = pF(r)—qgr » max.

Itt feltételeztiik, hogy a termék ismert piaci ara p, mig a termelési tényezOk ara a g vektorral
jellemezheto. Mivel az F(.) termelési fiiggvény konkdv a termelési t€ényezokben, ezért 1étezik
optimdlis megoldds, amib6l mar kiszamithaté az optimdlis kibocsitds is. Az optimadlis
termelési terv kétlépéses meghatarozasa abbdl indul ki, hogy adott a kibocsatasi szint, akkor
ahhoz milyen minimadlis koltségkombinécio sziikséges. A feladat els6 szakasza tehat a
kovetkezo faladat megoldasat teszi sziikségessé:

gr — min
F(r)=x°,
ahol az x° adott. legyen ennek a feladatnak a megoldédsa r°. Ez az r° termelési tényezd
kombinécié fiigg a kibocsatdstdl, tehat r°(x°) forméban is irhatd. A masodik 1épésben a

nyereséget maximalizdlhatjuk, de most a kibocsdtds fiiggvényében, ami a
px’ — qr(x") — max feladat megoldasat jelenti.
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Ezzel Osszefoglaltuk a linedris tevékenységelemzéssel végezhetd fontosabb elemzések
kereteit. A kovetkezd részekben ezt a gondolatmenetet alkalmazzuk a kornyezettudatos
termeléselmélet esetére.

1.2.1. A termelési tényezo-termék rendszer kornyezetorientalt kibovitése

Amint a bevezetdben emlitettiik, alapvetéen harom kiilénb6z6 javaslat sziiletett a kornyezeti
hatdsok termelési tényezd és termék rendszerbe torténd beillesztésére. Most ezeket
ismertetjilkk roviden. Ezek a felosztasok, amelyek - mint latni fogjuk — nagyon hajaznak
egymasra, lényegében azt az Ohajt fogalmazzdk meg, hogy mindenféle olyan terméket,
er6forrast, amit a véllalati tevékenység érint, internalizdljunk, azaz probaljunk meg piaci
alapon értékelni, vagy legaldbbis szdmolni az altala okozott koltségekkel.

El6szor Dyckhoff (1992, 1993) termelési tényezd €s termék rendszerét mutatjuk be. A
termelési t€nyezok a termelési folyamat inputjait testesitik, mig termékek az outputokat. Ez a
két kategoria a klasszikus termeléselméletben felmeriil, mert ezekre feltétleniil sziikség van a
piacokon eladhaté termékek létrehozdsara. Természetesen minden termelési folyamatban
képzddnek ikertermékek, de ezek keletkezése a szandékolt végtermék -eldallitdsakor
elkeriilhetetlen. Dyckhoff a rendszerében az input- és outputtermékek halmazit, amelyek a
technoldgiai folyamathoz kapcsolédnak egy madsik dimenzidval is jellemzi a termelési
folyamat sordn felhaszndlt termelési tényezoket és termékeket. Ezt a dimenziét targyi
kategéridnak (Objektkategorien) nevezi. Ezzel kiterjeszti a hagyomanyos termeléselméletben
alkalmazott termékek korét azokkal is, amelyek a piacon nem beszerezhetdek, illetve
eladhatéak. Az igy kapott input- és outputkategoéridkat az 1. dbrdn szemléltetjiikk. Az dbrdnak
ezen kiviil van még egy harmadik dimenzidja is, amely arra utal, hogy az egyes kategdridkhoz
rendelheté-e valamilyen értékitélet. Ebben a harmadik dimenzidban a termék (produktum) és
a megsziintetendd (reduktum) kivdnt csoportok. A terméket a piacon adja el a villalat az
arbevétel reményében, mig a reduktumon olyan termékeket kell érteni, amelyeknek a
feldolgozdsa kivanatos, mert ezzel a kornyezetterhelés csokkenthetd; gondoljunk itt az
Ujrafelhasznalasra. A nemkivdnatos csoportba sorolhatéak a termelési tényezok és az olyan
hulladékok, amelyeket nem lehet Gjrafelhasznalni. Ezeket azért tekinthetjitk nemkivanatosnak,
mert koltségeket okoznak a véllalatnak. Az indifferens kategdridba sorolhaté melléktényezok
és melléktermékek a véllalatnak semmilyen eredményt nem hoz, s ugyanakkor semmilyen
koltséget sem okoz.

A kategoridk értékitélet szerinti felosztdsa ebben az értelmezésben a gazdasagi racionalitishoz
kapcsolddik. Ezzel ezt a csoportositdsi kisérletet lezarhatjuk.

Térgyi kategdridk JOSZAG SEMLEGES ROSSZ
Folyamathoz
kapcsolddds
INPUT Termelési tényezo Melléktényezok Megsziintetendd
(Reduktum)
OUTPUT Termék (Produktum) Melléktermék Hulladék

1.1.  abra. Input- és output kategériak (Dyckhoff (1992))
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A kovetkezd termelési tényezo és termék rendszerzési javaslat Kistner-Steven szerzéparostol
szarmazik. (Kistner-Steven (1993)) Lényegében hiarom dimenzié mentén bdvitik ki a
termeléselmélet alapjait: mennyiségi szemlélet szerint, értékek szerint és Osszgazdasigi
kivanatossdg szerint. Felfogdsukban a kdrnyezet egyben joszag és termelési tényezd is lehet
egyben.

A termelés mennyiség szerint Kiterjesztett valtozatat az 1.2. dbra mutatja.

Termelési tényezok

beszerzése Ertékesités a piacon
. Szabad kibocsatés a
Felvétel a természetb(’il Termelés természetbe
Hulladékok felhaszndldsa Szabdlyozott kezelés

1.2. abra. A termelés mennyiségi Kiterjesztett abrazolasa (Kistner-Steven
(1993))

Az dbra a termelési folyamatokban lezajlé tényleges anyagdramlasi folyamatokat
reprezentdlja. Ez a klasszifikdcidé ebben a szemléletben semmilyen értékitéletet nem tartalmaz,
igy els6sorban egy mérnoki hozzaéllast jelent.

A termelés értékalapu 4brazoldsa a fontosabb pénzaramldsokat szedi csokorba. (Lasd 1.3.
abra.)

Termelési tényezdk

beszerzése Termékek értékesitése
Termelés
Hulladékok keletkezése Hulladékok felhasznaldsa
Minimalizalas Maximalizalas

1.3. abra. A termelés értékalapu abrazolasa (Kistner-Steven (1993))

Amint az 4bra is érzékelteti, a véllalatok a termelési tényezOk beszerzésére, valamint a
hulladékok kezelésére forditott kiadasaikat akarjdk minimalizalni olyan mellékfeltétel mellett,
hogy az eladdsokat és a hulladékok felhaszndldsdt maximaljdk. A még hasznosithatd
hulladékok ugyanis a vallalat szdmdra olyan er6forrast testesitenek meg, amelyekért
bevételeket realizdlhatnak.

Végiil a harmadik metszetben a javak O0sszgazdasagi kivanatossaga szerint lehet a termékeket
fogyasztasuk/keletkezésiik alapjan csoportositani.

Ez a metszet mutatja, hogy az emberi fogyasztisra szant termékek termelésén kivill az
Ujrafelhasznélds is maximalizdland6 célként jelenik meg a gazdasidgban, ugyanakkor a
termelési tényezOk fogyasztds, a szabad jészdgok megsemmisitése, a természetbe torténd
barmilyen emisszié és a szabdlyozatlan hulladékkezelés mindenképpen elkeriilendé a
gazdasagban.
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Termelési tényezok fogyasztasa
> Termékek kezelése

Szabad javak fogyasztasa

Szabad kibocsatas a természetbe Termelés
> Hulladékok értékesitése

Szabdlyozatlan kezelés

» »
» »

Minimaliz4las Maximalizalas
1.4. abra. A javak osszgazdasagi kivanatossaga (Kistner-Steven (1993))

Végezetiil Dinkelbach és Rosenberg (1994) tényezOrendszerét mutatjuk be. Ok is tobb
lépcsében mutatjdk be a termékekre alkalmazhatd kornyezettudatos termeléselmélet alapjdul
szolgédlé rendszert. El6szor a rendszeriikkben felosztottdk a termékeket a kivdnatos és
nemkivéanatos kategdéridknak megfelelden. Természetesen, hogy valamilyen termelési tényezd
kivanatos-e, azt ebben az esetben csak a szdndékosan elddllitandd termékektdl fiiggetlentiil
értjiik. Ezt az 1.5. dbran mutathatjuk meg.

— Kivénatos
KI/VEII,latOS ) melléktermékek
melléktényezok
Termelési Technolégia o Termékek
, v > 2
tényezok Transzforméator
— Nemkivanatos
Nen}kl\,/anat(?,s melléktermékek
melléktényezok

1.5. abra. A termékek csoportositasa Kkivanatossag alapjan (Dinkelbach-
Rosenberg (1994))
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Maisodik 1€pésben attol fiiggetleniil, hogy melléktermékrol, vagy melléktényezordl van szd,
0sszevonjuk azokat a kivanatossag €s nemkivanatossag szerint. Ezt mutatja a 1.6. dbra.

Kivéanatos mellékjavak

Kivanatos Kivanatos
melléktényezdk melléktermékek
A
Termelési Technolégia » Termékek
tényezék [ ’
Transzformator
A
\4
Nemkivanatos Nemkivanatos
melléktényezdk melléktermékek

Nemkivanatos mellékjavak

1.6. abra. A javak csoportositiasa kivanatossag szerint (Dinkelbach-Rosenberg
(1994))

Ez a csoportositds azért nagyon kényelmes, mert modellezési szempontbdl hatrél négyre
csokkenti a modellezni kivant termelési tényezék és termékek korét. Ertékelési szempontbdl
ugyanis a nemkivdnatos termékek kezelés raforditdssal, azaz koltséggel jarhat, mig a
kivéanatos javak bevételt eredményezhetnek.

1.2.2. Technolégiailag hatékony kornyezeti tevékenységek

A technoldgiailag hatékony joészdgkombindcidk, és ezzel kornyezetorientdlt termelési
fiiggvények konstrudldsdhoz eldszor a kornyezettudatos technoldgiét kell meghatdroznunk. A
vizsgélatainkat a tovdbbiakban Dinkelbach-Rosenberg (1994) munkdja alapjan mutatjuk be.

Az el6z0 fejezetben lattuk, hogy a tényezdket €s termékeket négy csoportba lehet osztani.
Tételezzilk most fel, hogy csak egy szdndékolt végtermékiink van, n darab szdndékolt
termelési tényezOnk, valamint m darab nemkivadnatos mellékjoszagunk, és o darab kivanatos
mellékjészdggal modellezziik a termelési folyamatot. Ekkor kihaszndlva a technol6gidnk
linedris mivoltét, a kovetkezd kornyezetorientalt technoldgiai halmazt irhatjuk fel:

UT = {(— Fi—V,U, X)€ ReoNAz<r,Cz<v,Bz>u,x=1"z,z¢€ 9(1},

ahol egy kornyezetorientdlt folyamatot a (-ai,-ci,bi,1) négyessel irhatjuk le, amelyben a
vektorok az A, C és B matrixok i-ik oszlopdt jeldli.
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Az UT technoldgidhoz tartozdé termelési fiiggvényt a kovetkezd linedris programozasi
feladattal allithatjuk elo:

o

x* =1"z = max

z20.

Amint latjuk, ez a modell 1ényegében megegyezik a kornyezeti hatasok nélkiili modellel. A
termelési fiiggvény igy a kovetkezd formdban dll elé: x° = F(r’,_v’,_u”). Errdl a termelési
fliggvényrdl is megdallapithatd, hogy folytonos, szakaszosan folytonosan differencidlhatd, és
konkdv. Tehat megtartotta azokat a tulajdonsdgokat, amiket az eredeti linedris
tevékenységelemzéssel alkotott modelliink rendelkezett. Mindez ugyanakkor azt is
megengedi, hogy a gazdasidgi hatékonysdgot is teljesen hasonldéan értelmezziik a
modelliinkben.

Ezzel a kdrnyezettudatos termeléselmélet technoldgiai hatékonysagat teljesen bemutattuk.
1.2.3. Gazdasagilag hatékony kornyezeti tevékenységek

A gazdasagilag hatékony termelési tervek elddllitisara ebben az esetben is két tut all
rendelkezésiinkre. Itt most elemezziik a minimélis koltség kombindcidhoz vezetd utat, mert az
csak noveli az optimumszdmitdsi feladatok szdmat, ezért csak a kozvetlen
nyereségmaximalizél$ feladatot {rjuk fel. A megolddsa ennek a modellnek is teljesen analdg
azzal, amit az el6zbekben tettiink.

Tételezziik fel, hogy a kivdnatos és nem kivanatos joszagok drai ismertek, mégpedig a
nemkivéanatos javak arvektora K, mig a kivanatos joszagok éra p*. Ekkor a nyereséget
optimalizal6 feladat alakja:

px+p u—gr-g " v—> max

x=F(r,v, u).

Ennek a probléménak a megolddsa adja a nyereségmaximadlis kdrnyezetorientdlt termelési
tervet.

1.3. A kormanyzati kornyezetvédelmi politika hatasai a vallalat termelésére

Ebben a részben az ismertetett véllalatgazdasagi termeléselmélet alkalmazasat mutatjuk be a
vallalati gyakorlatban alkalmazott kormanyzati kérnyezetvédelmi politika tekintetében. Amint
a bevezetésben emlitettiik, harom fontosabb alkalmazasi teriiletet tekintiink at:

- alkalmazkodds a hatarérték- ¢és kornyezeti addk szabdlyozasra
(kozvetett és kozvetlen szabalyozas),

- szennyezé€si jogok bevezetése és hatdsa a véllalati termelési politikdra,

- ujrafelhaszndldsi folyamatok.
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A szennyezési jogok alkalmazdsiat nagyon sokszor a normativ és gazdasidgi szabdlyozds
specialis eseteként interpretdljdk. Mégis teljesen mas megoldast szolgdltat a szennyezési
jogok alkalmazasa, ugyanis amig a hatarértékszabdlyozds- és adok, dijak rendszere a
kormanyzat és megfeleld szervei altal kiviilr6l meghatdrozott paramétereket jelentenek, amire
a vallalatnak alkalmazkodnia kell, addig a szennyezési jogok politikdja arra az
elofeltételezésre épiil, hogy a vdllalat maga donti el, hogy mekkora szennyezést képes
beszerezni, arra mennyi pénzeszkdze van. Ekkor a szennyezési jog dra a piacon ddl el, tehat
piaci mechanizmus alakitja ki annak az arat. Osszegezve, a szennyezési jogok politikdja egy
piackonform megoldds, mig a kozvetett és kozvetlen kormdnyzati szabilyozds nem
piackonform megoldast nydjtanak, mert az ilyen szabdlyozasi rendszer eltériti a piaci drakat a
beavatkozas révén. Ugy is fogalmazhatunk, hogy a normativ és gazdasdgi szabalyozdsra a
véllalat csak reagdl, alkalmazkodik, mig a szennyezési jogok esetén a vdllalat aktivan reagdl,
maga dont szennyezés mértékérdl. Az egyetlen probléma a szennyezési jogok bevezetésével
talan az, hogy a gazdasagra adott kvétdkat a kormanyzat adja meg az egyes vallalatoknak. (Ez
a kiosztasi folyamatot hivjdk grandfathering-nek.) Ezzel a kormanyzat megadhatja a gazdasag
Osszes maximdlis szennyezési lehetOségét. Azonban a tovdbbiakban piacon, vagy egy
szennyezési anyag tézsdén folyhat tovabb a szennyezési jogok drazdsa, tehat piaci
modszerekkel.

Az ujrafelhaszndlast alapvetden egy piackonform eszkdznek tekinthetjilk még akkor is, ha a
sziikséges tevékenységeket elég nagy kormanyzati szabdlyozast tételez fel. Az djrahasznositas
gyakorlatilag egy piacon alakul ki, ezért ez a tevékenység is aktiv vallalati dontési
szabadségot kell, hogy jelentsen.

1.3.1. Kozvetlen és kozvetett kornyezetvédelmi szabalyozas hatasa a vallalati termelésre

Ennek a részfejezetnek a célja a normativ és gazdasagi szabalyozdsok beillesztése az
ismertetett termeléselméleti modellbe. A két szabdlyozasi tipust szoktdk még mennyiségi
(normativ) as ar- (gazdasagi) szabalyozdsnak is nevezni. Vizsgiljuk el0szor a mennyiségi
szabalyozast.

A mennyiségi szabdlyozds azt jelent, hogy egy bizonyos kibocsitisra a véllalat a
korméanyzattél egy  szennyezési fels6  hatarértéket kap, tehat a  vdllalati
nyereségmaximalizdlési feladatot ,.eltériti” a szennyezOanyag kibocsatdsra adott korldtozas.
Ekkor a vallalat a kovetkezd feladatot kell, hogy megoldja:

px+p u—gr—g"v — max
x = F(r,v, u),

Y=o,

ahol vy a kormdnyzat altal megadott szennyezési fels6 hatarérték, amelyet a véllalat nem
Iéphet 4t. Mér ebbdl a feladatbdl is lathatd, hogy ezzel a korlatozdssal a kormanyzat eltériti a
véllalati termelést a gazdasdgi optimumtdl. Ha a véllalati drképzésre gondolunk, akkor az
ilyen korldtozds nem lesz piackonform, még akkor sem, ha a gyakorlatban szélesen
alkalmazott eljards az egyszerlisége miatt.

Az arszabdlyozds azt jelent, hogy egy bizonyos kibocsitds utin a vallalat egy addszeri
befizetést eszkozol az dllamhaztartiasba, tehat a véllalati nyeres€gmaximalizaldsi feladatot
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ebben az esetben ,.eltériti” a fizetendo 0sszeg. (Ezt a szabalyozast gyakran hivjak kormanyzati
kornyezetvédelmi politikdnak allamhaztartdasi bevétel mellett.) Ekkor a vallalat az alabbi
feladatot megoldja meg:

px+p u—qr-g"v—- av — max
x=F(r,v, u),

ahol @ a kormdanyzat altal meghatarozott szennyezési dij, nevezhetd addénak az adott
szennyezO anyagra. Ebbdl a feladatbdl is lathato, hogy ezzel a korlatozassal a kormanyzat
eltériti a vallalati termelést a gazdasagi optimumtdl. Ez a szabélyozas is szélesen alkalmazott
eljaras az egyszerlisége miatt a gyakorlatban.

1.3.2. A szennyezési jogok hatasa a vallalati termelési politikara

A szennyezési jogok politikdja, amint megallapitottuk, piackonform megolddsnak tarthato.
Ekkor a vallalat a szennyezési jogok piacdn szerzi be a szdmdra sziikséges szennyezési
mennyiséget, aminek az ara egy piacon kialakuld érték. A vallalat szimara megoldandé
feladat a kovetkez6 médon 4ll el6:

px+p u—qr—g"v - BAy — max
x = F(r,v, u,

ahol £ a szennyezbanyag kibocsatds egységének beszerzési dra. Amint a nyereségfiiggvénybdl
lathat6, nem teljes mennyiséget, hanem egy Ay névekménynyi szennyezési jogot szerez be a
véllalat. Ebbdl a szempontbdl a szennyezési jogok politikdja egy dinamikus karakterrel is bir,
hiszen a mir meglévd szennyezési jog mellé szerez be a véllalat egy novekményt, amit az
adott tervezési periddusban hasznal fel.

Konnyen gy tlinhet, hogy a szennyezési jogok politikdja egy drszabdlyozasi modszer. Erre
hivja fel a figyelmet Dinkelbach-Rosenberg (1994) és Dethloff-Seelbach (1998). Ok gy
interpretdljdk a szennyezési jogot, mint egy oszthatatlan joszdgot; azaz csak egy
meghatdrozott egységnyi szennyezést és annak tobbszorosét lehet beszerezni, de ezt az
egységet nem lehet tovabb osztani. Ok tigy érvelnek, hogy a megviésarolt, de fel nem hasznélt
szennyezési jog egy olyan meg nem valdsult szennyezést testesit meg, amely a kornyezet
szennyezettségi szintjét csokkenti, amivel javitja a kornyezet allapotat.

Ezzel befejeztiik a kozvetlen és kozvetett kdrnyezeti szabdlyozds, valamint a szennyezési
jogok hatdsdnak vizsgalatit a véllalati termelési politikdra. A kovetkezd részben az
urafelhaszndlést, vagy recycling véllalati termelésre gyakorolt hatdsat mutatjuk be.

1.3.3. Az tjrafelhasznalas hatasa vallalati termelésre

A szennyezési jogok politikdja, amint megallapitottuk, piackonform megolddsnak tarthato.
Ekkor a villalat a szennyezési jogok piacan szerzi be a szdmdra sziilkséges szennyezési
mennyiséget, aminek az ara egy piacon kialakul6 érték. A vallalat szimara megoldandé
feladat a kovetkez6 mddon 4ll eld:

px+p u+p’" —gr —g* r® - v — max
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R R
x=Fx",rr

TR

ahol bevezettiik a recycling folyamatokat, amelyek egy tjabb tevékenységet jelentenek (- r~,
xN) jeloléssel. Az tdjrafelhaszndlasi folyamat ekkor r~ termelési tényezé felhasznaldsa mellett
£} djrahasznositott anyagbdl késziilt terméket eredményez. Az djrahasznositds koltségét a g°
vektor jeldli, mig az djrahasznositasbél nyert végtermékek piaci dra p" lesz.

1.4. Osszefoglalas

Ebben a dolgozatban 0Osszefoglaltuk a német nyelvteriileten oktatott és kutatott
véllalatgazdasagi  termeléselmélet linedris tevékenységelemzésen alapul alapjait.
Megmutattuk, hogy viszonylag kis atalakitidssal a linedris tevékenységelemzésre épiild
termeléselméletbe kiillondsebb nehézség nélkiil integralhatdak a kornyezeti elemek a termelési
tényez0 és termék rendszer természetes kiterjesztésével. Az ilyen jellegi 4ltalanositas
lehetévé teszi, hogy a vallalati termelési politikdban vizsgalhatéva valjon tobbek kozott a
korményzati kdrnyezetvédelmi szabdlyozas hatdsainak elemzése, és még az ujrafelhasznalas
(recycling) is modellezhetd.

Ez az alapmodell alapvetden statikus, amivel beruhdzasi folyamatok nem vizsgilhatéak. Az

id6, valamint a készletdllomanyok bevezetésével a gazdasagi valdsagot pontosabban leird
hatdsmechanizmusok is elemezhetdvé valnak a linedris tevékenységelemzési modellben.
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2. A kormanyzati kornyezetvédelmi szabalyozas hatasa a vallalati
termelési-készletezési stratégiara

Az eldz6 fejezetben bemutattuk, hogy a direkt és indirekt kormdanyzati kérnyezetvédelmi
szabdlyozdst hogyan lehet a véllalatgazdasdgtani termeléselméletbe beépiteni. A direkt, vagy
normativ szabdlyozds — matematikai szempontb6l — azt jelenti, hogy a kibocsdtdsokra
(emisszidkra) egy felsdkorlatot épitiink be a vallalati modellbe. Ezzel szemben az indirekt,
vagy gazdasigi szabdlyozds sordn a véllalat koltségfiiggvényébe épiil be egy pdtlolagos
koltségelem, ami lehet termékdij, amit tekinthetiink akar szennyezési adénak is. A korabbi
vizsgélatok e két szabdlyozasi eszkoz vallalati termelési politikdra gyakorolt hatdsat statikus
koriilmények kozott elemezték. Arra nem adtak valaszt, hogy milyen id6beli kihatdsa van e
két fontosabb szabdlyozasi eszkoznek.

A bemutatasra keriild harom modell ezt az id6ben lezajlé folyamatot vizsgdlja. Ha az idében
tovagylriiz6 folyamatokat akarjuk elemezni, akkor azt a kérdést tehetjikk fel, hogy ezek a
korményzati kornyezetvédelmi szabdlyozasi eszk6zok milyen irdnyba terelik a vallalatok
termelési stratégidjat, a szennyezés kibocsatasi értékek idoben milyen irdnyba térnek el ezen
eszkozok bevezetése utdn. Az ilyen tipusu vizsgalatok tehdt komparativ statikai elemzésnek is
tekinthetdek. A szabdlyozdsi eszkoz bevezetésével a dontéshozd valamilyen célt kovet,
esetiinkben ez a kibocsatdsok minimalizédldsat, csokkentését jelenti. Mivel itt idoben lezajld
folyamatokrdl van sz, ezért a kibocsatdsok ,,csucsainak™ lefaragédsa, csokkentése is célld
vdlhat. Ezt nevezi a termelésmenedzsment irodalom simitdsi probléménak, vagyis egyféle
kiegyenlitési feladatnak. A termeléssimitds (production smoothing) a véllalat célja, hogy a
kapacitdsait idében viszonylag &lland6 szinten tartsa, amivel a kapacitdskihasznaltsig
egyenletessé vdlik, azaz jobban tervezhetd. A kornyezet szempontjdbdl az ilyen simitds azt
jelenti, hogy a kornyezetnek leadott kibocsdtdsok vdlnak egyenletessé, ami megkonnyitheti a
kornyezet emisszids felvevd képességét, ontisztuldsat. A véllalat szempontjabdl ismert az a
tény, hogy mindenféle szabdlyozds eltériti a piacon kialakulé darakat, igy most annak
mértékével nem foglalkozunk.

A fejezet harom modellje koziil az els6 kettd a két szabalyozasi eszkoz miikodését mutatja be
két kiilonbozo célfiiggvényt feltételezve. Az els6, HMMS-tipusi modellben a céloktdl torténd
eltérést, vagyis egy célprogramozasi probléma keretei kozott tekintjiik. A masodik modellben
azt tételezziik fel, hogy a vallalat a relevans termelési koltségeit minimalizdlja egy konkav
modellben. A konkav termelési koltségek feltételezése dltalanos a termelésmenedzsmentben,
de a készletgazdilkoddsban is, mivel egy potlolagos termék legyartdsanak hatarkoltsége
csokkend a fixkoltség problematika miatt. A két cikket természetesen Ossze is lehetett volna
dolgozni a szabdlyozdsi eszkozok, azaz a hatarérték- és kornyezetterhelési dij szabdlyozds
szerint is. Azért nem a szabdlyozasi eszkdzok szerint csoportositottam a fejezet alfejezeteit,
hogy megtarthassam a publikalasnak megfelel6 strukturat.

A harmadik alfejezet a két szabalyozasi eszkoz egy keverékét elemzi egy Arrow-Karlin-féle,
konvex modell keretei kozott. Itt azzal a feltételezéssel éliink, hogy a kornyezetterhelési dijat
csak akkor kell fizetni, ha az eldirt szennyezési normat a véllalat atlépi.

A fejezet eredménye, hogy a vallalatnak ugyan tobbletkoltségeket okoz a szabdlyozasi
eszkozoknek torténd megfelelés, de a kornyezet szennyezési terhelése egyenletesebb lesz,
vagyis a simitasi tulajdonsag teljesiil.
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2.1. A kornyezeti szabalyozas hatasa a termelési-készletezési rendszerekre
egy HMMS-tipusi modellben

2.1.1. Bevezetés

A kornyezeti szabdlyozds hatdsit Wirl (1991) és Xepapadeas (1992) elemezte.
Tanulmédnyaikban a kibocsatasi dijakat és a kibocsatdsi normékat vizsgaltak. Wirl az Arrow-
Karlin termelés-készletezési modellt dolgozta 4at, hogy megmutassa a kornyezeti
szabalyozdsok hatdsat. Xepapadeas kutatdsa a termelési funkcidkon alapszik. Mindkét modell
a maximum szabdlyt alkalmazza, mint matematikai eszkozt

Tanulmanyunkban Wirl (1991, 1995) eredményeit fogjuk daltaldnositani egy HMMS
modellben, amit a termeléstervezési €és az anyagellatis-tervezési rendszer kozotti
hasonlésdgok miatt vdalasztottunk. Az MRP rendszerekben megtaldlhatéak a jovobeni
keresletre €s biztonsagi készletszintre vonatkozd eldrejelzések, valamit az egyes egységekre
vonatkozé termelési tervek. A célfiiggvény méri a készlet- és a termelési szint eltérését a
megfeleld célértéktdl. Ebben a modellben fogjuk vizsgilni a kornyezeti szabdlyozas hatdsait.

A masodik részben bevezetjiik a HMMS modellt és megvizsgéljuk a diszkontrata hatdsat az
optimadlis termelési és készletezési stratégidra. A harmadik részben elemezziik a szennyezési
dijakat és bemutatunk néhany, a véllalat termelési stratégidjira haté feltételt. A negyedik
részben vizsgaljuk a kibocsatasi normékat. Végezetiil osszefoglaljuk eredményeinket.

2.1.2. A modell

Egy homogén terméket gyartd, készleteit raktaron tart6 vallaltot feltételeztiink. A modellhez a
kovetkez6 valtozokat definidljuk:

I(1) a készlet szintje ¢ idépontban (allapot valtozo),

P(t) a termelés szintje ¢ idOpontban (irdnyitasi valtozo),

S(t) kereslet ¢ idOpontban (exogén véltozd); pozitiv és folytonosan
derivélhato,

T a tervezési 1doszak hossza,

Iy kezdeti készletszint,

h készlettartasi koefficiens,

c termelési koltség koefficiens,

Yo konstans, nemnegativ diszkontrata,

p(P(t)) szennyezési szint; konvex, monoton névekvo, és kétszer folytonosan
derivélhato,

T linedris, szennyezési egységre jutd szennyezési dij.
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Igy az optimdlis irdnyitdsi probléma [0,T] intervallumon a kévetkezd:
t h 2 ¢ 2
je“”[g(m)— I,(1)) +E(P(t)— P(t)) }d; — min
0

[(t)=P(1)~S(1).10) =1,

I(t)=0,

P(t)=0.

A probléma hamiltoni jelenértéke tigy definidlhatd, mint
h
H(I(t),P(1),9(1).X(1),1) z—(z(l(t)—lj(t))z +g(P(t)—P](t))2) +y(tP(1)=S(1))+A(t)I(1)

A feladat megolddsanak tekintsiik (10 (t),PO(t))—t. A Pontrjagin-féle maximumelv
alkalmazasaval a kovetkezo tétel sziikséges (€s elégséges) feltételt biztosit az optimalis
irdnyitasi feladat megoldasahoz.

2.1.1. Tétel: Ahhoz, hogy (I°(t),P’(t)) optimdlis legyen a feladatban, sziikséges, hogy létezzen
egy szakaszosan folytonos ¥(z), ahol minden 0<t <'T —re teljesiil, hogy ¥(t) #0, mivel 0<t
<T

() y(t) = py@)+h(I) - 1,(1)- A (1),
@) max{l//(r)P(t)—g(P(t)— P,(r))z} = w(r)P"(r)—g(P“(t)—P,(t))z,

0<P(t)
3) A1) L'(1) = 0, 1) 20,
@) W(T)=c(P(T)=P(T))20, w(T)I(T)=0.

A (2) feltételbol kovetkezden igaz az is, hogy:

0 w(t)<—cP(t)
¢ =<1
P ;WHP](H w(t)=z—ch(t)

ami a linedris optimdlis dontési szabdly.
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Ha a termelési id6szakban az optimadlis termelési szint pozitiv, akkor
w(1)=c(P’(1)=P(t)).

Y1)-t az (1) feltételbe behelyettesitve, a sziikséges feltételek felirhatbak matrix formaban:

(ng:;)ﬁ(wng+fuw—pauwﬁLU)

() | o) ser) -

1(0)=1,,

P(T)=F(T)

A kornyezeti szabalyozas hatdsdnak vizsgédlatakor erre a méatrixformat fogjuk hasznélni.

Most definidljuk a termelési terv simitasat!

2.1.1. Definicié (Bensoussan-Proth (1984)): P'(t) termelési terv simdbb, mint P(7), ha
Pl(1) tdvolsdga a termelési terv gorbétdl kisebb, mint P(1) tavolsédga:

J:\/]+(P1(t))2 <E\/1+(Pz(t))2 :

Ez a definici6 magédban foglalja Wirl definici6jat. Ha a termelési koltség fiiggvény pozitiv
monoton nem csokkend, akkor a termelési szint nem csokkend és a kovetkezd kiilonbség
pozitiv:

>0,

+(P2(1)) = J1+(P'(1) = (PZ(I))Z_(PI(”)Z
\/] P \/] (Pee) \/1+(P2(t))2+\/]+(1"](t))2

mivel a szdml4lo is pozitiv. Ez a feltétel azonban, sajnos, nehezen szamithato.

Kovetkezonek azt vizsgiljuk meg, hogy az optimdlis termelési terv, hogyan fiigg a
diszkontratatdl. Arra keressiik a vdlaszt, hogy a diszkont rata novekedése, simabbad teszi-e a
termelési stratégiat.

2.1.1. Lemma (Feichtinger-Hartl (1986)): Ha J Jakobi-matrix determindnsa negativ,
akkor

dI(t,p)

—7C<0
dp

Jd P(t,p)

—<
dp

1

0, telor) t,<T
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ahol

J=|P
i

o | =

A lemma magyarédzata, hogy a jovo kevésbé értékelt, a készlet- és termelési szint az id6szak
elején alacsonyabb lesz, ha a diszkontrata novekszik. A termelési szint valtozhat.

2.1.1. tablazat A 2.1. fejezet példaiban hasznalt paraméterek

Paraméter Leiras

kereslet S(t)=(1+0.05t)(1+0.25in2 7)
a termelés célszintje P;(t)= 1+0.05t
a készlet nagysag cél szintje | 1;,(t)= 0.2+0.2sin2m
termelési koltség koefficiens |c=4
készlettartasi koefficiens h=20
diszkontréta p=0.05
szennyezés - linedris P

- négyzetes 0.5P’
szennyezési ado koefficiens
- linedris 7=40
- négyzetes =5
maximalis kapacitds 1.2
tervezési idoszak =5
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2.1.1. dbra Az optimalis termelési stratégia a modellben (p=0; 5)

1.6 T T T

08 l l l l
0 ! 2 3 4 5
t
0.25 T T T T
J’/ ’
021 N /
. h . ;
I \ 4
r ,
) ,
J .
— I
115 13 /
— I
1(40) / e \/
~oap . —
,
y
;
0.05 —
/
i
!
()
0 l l l l
0 1 2 3 4 5

2.1.3. Szennyezési dijak

Tegyiik fel, hogy a kormany szennyezési dijat vezet be a kornyezetkérositds csokkentésére.
Igy a vallalatok most méar a termelés, a készletezés és a kornyezeti adok figyelembe vételével

fogjak minimalizdlni a koltségeiket. A modell a kovetkez6:

je"’t[g(z(z)—sz +S(P)=B(1) 42 p(P(r))}dt —> min

I(t)=P(t)-S(t), 1(0)=1,

1(t)=0

P(t)=0,
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ahol 7 p(P(t)) fiiggvény tobbletkoltséget jelent, 7 paraméter pedig a szennyezési egységre
jutd linedris dij.

Az optimalitas sziikséges és elégséges feltételei a kdvetkezd formaban frhatdak ol:

PO ,PO 0 3 _ _
P(t) pc (t)+TP( (t))+h I°(t) +cB(t) p cP(t)—hl(t)
C+TP"(P”(1)) c+7 p”(P"(t)) c+7 p”(P”([)) ,
P°(t)-5(t)

i)

10)=1,
PUT)+ = p(PY(T ) = B(T)

A kovetkezokben azokat az eseteket fogjuk megvizsgdlni, ahol a szennyezés linedris vagy
négyzetes.

2.1.3.1. Linearis szennyezés

Ha p(P(t)) szennyezési fiiggvény linedris, akkor az optimalitési feltétel egyszerti. Tegyiik fel,
hogy p(P(t))=P(t). A szennyezési fiiggvény elso derivéltja egyenld 1-gyel, a masodik derivalt
pedig 0.

Behelyettesitve az elsé és a masodik derivalt értékét a sziikséges feltételekbe, azt kapjuk,
hogy

(P”(f)j: p E(P”(f)}r Bit)-p B(t)=210t)+pZ
i) | oNrce) (1) ‘)

10)=1,
P”(T)=P](T)—§'

2.1.1. Allitas: A linedris szennyezési dij a HMMS modellben csokkenti a termelési és
készletezési szintet.

Bizonyités: Vizsgdljunk meg két optimdlis palyit 7; and % (7; < %) dij esetén. Ez esetben a

két rendszer kiilonbsége
[Pz(r)—P](z)j: P E(Pz(t)—mt)j+ Piz,-z,)
L)-10) |, ghL(O=-1e) "\ ¢ o )

1,(0)-1,(0)=0,

7,7

P(T)-P(T)=- <0
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Most definidljuk

2 2
P (pj h o p (p) h
==+ —_—, =——|=| —.
PG T 20 T

Ennek a differencidl egyenletnek a megoldasa

(@ﬂ—mg}gwpﬂx+ﬂfvﬂx+Pfg]
1" DA e

Lt)~1(1) ;

Itt x; és x; konstansok ismeretlenek, és mi hatirozzuk meg a paramétereket. A
differencidlegyenlet kezdeti értéke ismert

oL

T ~T
(e pjj X, +(€ pzj x, = c
1 1 L—h

h

A linedris egyenlet megoldasa

(x;} 1,71, 1 (ce”?TpZ - hj
X, he e p,—e” p,\h—ce’"p,)’

ahol x;<0, és ezzel bizonyitottuk az allitast.
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2.1.2. abra Az optimalis termelési stratégia a modellben linearis dij esetén (1=0; 40)

1.6 | | | |

P(t,40)

08 | | | |

P(LO)-P(t40)

0.25

0.2

140y 015

1(t,0)
-—- 01

0.05
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2.1.3.2. Négyzetes szennyezés

Ha p(P(t)) szennyezési fiiggvény négyzetes, akkor az optimalitas feltétel egyszerti lesz.
Tegyiik fel, hogy p(P(t))=0. 5P(1). A szennyezési fiiggvény elsd derivéltja egyenld lesz P(t)-
vel, a masodik derivalt pedig 1.

Behelyettesitve az elsé és a masodik derivalt értékét a sziikséges feltételekbe, azt kapjuk,
hogy

0 ]’l o - h
(P(t)j_ p (P(f)j L[P,(t)—p P,(r)——l,(r)}
‘o = c+T| o tlce+1 c ,
() | o [\I(1) -S(t)
1(0)=1,,

0 ¢
P(T)=——PF(T)

c+7

Ennek a differencidlegyenletnek nehéz daltaldnos megoldast taldlni. A dijak hatdsat a
kovetkezd két példan fogjuk szemléltetni. (Lasd 2.1.3. és 2.1.4. dbra)
Az els6 példahoz az 2.1.1. tdblazatban megadott paramétereket hasznaltuk. A termelés ebben
az esetben simdbb, mint amilyen szennyezési dij kivetése nélkiil lenne. Lathat6, hogy a

készlettartasi szint is csokkent.

Ha a kereslet, a termelési és készletezési célszint konstans 7' id6szakban, akkor a termelés
simdbbnak mutatkozik, a készletszint pedig csokkendnek.

A két példa azt mutatja, hogy a szennyezési dij bevezetése négyzetes esetben csokkenti a
készletek szintjét és a termelés simdbb, mint amilyen a dij nélkiill lenne.
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2.1.3. abra Az optimalis termelési stratégia a modellben négyzetes esetben (t=0; 5)

1.6 I I | |

14—

0.8

0.25

0.2

0.05
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2.1.4. abra Az optimalis termelési stratégia a modellben négyzetes esetben (t=0; 5)

(I1(t)=0.2; Py(t)=1.1; S(t)=1.3)

1.8 [ [

0 1 2 3 5
t
0.2
0.15 B
\\

1t,5) 1
s -
1t,0) \ ~
0.05 \ =

0 | |

0 1 2 3 5
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2.1.4. Szennyezési normak

Ahogy Wirl (1991) megmutatta, mind az abszolit, mind a relativ kdrnyezeti normdk feliilrol

korlatozzak a termelést.

T

Ie_p{g(l(t)_ I(t)) +§(P(f)—1’1(f))2}df > min

0

I(t)=P(t)-S(t), 1(0)=1,

I(t)=0
0L P(t)<P”
ahol P a kormdny 4ltal meghatérozott kibocsatasi norma.

A sziikséges és elégséges optimalitési feltételeket a kovetkezd forméban frjuk fol:

(l/‘/(t)j _ (p w(t)+ hl(r)—hll(r)J
I(r) P(y(1))-S(1)

w(Tr)=0
10)=1,"
ahol
0 w(t)<—cP(r)
I
Py(1)) = Y1)+ R(1)  —eB(1)< w(t)<c(P" = P(1)).
p* w(t)>c(P" = P(1)

Definidljunk egy belsé termelési palyat. Egy termelési palyat akkor tekintiink belsé palyéanak,

ha a termelési szint nem egyenld az adott szennyezési normaval.

2.1.2. allitas: A kornyezeti normdk leszikitik a lehetséges termelési stratégidk korét. Ennek
kovetkeztében a vdllalatoknak tobbet és tovdbb kell belsé palydk mentén termelnie, hogy

ellenstlyozni tudja a kindlati oldalon jelentkezd deficitet.
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2.1.5. abra Az optimalis termelési stratégia a modellben szennyezési normak esetén

1.6 I I I I

14— —]

0.25

I<\|!> 0.15— N

1o o ; —

0.05[~ ]

2.1.5. Kovetkeztetések

A cikkben a kornyezeti szabdlyozds vallalati stratégidkra gyakorolt hatdsat vizsgaltuk. Wirl
(1991) tanulmanyaval ellentétben HMMS modellt hasznaltunk.

Ha feltételezziik, hogy a kornyezeti szabdlyozds miatt jelentkezd tobblet koltség konvex,
akkor a termelési és a készletezési szint linedris esetben csokken. Négyzetes szennyezés

esetén pedig a készlet szint akkor csokken, ha a szennyezési ad6 koefficiens novekszik.

A szennyezési normdk bevezetése csokkenti a lehetséges termelési stratégidk szamat, a
termelés simabb lesz.
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2.2. A kornyezeti szabalyozas hatasa a termelési stratégiara: Folytonos ido
modell, konkav koltségekkel

2.2.1. Bevezetés

A kornyezeti szabdlyozéds hatdsat Wirl (1991, 1995), Xepapadeas (1992) és Dobos (1998,
1999) elemzi. Munkdikban a kibocsatési dijakat és a kibocsdtdsi normékat vizsgéltdk. Wirl
(1991, 1995) és Dobos (1999) egy moddositott Arrow-Karlin termelési és készletezési
modellen mutatta meg az el6bbi két szabdlyoz6 hatdsit, Xepapadeas pedig a termelési
fliggvényt hasznalta. Mindhdrom szerzé a maximum elvet alkalmazta matematikai eszkdzként
a modelljében.

Wirl azzal a — sokak altal vitatott- feltevéssel élt, hogy a termelési koltség a termelési szint
konvex fiiggvénye. Ellentétben ezzel, a Wagner-Whitin modellben (1958) a termelési
koltségek konkdvok, ami megfelel a termelés €s irdnyitds menedzsment teriiletén altaldnosan
haszndlt feltevésnek. Igy mi is azt fogjuk feltételezni jelen tanulmanyunkban, hogy a
termelési koltség a termelés konkdv fiiggvénye és a kornyezeti szabdlyozds hatdsit egy
hasonl6 modellt hasznélva fogjuk vizsgélni.

A cikk masodik részében bevezetjiik a konkdv termelés-készletezési modellt és bemutatunk
egy algoritmust a Pontrjagin-féle maximumelven alapulé optimdlis termelési stratégia
konstrukciéjara. A harmadik részben a szennyezési dijakat elemezziik, és levezetjiik azokat a
feltételeket, amelyek teljesiilése esetén a vdllalat médositja a termelési stratégidjat. A
negyedik rész foglalkozik a kibocsatasi normékkal. Végiil értékeljiik az eredményeinket.
2.2.2. A modell

Feltételezziink egy homogén terméket gyartd, készleteit egyszeriien raktiron tartd véllalatot.

A modellhez a kovetkezo valtozokat definidljuk:

I(1) a készlet szintje ¢ idodpontban (4llapot valtozo),

P(t) a termelés szintje ¢ idopontban (irdnyitasi valtozo),

S(t) kereslet ¢ idopontban (exogén véltozd); pozitiv és folytonosan
derivalhato,

T a tervezési 1doszak hossza,

Iy kezdeti készletszint,

h egységnyi készlettartasi koltség egységnyi iddre,

F(P(1)) termelési koltség, szigordan konkdv, monotonon ndvekvd és kétszer
folytonosan derivalhato,

p(P(1)) szennyezgés; szigordan konvex, monotonon ndvekvd, és kétszer
folytonosan derivalhato,

P maximalis kapacitds konstans

Yo, konstans, nem negativ diszkontrita,

T linedris, szennyezési egységre jutd szennyezési dij.

42



dc_177 11

Vizsgéljuk meg a kovetkez6 optimdlis irdnyitdsi problémat [0,T] intervallumon:

T

min j e '[hl(1) + F(P(1))]dt 2.2.1)
0<P(1)<P€,
1€]0,7] 0
I(t)=P(t)-S(t) 1(0)=1, (2.2.2)
1(t)20 (2.2.3)

Lehetséges megoldds csak akkor 1étezik, ha t € [0, T] id6pontig a teljes kereslet kisebb vagy

egyenld, mint a kezdeti készlet nagysaga €s a ¢ idépontig lehetséges maximadlis termelés, azaz,
ha:

I, +P”t—JS(T)dT > 0, minden te [0,T] idépontra.
0

Ennek a problémanak a megoldasit kordbban Bensoussan és Proth (1984) vizsgilta - az
optimdlis megoldds matematikai strukturdjat elemezték és levezettek egy dinamikus
programozéson alapulé algoritmust az optimdlis trajektéria konstrukcidjara. A megoldédshoz
mi a maximumelvet fogjuk alkalmazni, hogy megmutassuk, hogy mindkét eljards ugyanahhoz
a megoldashoz vezet.

A probléma hamiltoni jelenértéke gy definialt mint
H(I(®), P(t),y(0).A(1),t) = =(hI (1) + F(P(1))) + y (1) P(t) = S(1)) + A1 (7).

A hamiltoni jelenérték hdrom tagbdl all, ezek: a koltségfiiggvény, a silyozott stock-flow
azonossag, és a készletszint nemnegativitdsa. Az elsd tag jeleniti meg a direkt, a masodik és a
harmadik pedig az indirekt hozzdjaruldst rovidtdvon a sajat tokéhez, ahol a termelés és
készletszint rogzitett. w(r) adjungdlt valtozé 1gy definidlhatd, mint a készlettartds
hatarkoltsége. A A(t) fiiggvény pedig egy Lagrange multiplikator vagy arnyékar, ami
megmutatja az elérhetd koltségmegtakaritast, ha a készletezési kapacitast egy egységgel
noveljiik. (Lasd Sethi és Thompson (1981).)

Legyen (I’(1),P’(t)) a probléménak egy optimdlis megoldasa. Felhasznélva a Pontrjagin-féle
maximumelvet, a kovetkezd sziikséges feltételek adddnak az irdnyitdsi probléméhoz
(Seierstad, A., Sydsaeter, K. (1987)):

2.2.1. tétel. Ahhoz, hogy (I’(t),P°(1)) az (1)-(3) probléma optimélis megolddsa legyen,
sziikséges, hogy létezzen egy szakaszosan folytonos w/(¢) fiiggvény, ahol minden 0<t <T
esetében teljesiil, hogy w(t) #0
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(a)

d H(I(t), P(1),y(t).A(1),1) N
d 1(1)

w(1)=p y(n)-
yt)y=p yt)+h-A (1)
(b)

max {H(1°(0), P().y(0). A(0).1)} = H(I°()), P (1), y (). A(0).1)

0<P(1)<P¢

= {w()P(t)- F(P(1))} = w(t) P (1) - F(P° (1))

© A I(1)=0 At) >0,

(d w(t, )2 w(t,"), ahol w(r) és Io(t_l.) =0, i=12,...,k szakaddsi pontjai
0<t <f,<.<t, £T

) w(DI*(T)=0, w(T)=20.

A tétel (a) feltétele a mozgasi szabdly (¢) adjungélt valtozéra. A kovetkezd feltétel azt
mondja ki, hogy az optimalis megoldashoz a termelésnek optimdlisnak kell lennie. A (c)
egyenldség a készletszint kiegészitd eltérése. A konkavitids miatt nem biztos, hogy az
adjungalt valtozo folytonos. A (d) egyenlStlenség azt mutatja, hogy a szakadasi pontokban a
baloldali korldt nem kisebb, mint a jobboldali. Ugrasi (vélt6-) pontok keletkezhetnek, ha a
készlet adott iddintervallumon eléri vagy meghaladja a korlatot, vagyis a készlet eléri a nulla
szintet.

Most vizsgaljuk meg a tétel (b) feltételét, amibol kovetkezik, hogy

0 w(t) < F'(P)
P’(1)= nemdefinidlt w(t)= F'(P)
P w(t) > F'(P)

ahol P € (0, P“) konstans kielégiti azt az egyenldséget, hogy

F(P°)-F(0)

F/(P)= P

Konnyen beldthatd, hogy a készletszint nagyobb, mint nulla, ha P°(1)=0, vagy P’(1)=P°. Ha
az F’( P )konstans egyenld a y/(¢) adjungélt valtozéval (1;,1,) intervallumon, akkor

0=F'(P)=p F(P)+h-A(t).
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Ez azt jelenti, hogy A (t)=p F(P)+h>0 és (1) = 0 ezen az intervallumon és az
optimdlis termelési szint megegyezik a kereslet szintjével: P’(t) = S(1). Az ugrasi feltétel
sziikségessége a kovetkezoképpen mutathaté meg: az adjungélt viltozéra a megoldds pozitiv
készletszint esetén (A(¢) =0)

h
p(=y,e” ——.
P

A fliggvény monotonon ndvekvd, ha a konstans - y - pozitiv. (Az az eset, ahol a konstans

nemnegativ, figyelmen kiviil hagyhat6. Ilyenkor, ugyanis, az adjungalt valtozé nem negativ
és a termelési szint nulla lenne. Ami egy olyan specidlis esethez vezet, ahol a keresletet ki

lehet elégiteni a kezdeti készletekbol.) Ha a w(r) fiiggvény kisebb, mint F’( P )konstans,
akkor az optimalis termelési szint nulla, és ha w(t) > F’(P), akkor a véllalt a maximdlis

kapacités szintjén termel. Azt a tartoményt, ahol a termelés maximalis, egy olyan tartomany
koveti, ahol a vallalat vagy a keresletnek megfeleld mennyiséget 4llit eld, vagy egyaltalan
nem termel. Mindkét esetben teljesiil, hogy w(¢) adjungdlt valtoz6 nem nagyobb, mint

F’( P ) konstans, igy a valtépontos fiiggvénynek, w(t), szakadasi pontja van. Az 2.2.1. dbra
w(t) fiiggvény egy lehetséges utjat mutatja.

2.2.1. abra A y/(¢) valtozé egy lehetséges tutja

La)>0 | P)>0 Li)=0 | P)>0 ()30 [F(1)>0
P(t)=0 | P’t)=P° | P°(1)=S(t] P°(t)=0 P’(t)=P° P’(1)=(

i 4

7 f 1 T, 1, T3

Igy azt kapjuk, hogy

2.2.2. tétel: A probléma optimalis megoldasa kiegyenliti a kovetkezd egyenldséget:
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1°(t) (P = P°(1)) P°(1)=0.

Ezt a tételt kordbban Bensoussan és Proth (1984) is bizonyitotta. A 2.2.2. tételt dgy
interpretdlhatjuk, hogy a készletszint egyenld nulldval, azaz a termelés megegyezik a
kereslettel azon az intervallumon, ahol a termelés szintje pozitiv, de nem maximalis.
Ertelemszertien adédik, hogy ha a kereslet nem haladja meg a kapacitasi korlatot és a kezdeti
készletszint nulla a tervezési idoszakban, akkor az az optimdlis termelési stratégia a véllalat
szdmara, hogy pont annyit termel, mint amennyi sziikséges és a készletszintet nulldn tartja.

Masrészrol, ha egy adott idépontban a készletszint pozitiv, akkor a termelés vagy nulla vagy a
maximadlis kapacitdssal egyezik meg. Konnyen beldthatd, hogy a véllalat a kapacitési korlat
szintjén termel, ha a kereslet nagyobb, mint a rendelkezésre all6 kapacitds. Ebbol rogtén
kovetkezik az els6 lemma.

2.2.1. lemma. A modellinkben az optimdlis termelési stratégia fiiggetlen a termelési
koltségek konkrét formajatdl és a diszkontratatol.

Most adjuk meg az optimdlis termelési stratégia konstrukcidjat. El0szor a kdvetkezd lemmaét
bizonyitjuk.

2.2.2. lemma. Az optimélis megolddsban P°(¢) = 0 eléfordulhat a tervezési idészak elején, de
madshol nem.

Bizonyitds: A lemma bizonyitdsdhoz az 2.2.1. abrat haszndljuk. Tegyiik fel, hogy a
tervezési idoszakon belill 1étezik egy olyan intervallum, ahol a termelési szint nulla, példaul,

[f, , T,.) , (1=2,3) az 2.2.1. abran. Ebben az esetben egy nulla készletszinthez tartozé valtépont,

t, , vélasztja el azt az intervallumot, ahol nem nulla a termelés a nulla termelési szinthez
tartoz6 intervallumtdl. Meg fogjuk mutatni, hogy egy olyan intervallumot, ahol vagy Pl(r) =
P°, vagy P(1) = S(1) teljesiil, nem kdvethet egy olyan intervallum, ahol Pt) = 0. Legyent;a
valtépont, azaz L(t;) = 0és y/(tl’ ) > 1,//(t1+ ) Vizsgaljuk meg az optimalis termelési stratégiit

(t;,t;+€) intervallumon, ahol & tetszdélegesen kicsi szdm. Ha (z;,t;+¢€) intervallumon a
termelési stratégia P%(t) = 0, akkor

') =1°(t)+[(P(0) - S(D))dr = -[ S()dz <0, Vie(t.1 +¢),

igy ellentmonddsra jutottunk, mivel, azt feltételeztiik, hogy a készletszint nem negativ.

Most mar megkonstrudlhatjuk az optimélis termelési stratégiat. Az elso 1épés egy lehetséges
trajektdria konstrukcidja:

{0 te[0,1,)
P(t)=1 .
Pe relt,T]

s

12y
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I(t)=1, +j(f}(7)—S(7))d720, vie[o,T]-

Legyen 7, egyenld ¢ azon legmagasabb értékével, amire teljesiil, hogy 7,(¢)>0.Ha 7, =0,
akkor az optimalis megolddsnak nincs olyan intervalluma, ahol P’(t) = 0. Legyen 7, f olyan
legnagyobb értéke, amire igaz, hogy I;(7,) = 0és I;(t) > 0, [Z;,T] intervallumon. Legyen

P(1) 1€[0.7;)
P, (1) =1 S(t) te[f,.h) .
P te[f.T]

2.2.2. abra Az optimalis termelési stratégia az altalanos konkav modellben

2.5 T T T T T

0.5

t legnagyobb értékét azon a [E;,T] intervallumon taldljuk, amelyikre
I(t)20, Vie|h,T],

ahol 7, a legnagyobb érték. Ahogy 7, elérte a legmagasabb értéket, el kezdjiik keresni a 7,,
és igy tovabb. Az algoritmus alkalmazasat az 2.2.1. dbra szemlélteti. A megoldas a kovetkezo:

0 tel0.7,
P°(t)=1{ P° te[f,_.h,)
Sy te|fyi]

ahol i e I* és I" valGs, pozitiv szdmok indexhalmaza.

Az algoritmust magit a 2.2.2. dbra mutatja. (Részletesen, ldsd a 2.2.F.1. fiiggeléket.) A
termelési szint nulldval egyenld a tervezési idészak elején. Mivel a kezdeti készletszint
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nagyobb, mint nulla, a vallat nem termel. Ezutdn harom ciklus kovetkezik, ezek mindegyike
két részbdl all. Eloszor a véllalat maximalis kapacitdson termel, hogy készleteket halmozzon
fol arra az esetre, ha a kereslet magasabb lenne, mint a rendelkezésre all6 kapacitds. Ezutan a
keresletnek megfelelden termel €s a készletszintet nulldn tartja.

2.2.3. Szennyezési dijak
Tegyilk fel, hogy a kormany kibocsatdsi dijat vezet be, hogy csokkentese a

kornyezetszennyezést. Igy a vallalatok most mér a termelés, a készletezés és a szennyezés
koltségét fogjak minimalizalni. Tekintsiik a kovetkezd modellt:

T

min_ j e’ ’[hl(z) +F(P(O))+7T p(P(t))]dt (2.2.1)
o)) 0

(2.2.2)-(2.2.3) feltételek mellett.

A modositott termelési koltség, F(P(t))+p(P(t)), lehet konkdv, konvex vagy szakaszosan
konkdv-konvex fiiggvény. A kovetkezd lemma jellemzi a linedris dijakat:

2.2.3. lemma. A médositott termelési koltségek (2.2.17)-(2.2.3) modellben:
(a) konkav, ha <7,
(b) szakaszosan konkav-konvex, ha 7;<7<7,,

(c) konvex, ha 7>1,, ahol

- F”(P)
T,= min{— ,
0<P<P* p”(P)

T, = max {— F”(P)} .

p”(P)

A bizonyitds nyilvdnvalé. Derivaljuk kétszer a mddositott termelési koltséget. 7; és o
konstansok pozitivak.

2.2.1. allitas. A kormany kornyezeti szabdlyozdsa nem hatékony, ha a linedris, egységnyi
szennyezésre jutd dij kisebb, mint 7;.

Ha a termelési koltségek konkdvok, akkor a véllalat a lineéris szennyezési dij bevezetésének
hatdsdra nem mddositja a termelési, készletezési stratégidjat. Ha a termelési koltségek
konvexek (72> 1), akkor a termelési stratégia simabb lesz, és a kdvetkezd allitas teljesiil:

2.2.2. allitas. A kornyezeti szabalyozds, akkor hatékony, ha a szennyezési egységre juto,
linedris dij nagyobb, mint 2.
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A példankon szemléltetve,

F'(P) _ 025
PPy (P+1)’

T(P)=- 0<P<1.65.

Ha 7; £0.016 ( 1.6 % ), akkor a véllalat nem véltoztat a termelési stratégidjan. Ha 7, =0.25 (
25 % ), akkor a termelési koltségek konvexek €s a termelési stratégia simitott.

Vizsgaljuk meg a kovetkezd modellt 7= 0.12 esetén, ami 0.016 és 0.25 kozé esik. (1asd a
Fiiggelék 1. tablazatat):

3

j {0.151(:) + {O.ZSIH(P(t) +1)+ 0.12% P (r)Hdt — min

0

I(t) = P(t) - (1+005¢)(1+sin2zt), 1(0)=0.14 (P)

1(1) =0
0< P(f) < 1.65

Ebben a modellben a termelési koltségek konvexek, ha 02315 < w/(¢) < 0.2923, maskiilonben
konkdvok. Az optimadlis termelési stratégiak:

0 ha w(t) <0.2315
Po() = nemdefinidlt ha w(r)=0.2315
B Py (1)) ha 0.2315<y(t)<0.2923 (0.713< P°(t)<1.65)’
1.65 ha w(r)=0.2923
ahol

y(t)=0I15t+vy,

az adjungalt valtozé. Konnyl beldtni, hogy, ha yy = 0.2315, akkor a véllalat szdméara az
optimdlis stratégia a kereslet szintjének megfeleld termelés. Az optimdlis termelési stratégiat a
2.2.3. dbra mutatja.

Ezt a termelési stratégidt egy vegyes eljardssal allithatjuk eld. Az optimdlis megoldas, a
2.2.F.1. fiiggelékben taldlhat6 adatokat felhaszndlva, hdrom ciklusbdl éll. A ciklusok pedig
két részre oszthatéak. Eloszor a készlet szint nagyobb, mint nulla, ami készlet felhalmozast,
majd csokkenést jelent. A pozitiv készlet szint melletti termelési stratégia szintén két részre
oszthaté. Eldszor a termelési koltségek fiiggvénye konvex és a termelés simitott, azutidn a
termelési koltségek konkdvra véltanak, és a véllalat a maximdlis kapacitdson termel.
Masodszor, a készletszint nulla és a termelés szintje a kereslettel egyezik meg.
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2.2.3. abra Az optimalis termelési stratégia a szampéldaban

2.5
10 I I I I I 3
2 s
.
\
;oo
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S(t) {
|
-
05 —
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0 T T T 1 T T 2 1 T 3

2.2.4. Szennyezési normak

Ahogy, azt Wirl (1991) megmutatta, mind az abszolit, mind a relativ szennyezési normak
potldlagos felso korlatot jelentenek,

P(t) <P,
ahol P a kormdny 4ltal meghatérozott kibocsatdsi norma.

2.2.3. allitas. A kormanyzati szabalyozds nem hatékony, ha a kibocsatdsi norma nagyobb a
véllalat maximalis kapacitdsanal (P¢ <P").

A bizonyitds értelemszertien adodik. Az 4llitds azt mondja ki, hogy az djonnan bevezetett
szennyezési norma akkor lehet hatékony, ha megfelel a véllalat termelési kapacitds
korlétjanak. Tegyiik fel, hogy a szabdlyozds valoban hatékony, azaz

PSl < PC’

és a szennyezési norma egy lehetséges termelési stratégia
1

I(t)=1,+P"t=[S(z)dr = 0, Vte[0,T].
0

Ebben az esetben, az (1)-(3) problémat
O<P(t)<P”

feltétel mellett vizsgéljuk,
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0<P(t)< P*
feltétel helyett.
A konkdv modellnél alkalmazott algoritmust felhasznédlva, megkonstrudlhatjuk az optimalis
termelési stratégiat. Legyen a szampélddnkban P" = 1.4. A szennyezési normdk
bevezetésének hatasara a vallalat tovabb termel a maximalis szinten, mint normak nélkil.

Ezt szemlélteti a 2.2.4. abra.

2.2.4. abra Az optimalis termelési stratégia szennyezési norma mellett és nélkiil

2.5 T T T T T

0.5

| | | 0
1.5 2 2.5 3
t

A termelés-készletezési stratégia hasonld ahhoz, amit a 2.2.2. részben levezettiink: elészor a
véllalat maximaélis kapacitdson termel és a készletszint pozitiv, majd pontosan a keresletnek
megfeleld mennyiséget 4llit el6, hogy ne kelljen készleteznie. Ha a kormédny hatékony
szennyezési normat vezet be, a véllalat valaszképpen nem mddositja a termelés-készletezési
stratégidjat, de hosszabb ideig fog a normanak megfeleld szinten termelni, és ezzel egy idoben
lerovidiil az az intervallum, amikor a készletszint nulla.

2.2.5. Kovetkeztetés

Tanulmdnyunkban azt vizsgaltuk, hogy a kornyezeti szabdlyozas, milyen hatast gyakorol a
véllalat stratégidjara. A cikkben konkav termelési koltséget feltételeztiink.

Ha feltételezziik, hogy a kormédny kornyezet politikdjabdl adédé tobbletkoltség konvex, akkor
létezik egy olyan addszint, ahol a szennyezési dij nem hat a vallalat termelési stratégidjara.
Masrészrol viszont, ha az addkulcs magas, akkor a termelési stratégia simdbb lesz.
Ellentétben a konvex termelési koltség esetével (Wirl, 1991), itt a simitds az addkulcstol
fiiggden fog véltozni.

A szennyezési normdk akkor lesznek hatdssal a véllalat termelési stratégidjara, ha a
megengedett kibocsatds mértéke kisebb, mint a vdllalat maximélis kapacitisa. Az
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eredményeink azt mutatjdk, hogy a szennyezési normdk simitjdk a termelést, fiiggetleniil a
termelési koltségek konkrét formajatdl. Ezt konvex esetre Wirl (1991) bizonyitotta be.

2.2.F.1. Fiiggelék

F.2.2.1. tablazat A példaként alkalmazott paraméterek leirasa

Paraméter Leiras
kereslet S(t)=(1+0.05t)(1+sin2 7z)
termelési koltség F(P)=0.25In(P+1)
készlettartasi koltség
(egy egységre) h=0.15
diszkontrata p=0.15
szennyezési ado 7=0.12
szennyezés 0.5P°
maximalis kapacitas 1.65
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2.3. A kornyezeti szabalyozas hatasa a termelési stratégiara az
Arrow—Karlin modellben

2.3.1. Bevezetés

Wirl (1995) és Xepapadeas (1992) azt elemezték, hogy a kornyezeti szabdlyozas milyen
hatdsat gyakorol véllalati stratégidra. A szabdlyozok koziil a kibocsdtdsi dijakat és a
kibocsatdsi normdkat vizsgaltdk. Wirl az Arrow-Karlin termelési-készletezési modellt
dolgozta at, hogy megmutassa a két szabdlyozé hatdsit. Xepapadeas a termelési fiiggvényt
alkalmazta. Mindketten a Pontrjagin-féle maximum elvet hasznaltdk, és a kibocsatasi
dijakat és normakat egymastol fiiggetleniil vizsgaltak.

Jelen tanulmidnyban a két szabdlyozo egyiittes hatdsat vizsgaljuk. A legtobb esetben a
véllalatok szdmadra a hatarérték alatti kibocsatas ingyenes, csak az a folotti szennyezésért kell
a kormanynak dijat fizetniiik.

A dolgozat 2.3.2. részében bevezetjiik a mdodositott Arrow—Karlin modellt és megéllapitjuk
az optimalitas sziikséges és elégséges feltételeit. A 2.3.3. rész elemzi az optimalis termelési és
készletezési stratégiat. Itt vezetjilk le az optimalitasi feltételeket arra az esetre, amikor a
véllalat modosit a termelési tervén. Végiil osszefoglaljuk az eredményeinket.

2.3.2. A modell

Feltételezziink egy homogén terméket gyarté vallalatot, amely a készleteit raktiron tartja.
Legyenek adottak a kovetkezo paraméterek:

I(t) készletszint t idopontban (allapotvaltozd ),

P(1) termelési szint t id6pontban (irdnyitéasi valtozd),
S(t) kereslet t idOpontban (nem negativ),

T tervezési idOszak hossza,

Iy kezdeti készletszint,

h egy készletegységre jutd készletezési koltség,

F(P(t)) termelési koltség; konvex, monoton novekvo, és kétszer folytonosan derivalhato,
H(P(t)) szennyezés; konvex, monoton névekvo, és kétszer folytonosan derivalhato,

P a kibocsatasi norma,

T egy szennyezési egységre juto, linedris kibocsatasi dij.

Definidljuk az egyiittes kibocsatési dij-norma fiiggvényt a kdvetkezoképpen (2.3.1. dbra):
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0  P@)<P"

G(P(t)) =
(PG {H(P(t)) Pt)> P’

ahol G(P(t)) fiiggvény P(t) pontban folytonos , és folytonosan differencilhat6, kivéve P*
pontban. Igy az optimélis irdnyitdsi probléma [0, T] intervallumon a kdvetkezo:

T

. %1(;;; ! [h () + F(P(1)+ 7G(P(1)ldt ,

I(t)=P(t)-S(t) 1(0)=1,,

I1(t)=0, P(t) 2 0.
A probléma hamiltoni jelenértéke gy definidlhat6, mint,
H(I(#t), P(t), (1), At),t) = —(hI (1) + F(P(1)) + TG(P(1)))+ w (t)(P(t) = S (1)) + A1) (¢) .

Legyen (I*#(t), P*(t)) a probléma megolddsa. Felhaszndlva a Pontrjagin-féle maximumelvet a
kovetkezo sziikséges (és elégséges) feltételek biztositjak az irdnyitdsi probléma optimalitdsat.

2.3.1. tétel. Ha I*(t) és P*(t) kielégiti a kovetkezd dsszefiiggést, és létezik olyan w(t) és At)
fiiggvény, amire teljesiil, hogy:

@  yO=h-A@.

) max{y()P() = F(PO)=tGPO)} =y )P * (1) = F(P* (1) =2G(P* (1),
(©  A)I(1)=0, A1) 20,

(d I°T)=0, AT)=0.

akkor I'(t) és P*(t) minimalizdlja a koltségfiiggvényt.

G(P(1))

P(1)
2.3.1. abra Az egyiittes kibocsatasi dij-norma fiiggvény
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Erdemes hangsiilyoznunk az egyiittes 4llapotviltoz6k drnyékarként valé értelmezését. Igy A(r)
értelmezhetd a készletek nemnegativitasi korlatjdnak arnyékkoltségként, mig y(z) a tovabbi
egy egység output arnyékértéke.

A (2) feltételbol adéddan igaz, hogy:

0 w(t) < F'(0)
pry=) FTOO  FO<yO<FE,)
P F'(P"Y<w(t)< F'(P")+TH(P")
[F'+zH] () F'(P")+TH(P") S y(1)

Ezek alapjan a modelliinkben P*(¢) outputra négy lehetséges megoldasi tartomany adédik.
El6szor is lehetnek olyan periédusok, amikor w(t) output arnyékértéke annyira alacsony,
hogy a vallalat nem termel. A masodik esetben y/(z) értéke valamivel magasabb (F’(0)<
w(t)<F’(P")), ekkor a viéllaltnak mdr megéri termelni, de a kibocsatds nem fogja elérni a
kiiszobértéket. Harmadszor (t) értéke még magasabb, ezért az output mennyisége eléri a
kiiszobértéket, de azt nem Iépi at. Végiil, amikor az output arnyékértéke kelléen magas
(F’(P"Y+ tH’(P")< y(t)) szinten van, a termelés atlépi a kiiszobértéket (1asd. 2.3.2. dbra)

A megoldds konstrukcioja: a kulcsmegfigyelésiink az, hogy P*(f) ugyanazt a szerepet tolti be a
mi esetiinkben, mint a termelés Arrow és Karlin alap modelljében. Kihaszndlva ezt a
megfigyelést, a kovetkezo algoritmust alkothatjuk (Lasd Arrow-Karlin (1958)).

2.3.3. Optimalis termelési stratégia

A kovetkez6 részben a modell specidlis eseteit vizsgaljuk.

Tegyiik fel, hogy a vallalat optimdlis termelési stratégidja az &ltalanos Arrow-Karlin
modellben, kibocsatési dij nélkiil Psk (1). Ez esetben teljesiil, hogy:

2.3.1. allitas. A vallalat nem mddositja a termelési tervét, amennyiben

max P*(r) < P".
te[0.7]

A tétel jelentése az, hogy a korményzati beavatkozds nem hatékony, ha a kibocsatdsi norma

magasabb, mint a tervezett maximalis termelés, az dllami kornyezeti szabalyozds koltségei
nélkiil.
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Pt

2.3.2. abra Egy lehetséges termelési stratégia

Tegyiik fel, hogy a kibocsatasi norma megfelel egy lehetséges termelési stratégianak. Ebben
az esetben:

1,+ Pt - j S(r)dr 20, Ve [0.T],
0

Ekkor a kovetkez6 tétel is teljesiil.

2.3.2. allitas A 7 kibocsdtdsi dij nem hat a termelésre, ha

rr%oa;(]w(t) <[F'+ TH'](P” )

E szerint az allitds szerint, a magasabb, linedris kibocsatasi dij noveli azt az intervallumot,
ahol a kornyezeti szabalyozas hatékony.

2.3.3. allitas a vdllalat a kibocsdtdsi normdndl nagyobb szennyezést fog kibocsdtani,
amennyiben

max P *(t) > P".
ref0,7]

Ez az allitas azt mutatja meg, hogy, ha a kornyezeti szabdlyozds til szigord, a vallalatok nem
tudnak termelni a kibocsatdsi norma megsértése nélkiil.

2.3.4. Kovetkeztetés

Cikkiinkben azt tanulmanyoztuk, hogy a kornyezeti szabdlyozds hogyan befolydsolja az
optimadlis termelési stratégiat. Wirl (1991) cikkével ellentétben, mi egy egyiittes kibocsatasi
dij-norma rendszert vizsgéltunk. Ebben a kiterjesztett modellben vezettiik le az optimalitas
sziikséges €s elégséges feltételeit.

Bemutattunk néhdny specidlis esetet is, amikor a kormany kornyezeti politikdja nem bizonyult
hatékonynak.
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3. A szennyezési jogok bevezetésének hatasa a vallalati termelési
stratégiara

A szennyezési jog bevezetését két fazisban hajtjdk végre. El6szor minden vallalat egy adott
szennyezOanyag, pl. CO, piacin kap egy indulé mennyiséget. Az indulé szennyezési
kibocsatast leosztd eljarast angolul ,,grandfathering”-nek hivjdk. Ennek megéllapitisa
alapulhat az elmdlt néhany év megfigyelési alapjan. A masodik fazisban a vallalatok a
rendelkezésre bocsdtott szennyezési emisszioval kereskedhetnek, azt adhatjdk-vehetik, de
szigordan be kell tartaniuk azt a szabdlyt, hogy a ndluk maradt szennyezési jognal tobbet nem
szennyezhetnek egy adott id6periddusban. Ezzel a szennyezést piaci druvéd alakithatjuk at.
Ettdl a mechanizmustdl az vérhatd, hogy a kornyezetbardt technoldgidval rendelkezd
véllalatok szennyezési jogot adnak el, amivel pétldlagos bevételhez jutnak, mig a
szennyezObb technoldgidval rendelkezd véllalatoknak jogot kell venniiikk, amivel
koltségesebben tudjdk a termékeiket elddllitani. Tehat az a varakozds a szennyezési jogokkal
szemben, hogy olyan technol6gidk irdnyaba tolja a vallalatokat, amelyek kornyezetkiméldek.

A szennyezési jogokat és azok piacat a kdzgazdasagi szakirodalom a jatékelmélet segitségével
modellezi. Azonban kevés dolgozat foglalkozik azzal, hogy a vallalatok hogyan reagilnak a
szennyezési jogok bevezetésére, hogyan mddosul a termelési stratégidjuk a bevezetés utan.
Ebben a fejezetben a szennyezési jogok vallalatokra gyakorolt hatdsét elemezziik.

A viéllalatok szempontjabdl — matematikai oldalrél — a szennyezési jogok egy kombindlt
kornyezetterhelési dij — norma szabdlyozdsnak tekinthetdek, azzal az eltéréssel, hogy a
szennyezési jog beszerzés/eladds koltsége keriil a koltségfiiggvénybe, és nem a
kornyezetterhelési dij dsszege.

Az els részfejezetben azt vizsgéljuk, hogy a vallalati termeléselméletbe hogyan épithetd be a
szennyezési jogok politikdja. A mdasodik és harmadik alfejezet a szennyezési jogokat egy
Arrow-Karlin modellben vizsgélja, és arra keres valaszt, hogy vajon ez a piaci alapi médszer
a kornyezet szempontjabdl kiméldbb megoldas-e, mint a korményzati szabalyozési technikdk.
A két részfejezet kozotti kiilonbség abban 4ll, hogy az utébbi cikkben megengedtiik az
arvéltozast is idében.

Az utébbi két fejezettel foglalkozé dolgozatot az utébbi iddben neves folydiratokban
hivatkoztdk, és Tom Tietenberg, a szennyezési jogok ,,pdpdja” éltal a szennyezési jogokat
targyal6 cikkeket gyiijtd WEB-oldalra is felkertilt:

Tradable Permits Bibliography compiled by Tom Tietenberg, General Background/Modeling
Issues, (updated 11/2006),
www.colby.edu/personal/thtieten/tradable _permits_backgroun.htm
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3.1. Szennyezési jogok a vallalati termeléselméletben
3.1.1. Bevezetés

A szennyezési jogok bevezetését vizsgdljuk a mikrookonémia nyereségmaximalizald
véllalatara. A szennyezési jog egy olyan kornyezetvédelmi szabdlyozési eszkdz, ami a
hatarérték megoldas és a kornyezetvédelmi adok miikodési mechanizmusat egyesiti. E
szabalyozdasi eszkoz részletes leirdsat Cropper €s Oates (1992) cikke tartalmazza, de
kornyezetgazdasagtani tankonyvek is kiillon fejezetet szentelnek e témanak. (Lasd Field
(1997).)

A piacosithaté szennyezési jogok az externalidk, pl. kén-dioxid vagy szén-dioxid kibocsatis,
karos hatdsait probdlja internalizalni, azaz ezen kornyezeti joszagokat teszi piaci joszdgga
(Varian (1991)). Arrow megmutatta, hogy a joszdgok korének kibovitésével a kornyezeti
javak is az arrendszer befolydsa ald vonhatdak egy éltalanos egyensulyelméleti vizsgalatban
(Montgomery (1972)). Ezt dgy interpretdlhatjuk, hogy a kornyezeti joszdgok a vallalatok
termelési fliggvényébe beépithetdek, azok termelési tényezonek tekinthetéek (Cropper-Oates
(1992), Dinkelbach-Rosenberg  (2002), Feldmann (2002)).  Ugyanakkor a
kornyezetszennyezés (emisszi6) a vdllalatok melléktermékeként jelenik meg, tehat
ikerterméke a termelésnek (Dinkelbach-Rosenberg (2002)).

A szennyezési jogok gazdasdgi vizsgalatanal a fobb kérdések a jogok piacdnak miikddése, a
jogok kereskedelme keriil az érdekl6dés homlokterébe (Kling-Rubin (1997), Majlath (2002)).
Kevés sz6 esik arrdl, hogy a véllalatok hogyan reagalnak a szennyezési jogok bevezetésére. A
szerzOk, ha érintik is a vallalati reakciokat, azt csak egy elsé 1épcsonek tekintik a piac
miikddésének leirdsahoz (Montgomery, Kling-Rubin (1997), Cronshaw-Kruse (1996)).

A véllalati reakcidkat eloszor Dinkelbach és Rosenberg (2002) vizsgélta egy Cobb-Douglas
tipusd termelési fiiggvény és egyetlen jog esetén. Eldallitottdk a véllalat nyereségfiiggvényét
azon feltételezés mellett, hogy a véllalat nem oszthatd szennyezési jogot szerezhet csak be. A
megvdsdrolt, de a véllalat altal fel nem haszndlt jogot dgy interpretdltidk, mint amivel a
kornyezet ,,egészségesebbé” vilik a csokkend emisszié miatt. Feldmann (2002) a Koopmans-
féle linedris tevékenységelemzési modellben a jogok csomagjéat vizsgélja, és megéllapitja,
hogy a technoldgidk és jogi csomagok kozott nem létesithetd mindig helyettesithetOség.
Majlath (2002) egy egyszeri mikrookondmiai modellben azt mutatja meg, hogy a szennyezési
jogok bizonyos esetekben kontraszelekciohoz vezethetnek, amikor éppen a kornyezetkiméld
véllalatok csokkentik a termelésiiket.

Ettd]l a szabdlyozdsi (piaci) eszkoztdl azt varjdk, hogy a bevezetése a vdllalatokat
technoldgiavéltdsra készteti, azaz olyan Uj technoldgidt alkalmaznak a véllalatok, amely
hatékonyabb és a kornyezetet is kevésbé terheli. A cikk ezt a vért hatdsmechanizmust teszteli
egy mikrookondmiai modellben.

Két alapesetet vizsgdlunk: a vdllalat nem valt technoldgiét és technoldgiat valt a szennyezési
jogok bevezetése utdn. Elészor azt kérdezziik, hogy mi torténik akkor, ha a szennyezési jog
bevezetése utdn a vallalat nem valtoztat a technoldgidjan; hogyan alakul ekkor a véllalat
termelési stratégidja. A masodik kérdés azt az esetet vizsgdlja, amikor a szennyezési joggal
egylitt technoldgiat is vélt a véllalat, ami harom lehetséges médon mehet végbe. Vagy csak a
termelési technoldgidt teszi hatékonyabbd, mig a szennyezdanyagok kibocsétdsa véltozatlan
marad, vagy a technoldgia valtozatlan, de az emisszié csokken, és végiil a termelési
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technoldgia hatékonyabba vilik és ezzel egyidében a szennyezés is alacsonyabbd vilik. Az a
kérdés meriil fel a technoldgiavaltassal kapcsolatban, hogy ezen megoldasok koziil melyik
esetén lesz a nyereség a legmagasabb. Ez utin azt kérdezziik, hogy a legnyereségesebb
technoldgia bevezetése esetén vdsarolni, vagy eladni kell-e szennyezési jogot. A hirom
kérdésre komparativ statikai vizsgdlattal keresiink vélaszt. Ezzel eldonthetévé vilik az a
kérdés, hogy a szennyezési jogok bevezetése valéban kornyezettudatos technoldgidk
bevezetésére sarkallja-e a véllalatokat.

3.1.2. A vizsgalt modellek

A klasszikus mikrookondmia véllalatat vizsgalva azzal a feltételezéssel éliink, hogy a vallalat

arelfogadd, tehat az drak alakuldsdra semmilyen hatdssal nincs, vagyis exogén arakkal

szembesiil. Az elérhetd termelési technoldgidkat ismertnek tételezziik fel, a szennyezési jog
bevezetése elott és utan is. Ezen mellékfeltétel mellett maximalizdlja a vallalat a nyereségét.

A modell paraméterei és jelolései:

-y a kibocsétas, nemnegativ,

-«  aszennyezOanyag kibocsétds, nemnegativ,

- A avasarolt vagy eladott szennyezési jog, negativ eladds és nempozitiv vasarlds esetén,

-X a termeléshez felhaszndlt inputok vektora, nemnegativ,

- fo(x) az x inputhoz tartozé maximalis kibocsdtds a szennyezési jog bevezetése eldtt, kétszer
folytonosan differencidlhatd, x-ben nemnegativ, monoton ndvekvd és szigordan
konkdv, (termelési fiiggvény),

- g»(y) a kibocsatéstdl fiiggd szennyezdanyag emisszié a szennyezési jog bevezetése eldtt,
kétszer folytonosan differencidlhat, y-ban nemnegativ, monoton ndvekvd és
szigordan konvex, & = g(y),

- fu(x) az x inputhoz tartoz6é maximadlis kibocsatds a szennyezési jog bevezetése utan, kétszer
folytonosan differencidlhatd, x-ben nemnegativ, monoton ndvekvd és szigordan
konkdv, (termelési fiiggvény),

- g4(y) a kibocsatastdl fiiggd szennyezOanyag emisszid a szennyezési jog bevezetése utan,
kétszer folytonosan differencidlhatd, x-ban nemnegativ, monoton ndvekvd és
szigordan konvex, & = gu(),

-p egységnyi végtermék eladdsi dra, pozitiv,

-q egységnyi input beszerzési dra, pozitiv,

-d egységnyi szennyezési jog piaci dra, pozitiv.

A tovabbiakban feltessziik, hogy
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ami azt jelenti, hogy az Uuj termelési technoldgidval azonos input esetén tobbet lehet
eldallitani, és a bevezetett 4j kornyezetvédelmi technoldgidval a szennyezdanyag emisszidja is
csokken, azonos mértékli kibocsatds mellett. A modell anyagiramlési folyamatat az 3.1.1.
abra mutatja.

Termék: y

v

Input: 4
Lwﬁ, Termelés

v

Szennyezés: o

3.1.1. abra: Anyagaramlas a modellben

Az (F) alapmodellt a szennyezési jog bevezetése el6tt a klasszikus mikrookondmia
termeléselméleti optimalizaldsi modellje képviseli:

\%

x20

0,
f,(x)

- y—¢- X —> max

(F)

S
IA

Tételezziik fel, hogy az optimalizdlasi problémat megoldottuk, és legyen az optimadlis
megoldas: (y*,.x"). A szennyezési jog bevezetésénél az indul6 allapot — feltevésiink szerint - a
bevezetést megeldz6 termelési szint, amely ekkor a maximalis nyereséghez tartozd emisszio.
Az ekkor még szabad szennyezés mértéke az optimumban gy(y’)=c¢f, amit az indul6
rendelkezésre allo szennyezésnek tekintiink.

A szennyez€si jog bevezetése utan a vallalatnak két dontési alternativdja van: technologiat
valt, vagy sem. Ha a vallalat nem valtoztat sem a termelési, sem az emisszids technolégian,
akkor a médositott (F1) feladat a kovetkez6 forméaban irhaté fel:

y20,x20,Aae R
y<f,lx

) Al )[

g, ()< +Aa

p-y—q-x—d-Aa— max

A harmadik egyenl6tlenség azt fejezi ki, hogy a szennyezbanyagok kibocsitdsa nem lehet
nagyobb, mint a jogok kiosztdsiandl megdllapitott mennyiség és annak beszerzett/eladott
mennyiséggel novelve/csokkentve értéke. Legyen ennek a feladatnak az optimélis megoldasa

(y",x", Aa™).
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Térjiink rd azokra az esetekre, amikor a vallalat technolégiat valt. A technoldgiavéltisra
harom lehet6sége van a villalatnak. Az egyik az, ha csak a szennyezOanyag kibocsatasat
csokkenti az 1j technoldgidval, de a termelési technolégidjan nem véltoztat. Ezt az esetet az
(F2) probléma szemlélteti:

(F2)

Tegyiik fel, hogy az optimumot ebben az esetben a ( y**,x“,Aa™ ) vektornél éri el a véllalat.

A kovetkezd vizsgdlandé modellben a szennyezdanyag kibocsitdsa valtozatlan marad, de
hatékonyabb termelési technoldgidt valaszt a vallalat:

(F3)

Erre az esetre az optimdlis megoldést a ( y*,x“,Aa® ) vektor képviseli.

Az utolsé modellben megvéltoztatjuk az emisszids és a termelési technoldgiat is:

(F4)

Ehhez a feladathoz tartozé optimum ( y*,x“,Aa™ ).

Technoldgiavaltds esetén felmeriil a kérdés, hogy a harom lehetséges fejlesztés koziil melyik
jir a legnagyobb nyereségnovekedéssel. Mivel ebben a dolgozatban eltekintiink a
technoldgiavaltdssal jar6 fix koltségek beruhdzdsra gyakorlott hatdsatol, ezért csak a legjobb
fejlesztés utani technoldgia nyereségszintjét vetjiik dssze a technoldgiavaltas nélkiili esettel.

A feltett kérdések megvalaszolasdhoz az (F1), valamint az (F2)-(F4) problémdk optimalis
megoldasat kell Osszehasonlitanunk az (F) feladat optimélis megoldasdval ahhoz, hogy
vélaszolni tudjunk arra a kérdésre, hogy hogyan médosul a termelési stratégia a szennyezési
jog bevezetése utan. Mielott a vizsgalodasainkra ratérnénk, a szennyezési jog bevezetése utan
adodé problémdkat analizdljuk egyiittes szerkezetben, eltekintve attél, hogy tortént-e
technoldgiai valtozas.
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3.1.3. A problémak matematikai struktiraja szennyezési joggal

Mielétt az optimélis termelési stratégidkat eldallitanank, az (F1)-(F4) problémak matematikai
struktirdjat vizsgaljuk. Ehhez egy éltaldnos feladatcsoportot tekintiink, eltekintve attél, hogy
a szennyezési jog bevezetése utin €ppen a termelési Osszefiiggést, vagy a szennyezdanyag
kibocsatasat teszi hatékonyabba a véllalat. Vizsgaljuk altalanosan a kovetkez6 problémat:

>20,x2
< f,(x)
)<’ +Aa

"y—q-x—d-Aa— max

0,Axe R

—_

(i=b,a; j=b,a).

N R = =

Eldszor a mellékfeltételeket tekintjiik. Azt fogjuk belétni, hogy optimum esetén a termelési
Osszefliggést leiré egyenldtlenség egy termelési fiiggvénnyé vdlik; valamint azt, hogy éppen
annyi szennyezési jogot vdsdrol a vdllalat, amennyi a maximdlis nyereség termeléséhez
sziikséges.

Tételezziik fel, hogy a termelési Osszefiiggés az optimumban szigordan nagyobbra teljesiil,
vagyis a termelési halmaz belsejében van az optimum: y’ < fl.(g“), ahol jelolje (y’,x°,Ad) az
altaldnos optimdlis megoldast. Ha ez igy lenne, akkor még lehetne csokkenteni a
felhaszndldst, amivel novelhetd lenne a nyereség a koltségcsokkentésen keresztiil. Ez

ellentmond annak a feltevésnek, hogy (y°,x°,4¢) vektor optimalis, tehit az dsszefiiggésnek
szigord egyenl0ség formdjdban kell teljesiilnie. Hasonld érveléssel bizonyithat, hogy

g; (y“ ): a’ +Aa’ . Ebben az esetben a szennyezési jog célfiiggvényben 1évé linearitasat kell

kihasznalnunk. Ezzel belattunk a kovetkez6 lemmat.

3.1.1. lemma. A (y’x°,4¢’) optimilis termelési stratégia a kovetkez6 probléma
megolddsaként adodik:

(i=b,a; j=b,a).

Megjegyzés. Mivel feltételeztiik, hogy a termelési fiiggvény minden nemnegativ x vektor
esetén szintén nemnegativ, ezért a problémat az

y=fx)
Aa=g,(y)-a

helyettesitéssel egyszeriibb alakra hozhatjuk:

I
\Y%

0
P'fi(é)—g'&—d-gj(fl-(g))+d-0/’ — max
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Az optimdlis megoldasokat egyszeri differencidldssal meghatirozhatjuk, felhasznidlva a
nemnegativitast az x vektorra:

p-d%f,-(z”)—g—d‘diyg,-(ﬁ(z"))'%ﬁ(z”)sg

valamint

e e v IR

Ez a két feltétel nem csak sziikséges, hanem elégséges feltétele is az optimumnak, mivel az
fi(x) szigordan konkdv és g(y) szigordan konvex fiiggvények. Azonnal lathatd, hogy a vallalat
teljesen ledll a termeléssel, ha

d d
p‘d—éf,-(Q)—g—d‘zygj(o)‘aﬂ@)SQ,

vagyis ekkor a nyereség kizardlag a szennyezési jog teljes eladdsabol fog szarmazni: A = -

Tételezzilk most fel, hogy a szennyezési jog bevezetése utdni kiosztdsndl induld o
szennyezést kifejezhetjiik a szennyezés fliggvényében, vagyis

a’ =g ,(5) (j=b,a),

ahol ¥ =y", ha a szennyezési jog bevezetése utdn nem viltoztat a véllalat az emissziéjan

(j=b), mig y > y”, ha a villalat a szennyezési technoldgidjit kornyezetbaritt4 teszi. Ez utébbi
Osszefiliggés az alabbi egyenlOtlenségbdl kovetkezik:

o' =g,0")=2.(5)>¢.0"),
mivel feltételeztiik, hogy az j technoldgia kevesebb szennyezdanyag kibocsédtdsaval jar.

A tovabbiakban nem fogjuk az optimdlis megolddsokat expliciten kifejezni, hanem e helyett
az optimumok kvalitativ tulajdonsdgait fogjuk vizsgdlni; feltételezve, hogy nem kell a
termelést besziintetni.

3.1.4. Az 1j technolégiak osszehasonlitasa

Ebben a részben az (F2)-(F4) feladatok optimdlis megoldasait fogjuk Osszevetni annak
eldontéséhez, hogy melyik fejlesztési alternativa hordozza a legtobb nyereséget. Az
Osszehasonlitast két 1épésben hajtjuk végre. Elso 1épésben az (F2) és (F4) problémak
optimalis megoldasat tekintjilk, majd az (F3) és (F4) problémdk nyereség maximumait
hasonlitjuk 6ssze. Az optimdlis eredmények Osszevetése az 3.1.1. lemmara alapozddik.
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Az (F2) probléma optimdlis megolddsa a (y“,x”,Aa®) vektor, mig az (F4)-é

(y*“,x™,Aa™ ). Ekkor a ( y,x”,Aa™ ) vektor egy lehetséges megoldésa az (F4) feladatnak,
mert

Ez abbdl kovetkezik, hogy az dj technoldgidval azonos inputok mellett tobb végterméket lehet
eldallitani. Azonban ez nem optimalis, igy

py"—qx"-d-Aa" <p-y"-q-x"—-d-Aa™,

ami azt jelenti, hogy az (F4) feladat optimélis megolddsa nagyobb, mint az (F2) probléméaé.

Legyen most az (F3) probléma optimélis megolddsa a ( y*,x“,Aa® ) vektor, mig az (F4)-é

(y*,x™,Aa" ). Ebben az esetben a ( y*,x™,Aa™ ) vektor egy lehetséges megoldésa az (F4)
feladatnak, mert

IV

0,x" 20,Aa” e R
GL) ,

<o’ +Aa" =g, (y )

OQ'\<'\<
II

(

de az tj technolégidval az emisszié csokken. Igy ez nem lehet optimalis program:

py°—q: x°—d-Aa® <p-y“—q-x“ —d-Aa™,

ami azt jelenti, hogy az (F4) feladat optimélis megolddsa nagyobb, mint az (F3) problémaé.
Ezzel bizonyitast nyert a

3.1.2. lemma. Ha a vdllalat a szennyezési jog bevezetése utdn technoldgiavaltasra szanja el
magit, akkor a legtobb nyereséget azzal éri el, ha mind a termelési, mind az emisszids
technoldgiat lecseréli.

Ezutin az el6zetes vdlasztds utdn azt fogjuk megvizsgalni, hogy milyen hatdssal van a
technolégia (nem) valasztis a nyereségre, és ez szennyezési jog beszerzéssel, vagy eladassal
jar-e.

3.1.4.1. Optimalis termelési stratégiak a szennyezési jog bevezetése utan

3.1.4.1.1. A vallalat nem valtoztat a technolégian a szennyezési jog bevezetése utan

Ebben az esetben az (F) feladat és az (F1) feladat optimdlis megoldasat kell dsszevetniink.
Tételezziik fel, hogy az (F1) feladat optimélis megolddsa adott, amit (yb,gb) kibocsdtds és
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raforditds jelsl. A szennyezéanyagok emissziéja ekkor of = gy(y”) mennyiség lesz, amit a
kovetkezd periddusban a véllalat hasznédlhat.

Tegyiik fel, hogy a vdillalat megoldotta az (F1) probléméit, aminek a megoldasa
(y“,x",Aa”). A megolddsokat két 1épésben vetjiik ossze. Az (F1) feladat felirdsabdl

kovetkezik, hogy annak egy lehetséges megolddsa a (".x",0) vektor, ami egy olyan
tevékenységet jelent, amikor a véllalat maximalizdlja a nyereségét és nem vesz részt a
szennyezési jogok adas-vételében, ugyanis

¥ = £,k)
8 (yb ) =a’+0
Ez azt is jelenti, hogy a ( yb x”,0) vektor nem lehet optimalis megoldésa az (F1) feladatnak, igy

p-y' —q:x'—d-0<p-y"—q-x"—d-Aa".

Ugyanakkor az (y“,x") vektor egy lehetséges, de nem optimdlis megolddsa az (F)
feladatnak, mivel

ye :fb(ﬁal)'

Ezzel azt lattuk be, hogy

p-y'—qx"<p-y —q-x"

A két egyenldtlenséget 0sszevetve kapjuk a kovetkezo egyenlotlenségeket:

Py —q-x"<p-y -q-x <py'-q-x"—d-Aa".

Rendezve az egyenldtlenségeket azt kapjuk, hogy Aa® <0, ami azt jelenti, hogy a
szennyezési jog kiosztdsakor rendelkezésre 4llo o szennyezési mennyiségbdl elad a véllalat.
Eredményiinket a kovetkez6é lemma foglalja 6ssze.

3.1.3. lemma. Ha a vallalat nem valtoztat technoldgidjan a szennyezési jog bevezetése utan,
akkor a nyeresége n6, mégpedig oly modon, hogy csokken az alaptevékenységébdl szarmazo

profit, amit a szennyezé€si jog eladasabol szarmazé bevétellel kompenzal.

A lemmabdl az is kovetkezik, hogy a véllalat csokkenti a végtermék kibocsatasat is, mert

g,y")=e" + A" < g,(y"),

ahonnan a g,(y) fliggvényre tett monotonitasi tulajdonsdg miatt teljesiil az allitas, vagyis
a b
y'<y .
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Figyeljiik meg, hogy a bizonyitashoz nem kellett kihaszndlnunk az f(x) €s g,(y) fiiggvények
differencialhatésagat, csak szigord konkavitasat.

3.1.4.1.2. A vallalat a leghatékonyabb technologiat vezeti be

Ekkor az (F) és az (F4) feladat optimalis megoldasat kell osszevetniink. Az elobbi esettel
szemben ekkor azzal mddosul a probléma, hogy a termelési és emisszids technoldgia is
hatékonyabb.

Tegyiik fel, hogy az (F4) probléma (y“,x“,Aa®) megolddsa ismert. Az (F4) feladat
felirasdbol kovetkezik, hogy annak egy lehetséges megolddsa a (y”,x”,0) vektor, ugyanis

)=y < s, )

2.0")<a’ +0=¢,(")
Ez itt is jelenti, hogy a ( yb,gb, 0) vektor nem lehet optimalis megoldésa az (F4) feladatnak, igy
p-y —g‘)_ch —d-0<p-y*“—q-x"—d-Aa".

Ez azt jelenti, hogy az 4j, kornyezetkimél6 technoldgia bevezetésével novekedni fog a véllalat
nyeresége. A tovdbbiakban arra a kérdésre keresiink vélaszt, hogy ez a novekedés mibdl
szdrmazik: az alaptevékenységbdl szirmazd nyereség novekedésébol, vagy abbdl, hogy a
szennyezési jog értékesitésébdl tesz szert tobblet bevételre a vallalat, amint az a
technoldgiavéltds elhanyagoldsakor bekovetkezik.

A kérdés megvalaszoldsahoz az 3.1.1. lemma eredményeit haszndljuk fel. Vezessiik be az
(F4) probléma koltségfiiggvényét, amelyet az alabbi mdédon definidlhatunk:

C(y)=minfg-af y=,(x) x>0}

Ez a fiiggvény monoton novekvo, differencidlhaté és konvex fiiggvény. (Mas-Collel et al.
(1995)) Ennek ismeretében az (F4) feladat II(y) célfiiggvényét (nyereségfiiggvény) a
kovetkezd forméban {rhatjuk fel:

I, (y)=p y-C,(y)+d [5.(5)-g.,()].

ahol ga(i): a’ a kiosztott indulé szennyezési jogot jelenti, de az tj technoldgia
kibocsatasanak fiiggvényében. Ez azt jelenti, hogy ha a véllalat éppen y nagysagot termel,
akkor nem kell sem eladnia, sem beszereznie szennyezési jogot. A I1,(y) fliggvénynek, amely
szigorian konkdv a feltevések szerint, a maximuma az y“ pontban fekszik. Differencidljuk
ezt a nyereségfiiggvényt a kibocsatas szerint

IT,(y)=p-C.(y)-d-g.(y).

A villalatnak az 6ssznyereség maximalizaldsahoz akkor kell szennyezési jogot beszereznie,
ha ez a nyereségfiiggvény a y pontban pozitiv, vagyis itt a profitfiiggvény monoton névekvo,
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mig eladds akkor torténik, ha itt negativ a fiiggvény, vagyis a teljes nyereségfiiggvény
monoton csokkend e pontban. Ha a fiiggvény derivaltja nulla e pontban, vagyis az indulé
kiosztds nyereségmaximumot tesz lehetévé, akkor a véllalat nem vesz részt a szennyezési
jogok kereskedelmében, mert az induld szennyezési jog éppen fedi az emisszié mértékét.

Ha a villalatnak nem kell eladnia szennyezési jogot, azaz vasarolnia kell, akkor az
alaptevékenységbdl szairmazo nyeresége is no, hiszen

Py —gqx —d-0<p-y“—q-x"“-d-Aa“ <p-y“—q-x".

Ha a vdllalat szennyezési jogot kell eladjon a nyeresége maximalizildsdhoz, akkor az
alaptevékenységébdl szarmazoé nyeresége lehet nagyobb és kisebb is, mint a szennyezési jog
bevezetése elott. Vizsgdljuk azt az esetet, hogy az eladds utdn mikor ndvekszik az
alaptevékenységbdl szdrmazé nyereség. Ehhez tekintsiik a kovetkezd modositott feladatot

Ennek a feladatnak az optimalis megoldésa ( y*,x™ ), hiszen az optimdlis szennyezési jog

eladast/vasarlast szerepeltetjiik a szennyezés korlatozasandl. Most arra a kérdésre akarunk
valaszt kapni, hogy a szennyezési jog bevezetése el6tti termelési stratégia (y”,x”) lehetséges
megolddsa-e ennek a problémanak. Ha egy lehetséges megoldas, akkor

a, Ay

p-y' —q-x"<p-y“—g-x",

ami azt jelenti, hogy a szennyezési jog bevezetése utidn novekszik az alaptevékenységbol
szarmaz0 nyeresége a vallalatnak. Ez akkor kovetkezik be, ha

v < £, (x)
g.(v")<e +Aas =g, (y=)

hiszen a (yb,gb) termelési stratégia lehetséges a feltéletezésiink szerint. Ez azt jelenti, hogy
y’ < y%, vagyis a jog bevezetése utdni végtermék kibocsatdsdnak nagyobbnak kell lennie,
mint az azt megel6zonek. Ezzel belattuk a kovetkezd lemmat:

3.1.4. lemma. Technoldgiavaltds utdn a vallalat teljes nyeresége nd. Ha a termékkibocsatasat
is noveli a véllalat, akkor az alaptevékenységbdl szdrmaz6 nyereség is nd, eltekintve attol,
hogy a véllalat szennyezési jogot elad vagy vesz.

Megjegyzés. A lemma bizonyitdsdnak gondolatmentét kdvetve konnyen beldthatd, hogy ha

nem véltoztat a technol6gidjan a vallalat, akkor mindenképpen el kell adnia szennyezési jogot,
ugyanis ekkor a teljes profitfiiggvény

m,(y)=p-y-C,(y)+d-lg,0")- 2,0,
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ami az y” pontban negativ, mivel p—C; (yb )— d-g, (yb): —d - g;(yb )< 0, amiatt, hogy az y”
pontban az alaptevékenységbdl szirmaz6 nyereség maximadlis, {gy annak differencidlja zérus
lesz.

3.1.4.2. Valtson-e technolégiat a vallalat a szennyezési jog bevezetése utan?

Vessiik végiil Ossze a fenti két termelési stratégidt. Kénnyen megmutathatd, hogy a
technolGgiavaltdas  nélkiili  optimdlis  (y“,x“,Aa”™) stratégia a leghatékonyabb
technoldgiavaltds utdni problémanak egy lehetséges megoldasa:

0,x">20,Aa" e R

(C> v < h, )

)<’ +Aa =g,(y")

Ez abbdl kovetkezik, hogy az 1j technoldgidval azonos inputok mellett tobb végterméket lehet
eldallitani és az emisszio is kisebb. Azonban ez nem optimadlis, igy

p-y" —qx dAa“‘<p‘y”4—(_]x —d-Aa™

vagyis a vallalat nyeresége akkor lesz legnagyobb, ha azonos input mellett a legnagyobb
kibocsatést és azonos output mellett a legkisebb szennyezdanyag kibocsatdst mutatéd termelési
technoldgiat vezeti be. Ezt az eredményt a 3.1.5. lemmaban foglaljuk 0ssze.

3.1.5. lemma. Egy termel6 vallalat akkor maximalizdlja legjobban a nyereségét a szennyezési
jogok bevezetése utdn, ha olyan technoldgiat vezet be, amely noveli a végtermék kibocsatast,
ugyanakkor a szennyezdanyag kibocsatdst a minimédlisra csokkenti.

Ezzel vizsgdlddasaink végére értiink.
3.1.5. Osszegzés

Ebben a dolgozatban a szennyezési jogok bevezetésének hatdsat vizsgaltuk egy nyereségét
maximalizdl6 vallalat esetére. A komparativ statikai vizsgdlatban az néztiikk, hogy
technoldgiavaltassal vagy anélkiil reagdlé vallalatnak hogyan alakul a nyeresége. A
technoldgia megvaltoztatdsdra harom lehetséges alternativdja van a véllalatnak: a termelési
és/vagy emisszios technoldgidk cseréje.

A vizsgdlatok arra az eredményre vezettek, hogy ha a véllalat technol6giat valt, akkor a
legnagyobb nyereségét akkor éri el, ha Uj, hatékonyabb termelési és emisszids technoldgiat
vezet be, tehdt a két technoldgia egylittes bevezetése vezet a legjobb eredményre. Annak a
kérdésnek az eldontésére, hogy technoldgiavéltasra sarkallja-e a véllalatot a szennyezési jog
bevezetése, igenld vdlaszt adhatunk. A technoldgiavaltissal érhetd el a nyereség maximalis
novekedése. A vdllalat az dj technol6gia bevezetése utdn adhat és vehet is szennyezési jogot,
mig ha nem vélt technoldgiat csak a szennyezési jog eladdsdbdl szdrmazik a tobblet nyereség.

Ebben a fejezetben eltekintettiink attdl, hogy az 1j technoldgidk bevezetése poétldlagos
beruhdzdsi koltséggel jarnak. Az alkalmazott vizsgalati keretet bOviteni lehet és kell is a

68



dc_177 11

megeldzési koltségek bevezetésével. Felmeriil a kérdés, hogy ezen koltségek bevezetése
hogyan moédositja az 4j technologia megvalasztasat. Ugyanakkor a komparativ statikai
vizsgélataink sordn azzal a feltételezéssel éltiink, hogy az drak nem véltoznak. Egy kovetkezd
altalanositds ezt a feltevést oldhatna fel. Végiil, figyelembe lehetne venni a szennyezési jogok
piacan is jelenlevd tranzakcios koltségeket, és azok hatdsait.
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3.2. Az emisszio kereskedelem hatasa a vallalat termelés-készletezési
stratégiajara az Arrow-Karlin modellben

3.2.1. Bevezetés

A tanulminyunk célja, hogy elemezziik az értékesithetd szennyezési jogok (emisszid
kereskedelem vagy kibocsatdsi jogok piaca) hatdsit a termelés-készletezési dontésekre. A
piacteremtés, mint kornyezeti szabdlyozds, a piaci és hatésdgi eszkdozok kombinacidja (Field
(1997)). A hatésagi eszkozoket - mint példaul a kibocsatasi normék és a kornyezeti adok — az
kiilonbozteti meg a piaci szabdlyozoktdl, hogy ezek altal a kormany az egyes vdllalatok
miikddésébe avatkozik be, nem a piac egészét szabdlyozza. A szennyezési jogok piacdnak
Iényege, hogy a jogok kezdeti elosztasa utan a vallalat a piacon kereskedhet a szennyezési
egységeivel, értékesithet vagy beszerezhet jogokat, annak megfelel6en, hogy mennyi kéaros
anyagot kivdn kibocsitani. A szennyezési egységek ardt a piac hatdrozza meg, ez a
szabalyozds piaci eleme. A hatésigi jellegét az adja, hogy a megvasarolt/értékesitett
szennyezési szint a vallalat szempontjabdl egyrészrdl egy kibocsatdsi normanak felel meg
(fels6 korlat), masrészrol pedig kornyezeti adonak (tobbletkoltség vagy —bevétel). E
fejezetben egy termeld vallalat szempontjabol fogjuk vizsgédlni az emisszié kereskedelem
bevezetésének hatdsat.

A vizsgalatunkat a jol ismert Arrow-Karlin tipusd dinamikus termelés-készletezési modellen
alapszik (Arrow-Karlin (1958)). Ebben a modellben készlettartdsi koltségek linedrisak és a
termelési koltségek a termelési szint nem csokkend és konvex fliggvényei. Azt feltételezziik,
hogy a szennyezési jogok kezdeti elosztdsa a szabdlyozds bevezetése elotti, minimdlis
koltségli  termelés-készletezési stratégia melletti kibocsatdsi szint alapjan torténik. A
szabdlyoz6 bevezetése utdn a vdllalatnak lehetdsége nyilik arra, hogy a meglévd jogai mellé
tovabbi kibocsitdsi egységeket vasaroljon vagy eladjon beldliik. Ez annyit jelent, hogy a
klasszikus Arrow-Karlin modellt kiterjesztjiik egy kibocsatasi korlattal, amely a szennyezési
egységek beszerzésével/értékesitésével ~modosithato. Az emisszi0 kereskedelem
bevezetésének azonnali hatasat fogjuk vizsgalni. Feltételezziik tovabba, hogy a jogok teljesen
oszthatéak, a beszerzés/értékesités koltségei linedrisak, vagyis a szennyezési jogok éra a
tervezési id6szakban végig konstans. Azért indokolt ezzel a feltételezéssel élniink, mert egy
viszonylag rovid tervezési idészakot vizsgalunk, mig a modelliinkben az drak rovidtavon nem
valtoznak. A pillanatnyi szennyezés is a termelési szint nem csokkend, konvex fiiggvénye. A
dontéshozok célja, hogy minimalizaljak a megfeleld koltségeket az 1j rendszer bevezetése
utan. Arra keressiik a valaszt, hogy mennyi kibocsatasi egységet kell beszerezni/eladni és mi
lesz ennek a hatdsa a termelés-készletezési stratégidra.

E fejezet a kovetkezd felépitést koveti. A mdsodik részben definidljuk a valtozdkat és a
paramétereket és Osszehasonlitds céljabol ismertetiink két rendszert: a klasszikus Arrow-
Karlin modellt és a szennyezéssel mddositott véltozatot. A kdvetkezo részben bemutatjuk az
optimdlis megoldds néhdny jellemz6jét a klasszikus modellhez hasonlitva. Ezeknek a
kvalitativ tulajdonsdgoknak a segitségével megmutathatd, hogy az éltalunk elemzett modell
atalakithat6 Wirl szennyezési adokkal vizsgalt modelljévé (Wirl (1991, 1995)). Az optimalis
megoldast a 4. fejezetben adjuk meg. Meg fogjuk mutatni, hogy az emisszié kereskedelem
simitja a véllalat termelését és a készletszint magasabb lesz. A kovetkezd részben egy
szampélda segitségével szemléltetjiik a kordbban leirtakat. Végiil 6sszefoglaljuk a tanulmany
eredményeit.
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3.2.2. A modell értékesitheto szennyezési jogokkal

A cikkben a kovetkezd jeloléseket fogjuk alkalmazni:

Dontési valtozok:

- I(t)

_P(1)

készletszint ¢ idopontban, nem negativ,

termelés ¢ idépontban, nem negativ,

A modellben az irdnyitasi valtoz6 P(t) termelés és az allapotvaltozo I(t) készletszint.

I(1) Piac

F(P(1)) L »| Komyezet

P(1) S(1) : :
—>
Termelés

a

dAo

3.2.1. abra Az anyagok és koltségek aramlasa a modellben

Paraméterek:

-T
-1
-S(t)
-h

- F(P(1)

-d

- 8(P(1))

-Aa

a tervezési idészak hossza, pozitiv,

a kezdeti készletszint a tervezési idOszak elején, nem negativ
az ismert, determinisztikus kerslet ¢ id6pontban, nem negativ,
a lindris készlettartasi koltség, pozitiv

a termelés koltsége ¢ idopontban, nem csokkend, szigoriian konvex fiiggvény,
nemnegativ,

egy egységnyi szennyez€si jog linedris koltsége, pozitiv,

a kibocsétés szintje ¢ idépontban, nem csokkend, szigorian konvex fliggvény,
nemnegativ,

T
kummulalt kibocsatas a tervezési idoszakban, « = I g(P(t))dt ,
0

az eladott/vasérolt szennyezési jogok a tervezési iddszakban, negativ eladds,
pozitiv vasarlas esetén.
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Az anyagok és koltségek dramldsat a modellben az 3.2.1. dbra szemlélteti.

A klasszikus Arrow-Karlin modell vagy a termelés-készletezési feladat kornyezeti
szabdlyozas nélkiil a kovetkezd alakban irhaté fol:

®%  I(t)=P()-5(). 100)=1, .

j[h 1(t)+ F(P(t))ldt — min

0

Az els6 két egyenloség a készletek és a termelés nemnegativitisi feltétele. A
differencidlegyenlet a jol ismert stock-flow azonossdg és a célfiiggvény a készlettartasi és
termelési koltségek Osszege. Tegylik fol, hogy a klasszikus Arrow-Karlin modell optimalis
megoldésa (Pb (t),Ib (t)). Az ehhez a termelés-készletezési stratégidhoz tartozd szennyezési

T
szint & = J- g(P" (t))dt. A feltételezésiinknek megfelelden ez a véllalat kezdeti szennyezési
0
joga az emisszio kereskedelem bevezetésekor. Azt feltételezziik, hogy a vallalat részt vesz az
emisszid kereskedelemben, annak ellenére, hogy természetesen Ilehetosége volna a
tdvolmaraddsra is.

Az 1j szabdlyozas bevezetése utdn a véllalat feladata a kovetkez6:

1(r)=0, P(t)=0,Aae R
I(e)=P(t)-S(), 100)=1,

g(Pt))dt<a’ + A

(PY)

[n-1()+ F(P(¢))dt +d - Ao — min

SN O

Most az (PY) feladatban, a (P®) feladathoz képest, bevezettik A, eladott/megvasarolt
szennyezési jogok mennyiségét, ami pozitiv és negativ is lehet. A harmadik egyenl6tlenség
azt mondja, ki, hogy a szennyezés a tervezési idszakban nem lehet nagyobb, mint ¢, a
kezdeti jogok és az eladott/beszerezz jogok dsszege. Tegyiik fol, hogy (PY) feladat optimalis
megoldasa (P“(1),I°(t),Adf'). A gondolatmenetiinknek ezen a pontjan nem szerkesztjitk meg az
optimdlis megoldast, de a 1étezése biztositott, mivel a termelés koltségfiiggvénye konvex.

3.2.3. A modell néhany tulajdonsaga
Ebben a részben a modell néhany kvalitativ jellemz6jét fogjuk bemutatni. El6szor azt latjuk

be, hogy optimdlis a sziikségesnek megfelel0 mennyiségli szennyezési jogot eladni vagy
beszerezni.

T
3.2.1. lemma: Optimalis megoldds esetén teljesiil, hogy: I g(P“ (t))dt =’ +Aa”.
0
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A bizonyitas nyilvanval6. Ha a kibocsatasi korlatozast nem kéne szigordan betartani, akkor a
véllalat csokkenthetné a koltségeit a szennyezési jogai értékesitésével.

KovetkezOnek arra prébalunk valaszolni, hogy a vallalat vajon eladja vagy értékesiti a jogait.
(PY) feladatnak emisszié kereskedelemmel ( Pb( t),Ib (1),0) lehetséges megolddsa, de nem
optimdlis f0,T] tervezési idészakban. Ha lehetséges megoldds, akkor teljesiil r4, hogy

[l 14+ Fp Ve < [ 176)+ Fl* i +a 0.

vagyis, a minimadlis koltségszint az emisszio kereskedelem bevezetése utan alacsonyabb, mint
elotte.

Mésrészrél, (P“(1),I'(t)) termelés-készletezési stratégia (P®) feladatat lehetséges megoldasa.
Igy teljesiil, hogy

'Tf[h‘lb(t)+ F(P ()t < ]'[h‘l”(r)+ F(P(c))lar

Ez annyit jelent, hogy a termelés és készletezés koltségei magasabbak a szabdlyozds
bevezetése utan, mint elotte.

Most vizsgdjuk meg a szennyezési jogokat. Ha megfigyeljik a két kordbbi
egyenldtlenségiinket, megallapithatjuk, hogy ezek alapjan az egyenldtlenségek egy sorozatat
képezhetiink:

[l 1)+ PO+ ac < [l 126+ £(Pr s < [l 126)+ R (o0l

Lithatjuk, hogy a jogokat eladni optimdlis: A < 0. (P®) és (PY) feladat optimalis
megolddsanak F(-), termelési koltségfiiggvény szigori konvexitdsa miatt, a termelés és
készletszintben kell eltérnie egymadstdl. Ez a feltétel biztositja az optimdlis irdnyitasi
feladatokban az optimdlis megolddsok egyediségét és ez egyben azt is jelenti, hogy
(P°(1),I°(1)) és (P*(1),I(1)) egymastol kiillonbozd. Az egyenldtlenségeknek ezzel a sorozataval
bizonyitottuk, hogy

3.2.2. lemma: a modelliinkben a szennyezési jogok bevezetése a termelés-készletezési
koltségek novekedését eredményezi és a vallalat a jogainak egy részét értékesiti. A teljes
koltség (termelési, készlettartasi és a jogok koltsége) alacsonyabb az emisszio kereskedelem
bevezetése utdn.

A kvalitativ elemzés utan, a kovetkezo részben megszerkesztjiikk a modell optimélis termelés-
készletez€si stratégidjat.
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3.2.4. A modell megoldasa és néhany tovabbi jellemzgje

Az 3.2.1. lemma segitségével a kovetkezéképpen tudjuk egyszeriisiteni a (P~) modellt:

(P I(e)=P()-Sk). 1(0)=1,

j[h A1)+ F(P(2))+d - g(P(r))dr — min

Tegyiik fel, hogy ennek a modellnek az optimdlis megolddsa (P“(¢),I°(t)). Ekkor a jogok
T

éntékesitésének optimdlis szintje Aa’ =a” — [ g(P*(¢)ldr médon szamolhato.
0

A (PY) feladat megolddsdhoz a Pontrjagin-féle maximumelvet alkalmazzuk (Feichtinger-

Hartl (1986), Seierstad-Sysaeter (1987)). A probléma Hamilton-fiiggvénye dgy irhaté fol,
mint

H(1(@), POy (0).1)=~[h-1(1)+ F(P(t)+ d - g (P(0))]+ w(t)(P(r) - S (r))
A feladatunk egy olyan optimdlis irdnyitdsi probléma, ahol a korldtozdsok tisztin az

allapotvaltozokra vonatkoznak. Az optimalitds sziikséges €és elégséges feltételeinek
meghatirozasiahoz a Lagrange-fiiggvényre van sziikségiink:

L @.P@.y@).1)=h-10)+ F(P()+d - g (PO))]+y ()(P(r) - S()+ A()1 (1)
Az optimalitas sziikséges feltételeit az 1. tétel adja meg.

3.2.1. tétel Ahhoz, hogy a (P“') feladatnak {I “(1), P (t)} optimalis megolddsa legyen,
sziikséges €s elégséges, hogy 1étezzen egy olyan folytonos /() fliggvény, amire minden 0<'t<
T idOpontban azt kapjuk, hogy w(¢) # 0

()

a1t @), P @),y ), A0),1)

0 pt)=h-Alr),

plr)=

(b)

(r)gg()ti){H(I“ (1), P(),w(t),t )= H(I(6), P (0),w(1).1)

= ggggg{l//(r)P(r) —F(P(e)-d - g(P())}=wt)P () - F(P*(r))-d - g(P(¢))
©  AMr(e)=0, Ar)=o0,

@  p(r)(r)=0, w(T)20.
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A (b) feltételbdl kiszamolhatjuk az optimalis termelési szintet:

Pty { 0 y(t) S F'(0)+d - g(0)
[F+d-g]'(w®) yo=F(P'®)+d-g(P'®)>F©O)+d g0

Az optimdlis trajektéridt az eldrefele haladé Arrow-Karlin algoritmus segitségével
hatdrozhatjuk meg (Arrow-Karlin (1958)). Ennek 1épéseit most nem mutatjuk be részletesen,
az olvasoét a hivatkozott tanulmédnyhoz utaljuk.

Hasonlitsuk 6ssze a termelés és a készletezés optimadlis trajektdridit a két modelliinkben —
emisszid kereskedelemmel és anélkiil. Egy kordbbi tanulmdny (Wirl (1991)) megmutatta,
hogy egy novekvd, konvex szennyezési (emisszidés) add simitja a termelés-készletezési
stratégiat, abban az értelemben, hogy a készletszint magasabb lesz azokon az intervallumon,
ahol a készletek nagysdga eldtte is pozitiv volt és ezeken az intervallumokon a termelés
alacsonyabb lesz. Ez azt jelenti, hogy a termelés simitottabb lesz, mint korabban. Ugyanezt az
eredményt altalanositottdk szennyezési normdkkal és adokkal torténd vegyes tipusd
szabalyozds esetére is, ugyanilyen simitasi tulajdonsagokkal (Dobos (1999)).

A (PM) feladat megegyezik a Wirl (1991) altal szennyezési adokra bevezetett modellel. gy
ennek eredményeit alkalmazhatjuk a sajat modelliinkre is és emiatt teljesiil a kovetkezd
lemma.

3.2.3. lemma: Az emisszié kereskedelem bevezetése simitja a termelési tervet Arrow €s
Karlin modelljében, ha a szennyezés a termelés nem csokkend, konvex fiiggvénye.

Ezt a lemmat most nem bizonyitjuk. A lemma 4llitdsa elsére megleponek tlinhet, de az
emisszids irdnyitds a jogok beszerzésén vagy eladdsan keresztill beépiil a termelési
stratégiaba.

3.2.5. Szampélda

Eldszor Arrow és Karlin klasszikus modelljét vizsgdljuk meg. Haszndljuk a kovetkezd
paramétereket és koltségfiiggvényeket:

a kezdeti készletszint: Iy=1.0,

tervezési idoszak: T=12,

kereslet: S(t) = (1+0.051)(1+sin(1)),
készlettartasi koltség: h =2,

termelési koltség: F(P(1)) = 8 P*(1).

A termelési koltség konvex, nem csokkend fiiggvény. A modell ebben az esetben a kovetkezd
alakot olti:
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1(r)>0, P(r)>0
I(r)=P(r)-(1+0.05-1)-A+sin(r)), 1(0)=1.0

1jz[z-l(t)+8 : Pz(t)]dt — min

0

A modell ( P’ (t ),Ib (t)) optimalis megolddsa:

0.125-1+1.287 0<1<2.6961595
(1+0.05-1)-(1+5sin(t) 2.6961595 < t <3.29012
P'(t)=1 0.125-:+0581  3.29012 <t <9.2364691
(1+0.05-1)-(1+sin(t)  9.2364691 < t <10.618
0.125-1-1.219 10.618<t<12
és
Lo+ [[PP@0 =Sl 0<1<2.6961595
0
0 2.6961595 < t < 3.29012
ro=1 | [Pty -swlr 329012 <t <9.2364691
3.29012
0 9.2364691< t <10.618
”P”(t)—S(t)]dt 10.618<t<12
10.618

Az optimdlis termelést és az optimélis készletszintet a 3.2.2.

és 3.2.3. dbra mutatja.

3.2.2. abra Az optimalis termelés és kereslet
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3.2.3. abra Az optimalis készletszint az emisszi6 kereskedelem bevezetése el6tt és utan

A minimalis termelés-készletezési koltség 172.189 egység. Most vizsgaljuk meg a modellt
emisszi6 kereskedelemmel. A villat szennyezési fiiggvénye: g(P(t))=3-P°(t). Egy egység
szennyezési jog piaci dra d = 5. Az értékesithetd jogok kezdeti készletét igy szdmolhatjuk,

12
hogy o' = [3-(P*(1) dr=58.329.
0

A modositott modell a kovetkez6 formaban irhaté fol:

1(r)>0, P(t)>0, Ade R
I(r)= P(t)- (1+0.05-1)- (1 +sin(r)), 1(0)=1.0

12
j3-P2(t) dr <58.329+ A
0

T[Z‘I(t)+8-P2(t)]dt+5-A0{—>min

Ennek a modellnek (P“(z),I°(t)) optimdlis megoldasa:

P(t) =

0.043-1+1.399 0<t<2.80134587

(1+0.05-0)- (1+sin(t)) 2.80134587 < t < 3.080385
0.043-£+1.091 3.080385 < t < 9.4048177

(1+0.05-1)- (1+sin(t)) 9.4048177 <t <10.5349575
0.043-7—0.299 10.5349575<t <12
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1.0+j[P” ) - Skt 0<1<2.80134587
"o 2.80134587 < t < 3.080385
1(t) = j[Pb(z) —S(lr 3.080385 < t <9.4048177
) 9.4048177 < t < 10.5349575
j[P” ) - Sk 10.5349575 < t <12
wws1s

Optimélis megoldds esetén az értékesitendd jogok: Ad' = -0.859, ami azt jelenti, hogy a
szennyezés 1.5%-kal csokken. Az optimdlis teljes koltség (termelés-készletezés és a jogok)
169.404 egység az emisszid kereskedelem bevezetése utdn. A termelés-készletezési koltség
173.698 egység, ami 0,9%-os novekedést jelent a szabdlyozds bevezetése elotti
koltségszinthez képest. A 2. dbra szemlélteti, hogy az emisszié kereskedelem simitja a
termelési fliggvényt. A 3.2.3. dbrardl pedig a készletszintek ndvekedése olvashaté le.

3.2.6. Kovetkeztetés

Tanulmanyunkban egy Arrow-Karlin modellben vizsgiltuk az emisszié kereskedelem
bevezetésének hatdsat a véllalat termelés-készletezési stratégidjara. Megmutattuk, hogy a
véllalat el fogja adnia a szennyezési jogainak egy részét, hogy minimalizalja a teljes koltségét,
feltéve, hogy az értékesithetd kibocsatasi egységek oszthatdéak. A maradék jogait pedig teljes
mértékben felhaszndlja. A kornyezeti szabdlyozds hatdsdra a termelés-készletezési koltségek
megndnek €s az optimdlis termelés-készletezési stratégia szintén simitottabb lesz.

A modelliinkben feltételeztiik, hogy az Gj rendszer bevezetésének hatdsara a vallalat nem valt
technoldgiat, azaz a termelési koltségek vdltozatlanok maradnak. Tovabbi kutatdsok
lehetséges targya annak vizsgélata, ha a véllalat az emisszié kereskedelem hatdsidra médositja
a technoldgidjat.
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3.3. Ertékesithet szennyezési jogok és a vallalat termelés-
készletezési stratégiaja

3.3.1. Bevezetés

A tanulmanyunk célja, hogy elemezziikk az értékesithetd szennyezési jogok (emisszid
kereskedelem vagy kibocsatdsi jogok piaca) hatdsat a termelés-készletezési dontésekre. A
piacteremtés, mint kornyezeti szabalyozas, a piaci és hatésagi eszkdozok kombinacidja (Field
(1997)). A hatésagi eszkozoket - mint példaul a kibocsatasi normék és a kornyezeti adok — az
kiilonbozteti meg a piaci szabdlyozoktol, hogy ezek altal a kormany az egyes vallalatok
miikddésébe avatkozik be, nem a piac egészét szabdlyozza. A szennyezési jogok piacdnak
lényege, hogy a jogok kezdeti elosztdsa utdn a vallalat a piacon a tobbi véllalattal kereskedhet,
értékesithet vagy beszerezhet szennyezési egységeket, annak megfeleléen, hogy mennyi karos
anyagot kivdn kibocsdtani. A szennyezési egységek 4ardt a piac hatidrozza meg, ez a
szabdlyozds piaci eleme. A hatdsdgi jellegét az adja, hogy a megvdasarolt/értékesitett
szennyezési szint a véllalat szempontjabdl egyrészrdl egy kibocsdtdsi normanak felel meg
(fels6 korlat) (Dobos (1998)), masrészrél pedig kornyezeti adénak (tobbletkoltség vagy —
bevétel) (Dobos (1999)). Ebben a fejezetben egy termeld villalat szempontjdbdl fogjuk
vizsgélni az emisszid kereskedelem bevezetésének hatasat.

Két alapmodellt ismeriink a vallalat termelés-készletezési dontési folyamatainak vizsgalatara.
Mindkét modellben szerepet kap a stock-flow azonossag és a koltségfiiggvény. A kiilonbség
kozottik a koltségfiiggvény tipusa. A jol ismert Wagner-Whitin készletnagysidg modell
(1958) konkav koltségfiiggvényt vizsgdl. A mdsodik alapmodell viszont konvexet. A
vizsgdldéddsunk alapjat a kozismert Arrow-Karlin tipusi dinamikus termelés-készletezési
modell képezi (Arrow és Karlin, 1958). Ez a mdasodik kategdridhoz tartozik, ugyanis a
készlettartasi koltség linedris, amig a termelési koltség a termelés nem csokkend, konvex
fliggvénye. A legutébbi empirikus kutatdsok azt mutatjdk, hogy a koltségek konvexitdsat a
gyakorlati tapasztalatok is visszaigazoljdk (Ghali (2003)). Ez indokolja, hogy a konvex
Arrow-Karlin modell (1958) vizsgalata mellett dontottiink.

Ahogy kordbban emlitettiik, a véllalat az emisszié kereskedelem bevezetése utdn tovabbi
szennyezési jogokat szerezhet be a piacrdl vagy eladhat a meglévd készletébdl. Ez azt jelenti,
hogy a klasszikus Arrow-Karlin modell kiboviil a jogok beszerzésének/eladasanak
koltségével. Tegyiik fel, hogy a jogok teljesen oszthatak és a beszerzés/értékesités koltsége
linedris, de a piaci ar a tervezési id0szakban az id6 fiiggvénye. A pillanatnyi szennyezési szint
a termelés nem csokkend és konvex fiiggvénye. A dontéshozok célja a koltségek
minimalizdldsa. Arra keressiik a vélaszt, hogy a véllalatnak mennyi szennyezési jogot kell
eladnia vagy beszereznie, és ez milyen hatdssal van a termelés-készletezési stratégiara.

Ebben a fejezetben a Dobos (2005) tanulmdnyban bemutatottakat dltaldnositjuk két irdnyba.
Eldszor azt feltételezziik, hogy a szennyezési egységek dra az id6tdl fiigg, ami dj termékek,
szolgéltatdsok bevezetése utdn nagyon gyorsan megvaltozhat. A modell maésik
kiterjesztéseként kiszdmitjuk a beszerzett kibocsitdsi jogok pillanatnyi koltségét, amit a
valtoz6 piaci ar befolyésol.

A fejezet a masodik részében definidljuk a véltozokat €s a paramétereket, tovabba bevezetjiik
a modellt. Az optimalis megoldast a 3. részben adjuk meg. A kovetkezd részben egy
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szampélda segitségével szemléltetjik a cikk eredményét. Végiil 0Osszefoglaljuk a
kovetkeztetéseinket.

3.3.2. A szennyezési jogokkal bovitett modell.
A kovetkezd jeloléseket fogjuk hasznalni:

Dontési valtozok:

-1(t) készletszint ¢ id6pontban, nem negativ,
- P(1) termelés ¢ idépontban, nem negativ,
- u(t) a termelési szint valtozasa.

Az irdnyitasi valtozé a modellben az u(t), az éllapot valtozok pedig az I(r) készletszint és a
P(t) termelés. Az anyagok és koltségek dramlasat az 3.3.1. dbra szemlélteti.

I(1) Piac
P(1) h(t) S(1)
| RN >
Termelés
F(P(1)) ﬂ, Kornyezet
d(t)- g(P(t))u(t)

3.3.1. abra Az anyagok és koltségek aramlasa a modellben

Paraméterek:

-T tervezési idOszak hossza, pozitiv,

-1y kezdeti készletszint a tervezési id6szak elején, nem negatiyv,

-S(1) az ismert, determinisztikus kerslet # idépontban, nemnegativ,

-h a lindris készlettartdsi koltség, pozitiv

- F(P(1)) a termelés koltsége ¢ idopontban, nem csdkkend, szigorian konvex fiiggvény,
nemnegativ,

-d(t) egy egységnyi szennyez€si jog linedris koltsége, pozitiv,

- g(P(1) a kibocsatas szintje ¢ idépontban, nem csokkend, szigorian konvex fiiggvény,

nem negativ
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Az Arrow-Karlin modell szennyezési jogok koltségével bovitett valtozata a kovetkezd
formdban irhat6 fol:

1(t)>0, P(r) >0, u(r)e R
i(e)=P(e)-s(). 100)=1,
P)  P@t)=u()

}[h )+ F(P()+d@)- g (P())-u(®)]dt — min

Az els6 két egyenldtlenség a készletszint és a termelés nemnegativitdsi feltétele. A termelési
szint véltozasa egyarant lehet pozitiv és negativ. Az elsd egyenldtlenség a jol ismert stock-
flow azonossidg, a masodik pedig a termelési szint valtozdsa. A koltségfiiggvényt a
készlettartdsi, a termelési és a jogok beszerzésének/értékesitésének koltségének Osszege

alkotja. Ha u(r) véltozé pozitiv, akkor a villalat g"(P(r))- P(r) egység kibocsatdsi jogot
vasarol. Maskiilonben, ha u(?) negativ, akkor a vallalat elad a jogaibdl. A modelliinkben azt
feltételezziik, hogy a vdllalatnak lehetOsége van a sziikségletének megfelel6 mennyiségl
kibocsatési egység beszerzésére vagy értékesitésére.

3.3.3. A modell megoldasa

A (P) feladat megolddsdhoz a Pontrjagin-féle maximumelvet alkalmazzuk (Feichtinger and
Hartl, 1986; Seierstad and Sydsaeter, 1987). A probléma Hamilton-fiiggvénye tigy irhat6 fol,

hogy

H(I(@), P(0),u(t),y, (1), ¥, (1),1) =
~[n- 1@+ F(P®)+d(1)- g (P(0)- u(®)]+ 1y, (O)(P(t) = S@)) + v, (Du(?)

A feladatunk egy olyan optimdlis irdnyitdsi probléma, ahol a korldtozdsok tisztdn az
allapotvéltozokra vonatkoznak. Az optimalitds sziikséges és elégséges feltételeinek
meghatarozasiahoz a Lagrange-fiiggvényt hasznaljuk:

LI, PO, u(),y, (1), ¥, (1), 4, (1), A, (1),1) =
H(1(0), P(0),u(0),y, (1), (1),1) + 4, ()T (¢) + A, (¢)P(¢)

Az optimalitas feltételeit az 3.3.1. tétel adja meg.

3.3.1. tétel Ahhoz, hogy a (P) feladatnak {I °(t), P° (t),uo(t)} optimdlis megoldasa legyen,
sziikséges és elégséges, hogy létezzen egy olyan folytonos (1) és v, (¢) fliggvény, amire
minden 0<t<T idépontban azt kapjuk, hogy v, (¢) # 0 (i=1,2).

()

v, (Z) __ &L(IO (1), P° (l‘),u0 @)y, (), v, (t)’ﬂ‘l (t)’ﬂz (f),t)

&I(t) V‘/l(t):h_;il(t)’
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AL @), PO (0.1 0.9, (0.1, (0.4, ()., (0).1)
oP(r)

= ()=, +F(P°O)+d@) " (P°®)) u(t) - 4,(¢)

l/'/z(t):

(b)
max{H (1°(0). P* 0.0y, 0.9, (0. )} = H 0. P 0. (0.0, (0.9, 0).1)
= max{y,0)-a0)- g (PO}l -d0) -5 P W) w0 =0
(©
AO1°)=0, A4)=0
40P (t)=0, A4,()=0
(d)

A (b) feltételbdl kiszdmolhatjuk az optimalis termelési szintet:

w,()—d()-g'(P°(1))=0.

Derivéljuk az egyenletet:

v, () =d@)- g (P°())+d(0)- g"(P° (1)) uo).

Ha ezt a most kapott egyenletet behelyettesitjiik a (b) feltétel masodik egyenldségébe, akkor
lathatjuk, hogy

(1) = F(P°(1)-d)- g (P°(0))- 4, (¢).
Ennek és az (a) feltétel elsd egyenletének segitségével meghatirozhatjuk az optimdlis
trajektoriat, ha az elérehalad6 Arrow-Karlin algoritmust alkalmazzuk (Arrow and Karlin
(1958)). Ez az algoritmus ciklusokra oszthat6. Egy készletciklus egy olyan intervallumbdl ll,

ahol a készletszint pozitiv és egy olyanbdl, ahol nulla. Definidljuk a P(t, yp) termelési szintet
és az I(t) készletszintet, mint a rendszer megoldésat:

h-t+y, =F(P'(Lw,))-d@)- g’ (P°(t.y,))

10)=1,+ [ (P (z.y) - S(0))ar
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Itt gy valasztjuk meg yp értékét, hogy a termelés és a készletszint nemnegativ legyen. Ha a
készletszint nulla, akkor a legkésdbbi #; idOpontot vélasztjuk, és keresiink egy 7, iddpontot. A
készletszint ¢; és t, kozott nulla €s a termelés egyenld a kereslettel. Ezutdn attériink a
kovetkezd ciklus kivalasztasdra. Ehhez hasonld, elérehaladd algoritmust mutatott be Dobos

(1991).

3.3.4. Szampélda

Eldszor Arrow és Karlin klasszikus modelljét vizsgdljuk meg. Haszndljuk a kovetkezd
paramétereket és koltségfiiggvényeket:

- akezdeti készletszint: Iy=1.0,
- tervezési idOszak: T=12,
- kereslet: S(t) = (1+0.05t)-(1+sin(t)),
- készlettartasi koltség: h=2,
- termelési koltség: F(P(1)) = 4- P(1).
A termelési koltség konvex, nem csokkend fiiggvény. A modell ebben az esetben a kdvetkezd
alakot olti:
1(r)>0, P(t)>0
I()= P(r)-(1+0.05-1)- (1 +sin()), 1(0)=1.0

[ o)+ P20t = min

A modell (P°(1),I°(1)) optimélis megoldasa:

P'(t) =

1°(t) =

Az optimdlis termelést és az optimdlis készletszintet a 3.3.2. és 3.3.3. dbra mutatja.

0.125-+1.123 0 <t < 2.5462406

(1+0.05-1)- (1+sin(t)) 2.5462406 < t < 3.56993
0.125-7+0.689 3.56993 < t < 9.0007043

(1+0.05-1)- (1+sin(t)) 9.0007043 < t < 10.7429
0.125-7+0.049 10.7429 < t <12

Lo+ [[PPm-swlr  0<r<2.5462406
0
0 2.5462406 < t < 3.56993
[lPP@0-swlnr 356993 <t<9.0007043

3.56993

0 9.0007043 < t <10.7429
[lP°@) - s 10.7429 <t <12

10.7429
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St

3.3.2. abra Az optimalis termelés és kereslet

2.5

0.5

3.3.3. abra Az optimalis készletszint az emisszio kereskedelem bevezetése elott és utan

A minimdlis termelés-készletezési koltség 93.649 egység. Most vizsgiljuk meg a modellt
emisszi6 kereskedelemmel. A villat szennyezési fiiggvénye: g(P(t)) =2- P>(t)és egy egység
szennyezési jog piaci ara d(t) = sin(t)+1. A modell a médositasokkal a kovetkezd alakot 6lti:

>0, P(t)>0,u(t)e R
=P(t)—(1+0.05-1)- (1 +sin(r)), 1(0)=1.0

P(r)=ulr)

12
”2 () +4- P2(r)+ (sin(r) +1)-4- P(t) - u(t) it — min
0

A modell ( P! ( t),I] (1)) optimalis megoldasa
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2:1+7.57038 0<t<3.1436456
4—2-cos(t)
(1+0.05-1)- (1+sin(t) 3.1436456 < t < 3.673404
Pluy=d 2127347 L0583 3.673404 < t <9.3453493
4—2-cos(t)
(1+0.05-1)- (1+sin(t) 9.3453493 < t < 10.849585
21221699 016 10.849585 < t <12
4 —2-cos(t)
és
L0+ [[P' @) - sk 0<1<3.1436456
0
0 3.1436456 < t < 3.673404
r'o=1 | [Prt)-slir  3.673404 <t <9.3453493 .
3.673404
9.3453493 < t < 10.849585
[lP'@)-s@ha 10.849585 < t <12
10.849585

Az emisszio kereskedelem bevezetése utdn az optimdlis teljes koltség (termelés, készletezés
és a szennyezé€si jogok) 83.347 egység. A termelés-készletezési koltség 99.297 egység, ami
6.03 novekedést jelent. A 3.3.2. dbra mutatja az emisszié kereskedelem simité hatdsat a
termelésre. A készletszint ndvekedés szemlélteti a 3.3.3. dbra.

3.3.5. Kovetkeztetés

Tanulmanyunkban megvizsgaltuk az emisszid kereskedelem bevezetésének hatdsat egy
vallalat termelés-készletezési dontéseire egy Arrow-Karlin modellben. Megmutattuk, hogy a
véllalat a szennyezési jogainak egy részét eladja, hogy a teljes koltségét minimalizélja,
amennyiben a kibocsatisi egységek oszthatéak. A megmaradd jogait a véllalat teljes
mértékben felhaszndlja. A szabdlyozds bevezetésének hatdsira a termelés-készletezés
koltségei megnonek.

A modelliinkben azt feltételeztiik, hogy a vallalat az emisszi6 kereskedelem hatdséra nem valt
technoldgiat, azaz a termelési koltségek valtozatlanok maradnak. Egy tovabbi kutatis targya
lehet annak az esetnek a vizsgalata, amikor a véllalat az 4j szabdlyozas bevezetésével egyiitt
attér egy masik technoldgiara.
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4. Termelési-készletezési politikak a visszutas logisztikaban

A modern gazdasig egyre inkdbb szembesiil a természetes er6forrdsok besziikiilésével. A meg nem
ujuld erdéforrasok készleteinek csokkenése a gazdasag szerepldit arra kényszeriti, hogy korlatozottan
rendelkezésre all6 dsvanyi anyagokat megkimélje. Ez a koncepcié vezet a fenntarthaté fejlodés
vallalati gazdalkodasba torténd atiiltetésének sziikségességéhez. A dolgozat ezen részének célja a
kornyezettudatos anyag- és készletgazdilkodds matematikai modelljeinek vizsgdlata.

A kornyezettudatos anyag- és készletgazdilkoddst a magyar szakirodalomban az utébbi id6ben
nevezik visszutas logisztikdnak, inverz logisztikdnak, de néha hulladékkezelési logisztikanak is. A
magyar szOhaszndlat tehdt nem egységes a teriilet megnevezésére. Angol elnevezése azonban
meglehetdsen egységes: ,reverse logistics”. E kifejezésnek legtaldlobb magyar megfeleldje taldn a
visszutas, esetleg reverz logisztika. A jelenleg is haszndlt inverz logisztika kifejezést azért nem
javasolt haszndlni, mert annak angolul az ,inverse logistics” felel meg, amit csak nagyon sziik
korben — féleg Japdnban - haszndlnak a nemzetkodzi irodalomban, ezért forditasi zavart okozhat.
Eurépaban és az Egyesiilt Allamokban a ,reverse logistics” terjedt el. Igy a teriilet magyar
elnevezését a dolgozatban visszutas logisztikdnak valasztom.

A fejezet harom kiilonb6z6, a visszutas logisztikdhoz kapcsolddd készletmodellt mutat be. E
készletmodellek viszonylag rovid multra tekinthetnek vissza. A modellek visszutas logisztikai
kiterjesztésének igénye foként az 1990-es évek kozepén viélt hangsilyossd. A kutatdsi irdny
kozelmiiltbeli elhanyagoltsdgit mutatja, hogy az 1980-as években egyetlen dolgozat sem jelent meg
ezen a teriileten. Az Eurdpai Uni6 kornyezetvédelmi szabdlyozdsanak kapcsdn a visszutas logisztika
Ujra kiemelten fontossé valt. A nagy kutatdmiihelyekben a modellek alkotdsa napjainkban is folyik,
jelenleg a tételnagysdg modellek teriiletén a hidnykezeléses modellek kidolgozasara fokuszdlnak. A
jelen dolgozatban kizardlag hiany nélkiili modelleket mutatjuk be, nevezetesen az Gsszes elérhetot.

A bemutatott harom modell mindegyike arra a kérdésre keres valaszt, hogy a termelés,
ujrafeladolgozas és hulladékkezelés tevékenységeket a tervezési idOhorizonton milyen sorrendbe
valassza meg a dontéshozd, és ennek a kérdésnek az eldontésére adunk javaslatokat a cél- és
koltségfiiggvények ismeretének ismeretében.

A fejezet els6 és harmadik részfejezetében a hulladékkezelés is dontésre vard tevékenység, mig a
masodik részfejezetben minden visszaérkezé hasznalt termék tdjra feldolgozhatd, azaz a mindsége
jo. A fejezet els6 dolgozatdban linedris koltségfiiggvényt, mig a harmadikban HMMS-tipusu,
célprogramozdsi koltségfiiggvényt vizsgilunk. A masodik részfejezetben egy Arrow-Karlin-féle
konvex koltségfiiggvényt tételeziink. A visszutas logisztikai tevékenységek egymdsutdnisdgdnak
megéllapitdsa utdn mind a harom modellre az optimélis palya eld4allitdsat is bemutatjuk.
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4.1. Termelés-készletezési stratégiak linearis, visszutas logisztikai
rendszerekben

4.1.1. Bevezetés

A visszutas logisztika fogalma alatt az anyagok megmunkaldséat és a piacrdl visszakiildott
(visszavett), Ujra haszndlhaté anyagok Ujramegmunkdldsat értjik. A keresletet az djonnan
megmunkdlt (gyértott) és az Gjramegmunkdlt termékek egyarant kielégitik, nincs kiilonbség a
kétféle termék kozott. Annak érdekében, hogy ne terheljék a kornyezetet foloslegesen vagy
fogyasszdk a természetes erOforrasokat, a haszndlt termékeket ujbol felhasznaljak,
amennyiben ez gazdasigos.

Haromféle determinisztikus visszutas logisztikai rendszert kiilonboztethetiink meg. Az EOQ-
tipusd visszutas logisztikai rendszereket az irodalom behatéan vizsgélata (Schrady (1967),
Richter (1996a, 1996b, 1997), Richter-Dobos (1999), Teunter (1998), Dobos-Richter (1999a,
1999b)). Ebben a modellben a megmunkalds és Ujramegmunkdlds egymdst kovetik, és a
hatékonysag mértéke az 6sszes atlagos termelésatallitasi és linedris készlettartasi koltség. A {6
kérdés a megmunkalt €s Gjramegmunkalt termékek szama. Ezek a megkozelitések elére adott
irdnyitasi rendszert feltételeznek, céljuk az optimdlis paraméterek meghatdrozdsa. Az
optimadlis stratégia szerkezetét nem vizsgaljak (Fleischmann et al. (1997)).

A masodik kutatdsi irdny a klasszikus EOQ-alapt rendszerek ,,dinamizaldsa®“. A Wagner-
Whitin tételnagysdg modell alapjan a rendszer 4ltaldnosithaté két raktdrra, amelybol a
masodik raktarra egy ,forditott” (visszadgramolé) Wagner-Within-modell vezethetd be
(Richter-Sombrutzki (2000)). Ez a kutatasi irdny azt mutatja, hogy egy adott idopontban vagy
megmunkélds, vagy djramegmunkalds lehetséges.

A harmadik lehetséges megoldast a determinisztikus, egytermékes visszutas logisztikai
rendszerek altaldnositdsara az optimélis irdnyitds elmélet adja. Az optimdlis iranyitds az
optimdlis trajektdriat irja le idoben. Ezzel az eljarassal kvalitativ informéciohoz jutunk az
optimdlis utrél és dontési szabdlyokrdl az idoben. A problémat linedris (Minner-Kleber
(1999)) és konvex (Dobos-Kistner (1999)) megkozelitésben is vizsgaltak.

Célunk, hogy tanulminyozzuk a linedris, visszutas logisztikai rendszert és feliilvizsgaljuk
Minner és Kleber (1999) kordbbi eredményét. A kifejtés menete az alabbi szerkezetet koveti.
A midsodik részben bemutatjuk a modellt. Majd levezetjiik a sziikséges és elégséges
optimalitdsi feltételeket és megadjuk az explicit megolddst a modellre megmunkélassal,
Ujramegmunkdldssal és hulladékkezeléssel, illetve megvizsgdljuk mindkét raktart. Ebben a
részben foglalkozunk azzal, hogy az optimalis stratégia, hogyan fiigg a koltségparaméterektol.
Végiil 6sszefoglaljuk az eredményeinket.

4.1.2. A modell

Egy kétraktaras, visszutas logisztikai rendszert fogunk vizsgélni, folyamatos
hulladékkezeléssel. A modellt optimélis irdnyitdsi problémaként két dllapotvéltozdval (készlet
szint az 1. és 2. raktdrban) és hdrom irdnyitdsi vdltozéval (megmunkdldsi, Gjramegmunkdldsi
és hulladékkezelési rita) irhatjuk le. A cél, hogy minimalizdljuk a raktdrak készlettartasi
koltségét és a megmunkdlds, djramegmunkélds és hulladékkezelés koltségét. A kovetkezd
paramétereket fogjuk haszndlni a modellhez:
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-T tervezési idOszak hossza,

-S(t) kereslet, folyamatosan derivalhat6,

-r visszavételi rata a 2. raktarban (0<r<7),

-1 a visszavétel késése, nem negativ,

- R(1) visszavételi rata, folytonosan derivdlhat6, R(t) = rS(t—7)
- hy a készlettartasi koltség az 1. raktarban,

- hy a készlettartasi koltség a 2. raktarban,

- Pm megmunkdlds koltsége,

- Dr Ujramegmunkdlas koltsége,

- Dd hulladékkezelés koltsége.

Dontési valtozok:

-I4(t) készletszint az 1. raktarban, nemnegativ,

- Ix(1) készletszint a 2. raktarban, nemnegativ,

- P(1) Ujramegmunkaldsi rata, nemnegativ,

- Po(t) megmunkalasi (gyartdsi) rata, nemnegativ,
- Py(t) a hulladékkezelési rata, nemnegativ.

A rendszer miikodését és a koltségek dramldsat az 4.4.1. dbra szemlélteti. A vevOk keresletét
(kidramlds) az 1. raktarbdl elégitik ki. A megmunkalt és Gjramegmunkdlt termékeket az 1.
boltba szallitjdk (bedramlds). A visszakiildott termékeket a 2. raktarban gyljtik (bedramlas),
innen keriilnek djramegmunkdldsra vagy hulladékkezelésre (kidramlds). A 2. raktdr
alrendszerét tekinthetjiik egy forditott termelés-készletezési rendszernek. Feltételezziik, hogy
a vallalat nem veszi vissza az Osszes terméket és a visszakiildés egy dlland6 késési iddvel
torténik.
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piac

R(t)

mem(t)
megmunkdlds
Pm(t)
Py1)
holo(1)
Ujramegmunkalds P(t) . raktér,
(1. bolt) b
prPH1)
Py(1)
hulladékkezelés
paPa(t)

4.1.1. abra Anyag- és koltségaramlas a linearis modellben

A modellt a kdvetkezd formdban irhatjuk fol:

T

J[hlll(t)+h212(t)+ pnB, )+ p.P()+p,F, (t)]dt — min

0

gy, hogy
(0] 11
0,()] 0 -1
1,()], [0
L(1)] _0}’
RAGINL
P(t) =0
| Pi(1)] |0

Feltételezziik, hogy a kezdeti készletszint a 2. raktirban egyenld nulldval.
akkor a feladatnak nem létezik megoldasa, ahogy ezt a 4.1.3. részben belatjuk.

(1)
0 -S(1)
_J 2((3 +{R(t)

@.1.1)

4.1.2)

4.1.3)

4.1.4)

Ha nem nulla,
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4.1.3. Segédproblémak
Ebben a fejezetben haromféle modellt fogunk megvizsgalni. Az elsé modelliinkben nem
szerepel megmunkdlds és hulladékkezelés. Ezt az alapmodellt fogjuk éltaldnositani, két
irdnyba: elobb megmunkaldssal, majd hulladékkezeléssel vizsgiljuk a modellt. Ezek a
feladatok segitenek megérteni a rendszer miikodését, és hasznosak lesznek az optimalis
trajektoria megszerkesztéséhez.
4.1.3.1. A linearis Gjramegmunkalasi modell megmunkalas és hulladékkezelés nélkiil
A modellt a kdvetkezd formaban irhatjuk fol:

Ja[hlll(t)"'hzlz(t)“‘ P,P,(t)] dt — min

gy, hogy

I,(r)=PF(r)=S(t). 1,(1)=0
I,(t)==P,(1)+R(1). L(t)=0

>

1,(1)20, I,(z)=0,
P(1)20

Vildgos, hogy a feladatnak csak akkor 1étezik megoldésa, ha
[Rydr=[S(ndz, vielt.1] .

ami azt mutatja, hogy a kumuldlt (visszavett) djramegmunkdlt termékek szdmdénak
nagyobbnak kell lennie, mint a kumulalt keresletnek.

Ezt a feladatot kétféleképpen egyszeriisithetjiik — a linedris készlettartdsi koltségtdl fiiggden és
a nem negativ tobbletfiiggvénnyel

T =[(RD)=S(D)dz, tet.1,] .
1. eset.: h; =h;
f [(hy =1, 1, () + p, P.(1)] dt + j h,I () dt — min

gl

ugy, hogy
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0<1,(t)<T (),
P(1)=0

Ez a feladat egy klasszikus, “direkt” linedris termelési-készletezési modell, ahol a
raktarkapacitds a szlik keresztmetszet. Linedris esetben a raktari kapacitds korldt mindig
szabad (inaktiv) feltétel, igy az optimélis megoldas

I’'(t)=0

D=1 telt.,].

P°(1) = S(1)

2. eset.: hy < hy
A problémat most gy irhatjuk fol, mint

TK%-JHVAﬁ+JaR(0Lh+TmTOﬁﬁ—»mm

gl

ugy, hogy

0< 1,(t)<T (1),

P(1)20 '
Ezt a feladatot tekinthetjiik egy ,.forditott” termelési-készletezési problémdnak raktarozasi
korlattal. Ebben a rendszerben a bedramlds (visszavételi rdta) adott, és a kidramlas

(4jramegmunkalds) a dontési valtozé. A feladat megolddsat az 4.1.F.1. fiiggelékben adjuk
meg.

Ahogy lathatd, az optimdlis készletszint egyenld nulldval és a raktari kapacitds korlat szabad
feltétel. Az optimdlis Gjramegmunkélési rata pozitiv, és nincs olyan intervallum, ahol az

Ujramegmunkdldsi rata nullival egyenldé. Ez azt mutatja, hogy nem Ilétezik optimadlis
megoldas, ha a kezdeti készletszint szigortian nagyobb, mint nulla, vagyis 7,, = I(¢,) =0.

4.1.3.2. A linearis ujramegmunkalasi modell megmunkalassal és hulladékkezelés nélkiil

A modell a kévetkezoképpen irhaté le:

J;[hll1 (6)+mI,(t)+ p, P, (1) + p, P.(1)] dt — min

gl

gy, hogy
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L) = B0+ B0 =S(0). 1,(1)=0
L0)=-P()+RU). Lit)=0

1,(1)20, I,(r)=0,
P,(1)20, P(1)20

A problémat kétféleképpen egyszerisithetjiik — a linedris készlettartdsi koltségtol fliiggden és a
készletszintek 0sszegével

I =1I+1,0), te[t.t,].

Most bemutatjuk a fentiek alapjan kapott két 1j feladatot. A megoldashoz a 4.1.F.2. fiiggelék
eredményeit fogjuk haszndlni. Ezenkiviil a 4.1.F.2. fiiggelékben bevezetett segédfiiggvénynek
is fontos szerepe lesz a kovetkez6 megoldasban.

1. eset.: h; =hy
J;[(h1 —m,)1,(t)+ I () + p, P, (1) + p,P,(t)] dt — min

ugy, hogy

j1(t):Pm(f)+Pr(t)_S(t)’ Il(tl)z
I(t)=P,()~(S(t)-R®). T(t,)=

0<1I,(t)<T(1),
P, (t)=0, P(t)=0

Ezt az esetet tovabb bonthatjuk két részfeladatra: az egyik a 4.1.F.2. fiiggelékben leirt
részfeladat, a masik pedig a kovetkezo:

]a[(hl _hz)ll(t)"‘P,P,(l)] dt — min

gy, hogy
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Ez a részfeladat konnyen megoldhatd, mivel az optimdlis megmunkéldsi rita nem nagyobb,
mint a kereslet S(z), igy ez egy klasszikus, linedris feladat. Az optimalis megoldas ebben az

esetben
Ilo(t) =0
0 telr., +¢€.,.7,)

(1) = I(R(T)—S(T))df te[ri,ri+€,~)

POt = S()-R(1) telr.  +¢&.,.7,)
n (1) = 0 te[r,.7, +¢)

P"(1)=S(1)~ P, (1)
Ezt az esetet tehat megoldottuk.

2. eset: h; < hy

fpiﬁ}ﬂ@—%JQUM1%RA0+pJK0Lﬂ—9mm

1

gy, hogy

I(t)=P,()—(S()-R(®), I(t,)=0
L(t)==P(1)+R(t). ©L(1)=0

B

0<L(t) <T@,
P ()20, P()=0

Ennek a feladatnak a megoldésa elég egyszerii, mivel két fiiggetlen, megoldott részfeladatbdl
all. A raktéri kapacitas korlat szabad feltétel, igy a megoldas:

0 telr., +¢€.,.7))
t

L= I(R(r)—S(r))dr telr,.7,+¢)

T

(=0

B: (1) = {S(I) —R() e [Ti—l +E Ti)
0 telr,.z, +¢)

P’ (1) = R(1)

Ahogy lathatd, az optimdlis megolddsban a kezdeti készletszint egyenlé nulldval,
maskiilonben nem létezik megoldas.
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4.1.3.3. A linearis ajramegmunkalasi modell megmunkalassal és hulladékkezeléssel

A modell a kovetkezo alakot Olti:
“hll1 (1) +hy1,(1)+ p, P.(t) + p, P,(1)] dt — min

gy, hogy

1,(r)="P(t)-S(t), 1,()=0
I,(r)==P ()= P,()+R(r). L,(t,)=0

r

B

1,(1)=0, I,(t)=0,
P(t)=0, P,(1)=0

Ennek a feladatnak csak akkor 1étezik megoldésa, ha
[Rdr=[S(ndz, vielt.1],

ami azt mutatja, hogy a kumuldlt (visszavett) uUjramegmunkalt termékmennyiségnek
nagyobbnak kell lennie, mint a keresletnek.

Ez a feladat megmunkalds és hulladékkezelés nélkiili modellnél bemutatottaknak megfeleléen
egyszerlsithetd:

I(O=1,®)+1,(0), tet.t].

A fentiek alapjan kapott két dj feladat megolddsat a kovetkezOkben mutatjuk be. Ahhoz, hogy
megoldjuk a problémat, bevezetiink egy segédfeladatot a 4.1.F.3. fiiggelékben.

1. eset.: h; =hy
J.[(hl =) (t)+ I (t)+ p, P.(t) + ded(t)] dt — min

gy, hogy

)= B()- S0 1) =0
T(t)=—P, 1) +(R(t)-S®), T(t,)

05

0<I,(t)<T(1),
P(t)=0, P,(t)>0
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Ezt az esetet tovabb bonthatjuk két részfeladatra: a 3. fiiggelékben bemutatott részfeladatra és

az itt kovetkezOre:
I[(hl —hy )1, (1) + PrR(f)] dt — min

gy, hogy

0<1,(1)<T (),
P(t)>0

Ez a részfeladat konnyen megoldhat6, mert az optimélis megmunkaldsi rdta nem nagyobb,
mint S(z) kereslet. Igy egy klasszikus linedris feladathoz jutunk. Erre az esetre az optimalis

megoldés:

I)(t)=0

0 te[r,. .7, —¢€)
j(S(T)—R(T))dT telr, -¢€,.1,)

T,—€;

L) =

P’(t) = S(1)
POt = {R(t)—S(r) te[r .7, —¢,)
0 te[r,—e,.71,)

Kovetkezésképpen ezt a feladatot megoldottuk.

2. eset: h; < hy

_ﬂmnn+ub—mygn+pjun+pﬂguﬂm—»mm

gy, hogy

T(t)=-P, () +(R(t)-S), T(t,)=0

L(t)==P ()~ P, +R(1). L(1,)=0

0<L(t) <T@,
P(t)=0, P,(t)=0
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Ezt a feladatot igen egyszeriien megoldhatjuk, mivel két fiiggetlen, megoldott részfeladatbdl
all. A raktari kapacitas korlat szabad feltétel:

0 telr.,.7,—¢€)
t

[(R()-S(@D)dr  te[r,-¢,.7,)

7,—¢,

1)({#)=0

INGE

i

. St te[r_.7.—¢)
() =

R(t) te[r,—¢,1,)
POt = {R(r) ~S(t) te[r_.7,—¢,)

0 telr, —¢€,.1,)

Lathaté, hogy optimdlis megoldds esetén a kezdeti készletszint nulla, méaskiilonben nem
létezik a feladatnak megoldasa.

4.1.4. A modell tulajdonsagai

A modellt a koltségparaméterektol fiiggben fogjuk vizsgdlni. A koltségfiiggvényt
atalakithatjuk a kovetkez6 forméra:

T

[[mI,(0)+ 1, (e)+ p,, (P, (1) + B.(8) + p, (P, () + P.(0) +(p, — p, — p, ) P, (1)] dt .

0
Ennek az alaknak a vizsgalataval jellemezhetjiik a modellt.

4.1.1. lemma. Ha p, > p,,+ pg, akkor az optimalis megoldds az djramegmunkalas elhagyésa.
A bizonyitds nyilvanvald. Lathatjuk, hogy az az optimalis, ha nincs djramegmunkélds, mivel
az Ujramegmunkdldsi rata koltségkoefficiense pozitiv. Ebben az esetben a két raktirra

vonatkozé feladat egymdstdl fiiggetlen és az optimdlis megoldds, ha a készletszint
mindkettében nulla. Az 1. raktar feladata (fiiggetleniil a 2. raktarétol):

T
“hll1 (1) + p, B, ()] dt — min

0

gy, hogy

1,(1)20
P, ()20

a 2. raktaré pedig
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[[m1,(e)+ p, P, (1)] dt — min

0

feltéve, hogy

1,(1)20
P, (1)>0

Ezt a mésodik feladatot tekinthetjiik egy ,,visszadramld” termelés-készletezési probléménak.
(Léasd az 4.1.F.1. fuiggeléket.)

Ebben a modellben az bedramlas (visszavételi rata) adott, az kidramlas (hulladékkezelés vagy
Ujramegmunkdlds) pedig dontési valtozd. Az elsd feladat megolddsa mér ismert a termelés-
készletezés irodalmabol.

Az optimdlis készletszintek egyenldk nullival. Az optimdlis hulladékkezelési
(4jramegmunkaldsi) szint pozitiv, nincs olyan intervallum, ahol a hulladékkezelés egyenld
lenne nullaval. Ez azt mutatja meg, hogy nem létezik optimélis megoldds, ha a kezdeti

készletszint szigortian nagyobb, mint nulla. A kovetkezokben azt feltételezziik, hogy a 2.
raktdrban a kezdeti készletszint nulla, maskiilonben nincs optimalis megoldas.

Most mar definidlhatjuk a koltségkoefficienseknek ehhez a szerkezetéhez tartoz6 optimalis
megoldast.

Definidljuk a kdvetkezd id6pontot:

2 :{t

Az optimdlis megoldds a megmunkaldasi, djramegmunkélési és a hulladékkezelési ratara

PO(1) = 0 0<r<y
"8 1, St<T

I, = j S(z)dz} !

B

R()(t) — O

0<t<T
P)(t)= R(t)}

és a készletszint

— <
1y = 11 {S(r)dz' 0<i<1,
0 1, <t<T’

I(#)=0 0<t<T
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Ezt az optimdlis megoldast nevezhetjiik nulla-készlet stratégidnak.
Egy mésik esetet vizsgdl a

4.1.2. lemma. Ha p, = p,+ p,, akkor az optimélis megoldas

0 0 0<r<rt,
P(t)=1 « ~ .
g P(t) 0<P(t)<min{S(t),R(t)}, t, <t<T
0 0 0<r<r
Pm (t) = 0 ]
St)—P°(t) t,<t<T

P, (H)=R(t)-P’(t) 0<t<T

és a készletszint

190 =10 —J;S(r)dr 0<t<t,

0 t,<t<T"’
I)({#)=0 0<t<T
A bizonyitds nyilvdnval6. A koltségfiiggvény elemzésével egy ahhoz hasonlé probléméhoz

jutottunk, mint, amit az 4.1.1. lemmadaban vizsgidltunk. A Kkiilonbség az, hogy az
Ujramegmunkdldsi rata egy felso és egy also hatar kdzott mozog.

Ez is egy nulla-készlet stratégia, de a megmunkalasi, djramegmunkélési és hulladékkezelési
rata az Gjramegmunkaldsi rata fiiggvényében valtozik.

A kovetkez6 vizsgédlatunkndl azt feltételezziik, hogy p, < p,+ps amivel kizarjuk a specidlis
koltségstruktirdk eseteit. Tekintsiik ezt az altalanos esetnek! Az aldbbi lemma azt az esetet
magyarazza, amikor a megmunkdlds és a hulladékkezelés nem feltétleniil elégiti ki a
keresletet.
t
4.1.3. lemma. Ha I, +J.(R(T)—S(T))d2'20, Vit E[O,T], akkor a megmunkaldsi rata a
0

tervezési iddszakban egyenld nullaval.

Bizonyitds: A lemma bizonyitdsdhoz a lehetséges megmunkdldsi, djramegmunkdldsi és
hulladékkezelési ratdkat hasznéljuk:

I, +j13,n(r)dr+j R(T)df—jS(T)dT >0,
0

0 0

_j P, (7)dt— j P (7)dt+ j R(7)dt=20.
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Ez a két egyenlétlenség a differencidl egyenletek integral formajabdl jon.

Ezekbdl kovetkezik:
J.S(T)dr— I, - j P (v)dr < j P(v)dr< —j P(0)dr+ j R(7)dr.
0 0 0 0 0

Most, az alabbi két egyenldtlenség is igaz

[Sdz—1,- [ P,(ndT < [S(Ddr-1,,
0 0 0

~[ P/(v)dz+ [ R(pydT < [ R(D)dT.
0 0 0
Ha 6sszeadjuk az egyenlotlenségeket
[sdr—1, <[ P.(v)dr<[R(2)dz,
0 0 0

akkor megkapjuk a lemma feltételét.

Az eredményiinket gy magyardzhatjuk, hogy nincs sziikség megmunkaldsra, ha a végtermék
kezdeti készletszintjének és a visszavett termékeknek az 6sszege nem kisebb, mint a kumuléalt
kereslet a tervezési id6szakban, vagyis

t t

1, +IR(r)d1'2 IS(T)dT.

Egy masik fontos kovetkezménye a lemmdnak, hogy ilyen esetekben van hulladékkezelés,
ahogy azt a 4.1.3.2 fejezetben feltételeztiik. A kovetkezd lemma arra az esetre ad feltételt,
amikor nincs hulladékkezelés.

T

4.1.4. lemma. Ha [, + I (R(7) = S(7))d7 <0, akkor a hulladékkezelési rata egyenld nulldval
0

a tervezési idészakban.

A lemma bizonyitdsa nyilvdnval6. Ha minden visszavett terméket djramegmunkdlnak a
tervezési id6szakban, és ez nem elégiti ki a keresletet, akkor a hulladékkezelés foloslegesen
noveli a koltségeket. A fogyaszt6tdl vissza nem keriilt termékeket djra kell termelni, mivel
azok mar nem fognak keresletet kielégiteni. Az eset megoldasat a 4.1.3.3 fejezet adja meg
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A kovetkezd fejezetben az éltaldnos megolddst adjuk meg erre a problémara, specialis
koltség- és rendszerstrukturdk nélkiil, vagyis azt feltételezziik, hogy a lemmak eredményeit
eldzetesen teszteltiik.

4.1.5. A modell megoldasa

A probléma megolddsdhoz a Pontrjagin-féle maximumelvet fogjuk alkalmazni. Az
optimalizalashoz két segédfiiggvényt vezetiink be: a Hamilton- és a Lagrange-fiiggvényt. Ez
utébbi az eldbbi készletezési korldttal vald bovitése.

Hamilton-fiiggvény:

H(I,(t),1,(1), P, (1), P.(1), B.(1), ¥, (1), ¥, (1),1) =

P, (1) P, (1)
1,(1) 11 0 -5(1)
- [hl hz] +[ m r d] R(Z) +[l//1(t) Wz(t)] R(Z) +
Lz (t)} P b7 P, (t) {0 -1 _J P, (t) { R(’) }

A kovetkezének bemutatott Lagrange-fiiggvény hasznos eszkdznek fog bizonyulni az
adjungalt valtozok megszerkesztéséhez.

Lagrange-fiiggvény

L(1,(0),1,(1), P, (1), P.(2), B, (1), (1), W, (1),1) =

0 E)
) Il(l) N s . . 1 1 0 + _S(f) "
[hl hz]{lz(l‘):| [pm P, pd] git; [l/ll( ) WZ( )] |:() -1 —1:| 223 {R(I)}

a0 201

A feladatunk egy konvex (linedris) optimélis irdnyitasi probléma. A feladat konvexitasabol
fakado eldny, hogy a sziikséges feltételek egyben elégségesek is. Igy igaz, hogy (Thopmson-
Sethi (1981), Feichtinger-Hartl (1986), Seierstad-Sydsaeter (1987)):

4.1.1. tétel. Ahhoz, hogy {I7(1).1; (1), P) (1), P (1), P{ (1)} az (4.1.1)-(4.1.4) feladat optimalis

megoldasa legyen, sziikséges és elégséges, hogy létezzen olyan y (r)és w () fliggvény,

t 0
ahol minden 0<t <T idd&pontra azt kapjuk, hogy {y/l Efj # [O}
¥,

(a) készletszintek stacionaritdsa:
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w,(6)] A1) 130, PY(0), PO(6), P (1), (D)., (1), 4, (1), A, (1).1)

()] (1) ’
?/l(t)_ : [h {Iz(t)} ;

wHao!

(b) a maximumelv a megmunkéldsi, Gjramegmunkdlsi és hulladékkezelési ratira:

Jmax {H(1 (), 10, B, (0, B, (1), P (0,097, (1).1)} =
T
0 | B(r)

H(I? (1), 19(0), P (1), P (1), P (1), ¥, (), ¥, (1).1)

max {(y, ()~ p,) B, (0} = (¥, ()~ p, )P (1) =0

0<F, (1)
max{(y, () =y, ()= p, )P0} = (¥, () =y, (1) = p,) P (1) =0,
max {~(y, (1) + p, ) P ()} =~(w, (1) + p, ) P/ (1) = 0

(c) az adjungalt valtozok szakaddsa bizonyos pontokban:

t; t ING 0
Vit %(g), t,€(0.7), jelJ, 10(]) :H
l/lz(tj) l/lz(tj) Iz(tj) 0
(d) a készletszintek Lagrange-fiiggvényre vonatkoz6 feltétele:

uw)zxmﬁﬁﬂ:a L) AW o,

(e) az idore vonatkozé feltétel:

v, (1) wxn{””)

Az (a) feltétel a mozgési szabdly az adjungalt véltozokra. A (d) feltételek a készletszint
Lagrange-fiiggvényre vonatkozo feltételei, az (e) pedig az allapotvaltozok idore vonatkozd
feltételei. Az adjungdlt valtozokat dgy értelmezhetjiilk, mint az arnyékéarat az 1. és a 2.
raktarban. A (b) feltételeket felhaszndlva az optimdlis megmunkaldsi €s djramegmunkélasi
ratat egyszeriibb formdban is felirhatjuk:

O l//l(t)spm

Pl (1) = L ’
nemdefinidlt y,(t)=p,,
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R%ﬂ={ 0" viO-y,(O<p,
nemdefinidlt y (t)—y,(t)=p,

P (1) = ’ ViD= Th
nemdefinidlt y,(t)=-p,

A feltételeket a 2. dbra szemlélteti.
Mieldtt megszerkesztenénk a megmunkalds, djramegmunkalas és hulladékkezelés optimalis

utjat, vizsgaljuk meg w (1) és w,(r) adjungdlt véltozok lehetséges utjait. Az adjungalt
valtozok kozott linedris kapcsolat van, igy harom esetet kiilonboztethetiink meg:

1. eset v,t)=p,—p,, ¥,(t)=-p,, te[tl,tz]
P)(1)=0, P’(1)>0, P)(1)>0, te[t,1,]

Ez a pont egy megoldas az adjungalt valtozokra. (Lasd 2. dbra.) Derivélas utdn a kovetkezd
azonossagokat kapjuk:

0=y, (t)=h _11(7/‘)
O=w,(t)=h, —ﬂz(l‘)’

ami azt jelenti, hogy

hy=A,(t)>0
h,=4,(t)>0

Ehhez az esethez haszndlhatjuk a Lagrange-fiiggvényre vonatkozé feltételeket. A vizsgélt
intervallumon a készletszint egyenld nullival, az optimdlis megmunkaldsi és
Ujramegmunk4ldsi rata pedig:

I} (1)=0,
L1 =0,
P(1)=0, telt,.t,] .

PY(1) = S(1),
P)(t)=R(t)-S(t) 20,

2. eset : v, (O-y,(D=p,, v,O)<p,, V,0)>p, te[t.t1,]

PY(1)=0, P’(t)>0, P/ (t)=0, telt,1,]
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A

w, (1)

A lehetséges adjungdlt viltozok halmaza (l// (), ¥, (1)

v, =y,0)-p,

v

Pm
v, (1)
(Pm> Pm~Pr)

n 9 )
TPd Pdl

v, =y,(t)-p,’

4.1.2. abra Az optimalitasi feltételek grafikus megjelenitése
Ez a megoldés az adjungalt véltozokra egy pontpar a nyilak kozott. (Lasd 4.1.2. dbra.)

Derivélés utdn a kovetkezd azonossagokat kapjuk:
O=w,(t)—y,(t)=h —h,—A,(t)+A,(1),
vagy

O=h —h,—A,(t)+4,(t)
hy—hy+A,t)=2,(1)>0

Ha feltételezziik, hogy h; > h,, akkor az optimélis megold4s

I'(1) =0,
(1) 20,
P’(t)=0, teln.t],
PP (1) = S(1),
B/ (1)=0,

vagy, ha h; <h;
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10(1) 20,
1)) =0,
P)(1)=0, telt.1,] .
P’(1) = R(1),
P} (1) =0,

Az adjungalt véltozok az elsd esetben

v () =y, +h(t—1) } refrn],
() =y, (1) p,

és a masodik esetben

i) =y, +h(t—t) } tE[tl’tZ]'
v, =y, (1)-p,

3' eset: l/jl(t):pm’ WZ(I):pm_pr’ te[tl’tZ]
PY(1)>0, P’(1)>0, P)(1)=0, te[t,t,]

Ez a pont egy megoldds az adjungilt valtozokra. (Lasd 4.1.2. dbra.) Derivdlas utdn a
kovetkezo azonossagokat kapjuk:

O=y,(t)=h —-A4,(t)
O=y,@)=h, _ﬂ“z(t)’

ami, azt jelenti, hogy

ho=2,)>0
h,=21,(t)>0

Ehhez az esethez haszndlhatjuk a Lagrange-fiiggvényre vonatkozé feltételeket. A vizsgalt
intervallumon a készletszint egyenlé nulldval, az optimdlis djramegmunkéldsi és
hulladékkezelési rata pedig:

I’ (1)=0,
(1) =0,
P)(1)=St)—-R1®)20,p telt.t1,].
P’(1) = R(1),
P)(t)=0,

A fenti hdrom esetbdl rogton kovetkezik
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4.1.5. lemma. Optimalis dontés esetén t&/0,T] idépontra teljesiil, hogy P”? (1) Pdo (t)=0.

A lemma jelentése, hogy adott idopontban vagy megmunkalds, vagy hulladékkezelés torténik,
de egyszerre a kett sosem. A kovetkez6d kérdés, hogy milyen sokdig lehet djramegmunkalni,
megmunkalas és hulladékkezelés nélkiil.

4.1.6. lemma: Csak megmunkéldssal tolthetd, 7maximaélis id6:

+ p—
PuTPa =P pyos g
h
T= 2 .
pm+pd_pr hlghz
h
1

A lemma bizonyitdsdhoz szerkessziink egy lehetséges utat az adjungélt véaltozokra! Ha
beiitemezziik a harom lehetséges esetet, eljutunk egy lehetséges tithoz. (Ldsd 4.1.3. és 4.1.4.
abra.)

l//l(t) A

1. eset 2. eset 3. eset

Pm

v

PrPa /

4.1.3. dbra A y, (1) adjungalt valtozo egy lehetséges utja

y, (), 1. eset. 2 .eset 3. eset

PmPr

v
-~

/

4.1.4. abra A y,(r) adjungalt valtozo egy lehetséges utja
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A 2. esetben az adjungalt valtozok tangens h, linedris fiiggvényei, ha h; > h,. Ez a tény
bizonyitja a lemmat. Ahogy lathatjuk, az adjungalt valtozoknak lehetnek szakadésai, ha a 3.
ésaz l.,a3.ésa2., vagya?2. ésaz l.eset kozott valtopont van.

Most vizsgaljuk meg a valtépontokat!

4.1.7. Lemma A 3. és az 1. eset kozott valtopont lehet, ha
T(y=1,+ j (R(7) - S(7))dr
0

fiiggvénynek lokdlis maximuma van.

Bizonyitds. A 3. esetben Pn? (t)=S(t)—R(t) 20, és az 1. esetben Pdo(t) =R(t)—S(t)=0.

Ha t; ez a valtépont, akkor #; pontban igaz, hogy R(z,)—S(¢,) =0. Ez a tény bizonyitja az
allitast.

A kovetkdkben bemutatunk néhany példat az optimalis megoldéds megszerkesztésére.

4.1.6. Szampélda

Ebben a fejezetben harom példat adunk a feladat megolddsidra. Az optimélis megoldas
megszerkesztése elott ellendrizniink kell a 4.1.3. és a 4.1.4. lemma eredményét. Tegyiik fel,

hogy a lemmak feltételei nem teljesiilnek, és i; > h,. A masik esetet hasonl6éan kezelhetjiik.

1. példa. A modell megmunkdlds, vjramegmunkdlds és hulladékkezeléssel

A szdmpélddhoz hasznélt adatokat az 4.1.1. tdblazat tartalmazza. Az 4.1.5. 4bra T (1)

fliggvényt mutatja, amely fontos szerepet fog jatszani az optimalis megmunkaldsi,
Ujramegmunkalasi és hulladékkezelési rata megszerkesztésében.

Paraméter Leiras
Kereslet S(t)=1+0.5sin(t)
Visszavételi rata R(t)=0.7(1+0.5sin(t-n)), t>7,

R(t)=0, t<x

Készlettartdsi ktg., 1. raktar h;=2
Készlettartasi ktg., 2. raktar ho=1
Megmunkalds koltsége Pm=I
Ujramegmunkalas koltsége pr=2
Hulladékkezelés koltsége pa=3
Kezdeti készletszint, 1. raktar Iy=1.2
Tervezési idészak T=12

4.1.1. tablazat Az 1. példahoz hasznalt adatok
106



dc_177 11

T(r) fiiggvénynek két minimuma van, 3.502 és 9.785 idépontokban. El3szor az optimélis

/////

0 0<t<0979

S(t)—R(t) 0979 <t <3502

P°(1) = 0 3502 <t <7.398.

S(t)—R(t) 7398<t<9.785
0 9.785<t<12

4.1.5. abra Az I (1) fiiggvény az 1. példaban
Az optimalis hulladékkezelési rata

0 0<1<9.785

0 _
Fin) = {R(t) —S(t) 9785<1<12’

és az tjramegmunkalési rata

0 0<t<0979
R(t) 0979<r<3502
P’(t)=1S8(t) 3502<1<7398.
R(t) 7.398<t<9.785
S() 9.785<t<12
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4.1.6. abra Kereslet és visszavételi rata az 1. példaban

2. példa. A modell megmunkdldssal és hulladékkezeléssel

A szdmpélddhoz haszndlt adatokat a 4.1.2. tiblazat tartalmazza. A 4.1.7. dbra I (¢) fiiggvényt
mutatja, amely fontos szerepet fog jatszani az optimdlis megmunkalsi, djramegmunkalasi €s
hulladékkezelési rata megszerkesztésében.

Paraméter Leiras
Kereslet S(t)=t"(r*-144)
Visszavételi rata R(1)=0.9(t-1)*((t-1)*-144), t>1,

R(1)=0, t<1

Készlettartasi ktg., 1. raktar h;=2
Készlettartasi ktg., 2. raktar hy=1
Megmunkalds koltsége Pm=3
Ujramegmunkalas koltsége pr=2
Hulladékkezelés koltsége pa=3
Kezdeti készletszint, 1. raktar 1y=6478
Tervezési idoszak T=12

4.1.2. tablazat A 2. példahoz hasznalt adatok

T (1) fiiggvénynek 9.757 idépontban minimum van. Elészér az optimalis megmunkaldsi ratat
adjuk meg:

0 0<r<8281
P’(t)={S(t)- R(t) 8281<t<9.757.
0 9757<r<12
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8000
6000
4000

I(t)
2000

—2000
0

4.1.7. abra Az I (1) fiiggvény a 2. példaban
Az optimdlis hulladékkezelési rata:

0 0<t<9.757

Pdo(t):{ ’
R(t)=8(t) 9.757<t<12

6000 T T T T T

4000~
R(1)
S(t)
2000~

4.1.8. abra Kereslet és visszavételi rata a 2. példaban
és az tjramegmunkalasi rata

S(t) 0<t<8281
P’(t)={R(t) 8281<t<9.757.
S(t) 9757<t<12

3. példa. A modell megmunkdlds nélkiil

A szampélddhoz hasznalt adatokat a 4.1.3. tdblazat tartalmazza. A 4.1.9. dbra I (¢) fiiggvényt

mutatja, amely fontos szerepet fog jitszani az optimdlis megmunkéldsi, djramegmunkélési és
hulladékkezelési rata megszerkesztésében.
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Paraméter Leiras
Kereslet S(t)=(1+0.05t)(1+sin(t))
Visszavételi rata R(t)=(1+0.05(t-1))(1+sin(t-1)), t>1,

R(1)=0, t<1

Készlettartasi ktg., 1. raktar h;=2
Készlettartasi ktg., 2. raktar hy=1
Megmunkalas koltsége D=5
Ujramegmunkalas koltsége pr=2
Hulladékkezelés koltsége pa=3
Kezdeti készletszint, 1. raktar 1y=3.7
Tervezési idoszak T=12

4.1.3. tablazat A 3. példahoz hasznalt adatok

I (1) fiiggvény szigoriian nagyobb, mint nulla, igy nincs megmunkalas: P’ (t)=0.

w
I
|

W2 hn

4.1.9. abra Az I (¢) fiiggvény a 3. példaban

Az optimdlis hulladékkezelési rata:

0 0<1<8628
P)(t)=1R(t)-S(t) 8.628<10943,
0 10943<1 <10
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R(t) ;

Sy |/

4.1.10. abra Kereslet és visszavételi rata a 3. példaban

és az tjramegmunkalasi rata

S(t) 0<r<8.628
P’(t)={R(t)-S(t) 8628 <t<10943.
S(t) 10943<r<12
4.1.7. Kovetkeztetés

Tanulmanyunkban egy visszutas logisztikai feladatot oldottunk meg. A megmunkalds,
Ujramegmunkalas és hulladékkezelési koltségek konvexitdsa (linearitdsa) miatt az optimalitas
sziikséges feltételei egyben elégségesek is. A modell lefrdsa utdn bemutattunk harom példat
az optimdlis trajektoridk megszerkesztésére. Azt az eredményt kaptuk, hogy a visszutas
logisztikai feladat viselkedését az 1ij és a visszavett aruk készlettartasi koltsége befolyésolja.
Az Ujramegmunkdlds irdnyitja a rendszer optimdlis utjat, a megmunkalds szerepe pedig az,
hogy tagitsa a termelési lehetdségeket, ha a kereslet nem elégithetd ki a visszavett aruk
Ujramegmunkalasabdl.
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4.1.F.1. fiiggelék: A ,.forditott” linearis termelés-készletezési feladat

A feladatot a kdvetkezOképpen irhatjuk le:
J'[(h2 —hy)1,(t)+ p,P,(t)] dt — min

ugy, hogy
L(t)==P(1)+R(z), I,(1)=0,

r

0<1,(2),
P()20

Ezt a problémat tekinthetjilk egy ,forditott” termelés-készletezési feladatnak. Ebben a
modellben a bedramlés (visszavételi rata) adott €s a kidramlads (djramegmunkélds) a dontési
valtoz6. Most oldjuk meg a forditott feladatot!

A Hamilton- és a Lagrange-fiiggvény a kovetkezo alakot olti.

Hamilton-fiiggvény:

H(L,0), Py, (0,0) = ~{(hy = 1)1, (1) + p, B (1) |+ v, (6)] P, (1) + R(1)]
Lagrange-fiiggvény:

L(L, (1), P.(0).y, (0.2, (0).1) = = (hy = )1, (6) + p, P (0)] + v (1) P, (1) + R(1) | + 4, (1) 1, (1)
Az optimalitds sziikséges és elégséges feltételei:

(1) az adjungdlt véltozéra: ¥, (t) = (h, —h)—A,(1),

(2) a maximumelv: max{—(pr +Y, (t))R(t)} =—(p, +v, (1)) P’(t) =0,

P.(1)20
(3) a Lagrange-fiiggvényre vonatkozo feltétel: A4,(7)1 ;) (t)=0,4,(t) 20,
(4) az iddre vonatkoz6 feltétel: y,(t,)1 ;) (t,)=0,y,(t,)20.

Az optimalis megoldas

L) =0
P'(1)=R(t); Vie[t.t,].
l/jz(t) =Dy
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Amint lathatjuk, az optimélis készletszint egyenld nulldval és a raktari kapacitds korlat szabad
feltétel. Az optimdlis Ujramegmunkéldsi szint pozitiv, nincs olyan intervallum, ahol az
Ujramegmunkalasi rita egyenlé nullaval. Ez azt mutatja, hogy nem Ilétezik optimalis
megoldas, ha a kezdeti készletszint szigortian nagyobb, mint nulla. Tehét 7,, = I(z,) = 0.

113



dc_177 11

4.1.F.2. fiiggelék: A ,direkt” linearis termelés-készletezési modell, altalanositott
kereslettel

A kovetkezd probléma a klasszikus, linedris feladat dltalanositdsa, ahol a mddositott kereslet
lehet negativ, ha a visszavételi rata nagyobb, mint a kereslet szintje. Igy a megoldas egy kicsit
eltér azoktdl az esetektdl, ahol a kereslet nem negativ. Ennél a feladatndl nem a
maximumelvet fogjuk hasznalni, de a kovetkez6 megoldashoz tgy is el lehetne jutni.

I W (1)+ p,, P, ()] di — min

ugy, hogy
I(r)=P,()~(S(r)-R®)), T(1,)=1,,
0<T7(), P,(t)=0.

Az algoritmus alapétlete, hogy megmunkalési ratdnak nulldnak kell lennie, ha a mddositott
kereslet negativ. Ebben az esetben a készletszint véltozdsa pozitiv, azaz a készletszint n6. Ha
a megmunkdldsi rdta pozitiv lenne, akkor a készletszint novekedés nagyobb lenne és a
megmunkdldsi szint nulldn tartdsdval a célfiiggvény alacsonyabb és a véllalat nem termel,
amig a készletszint megint nullara nem siillyed.

El6szor keressiikk meg annak az intervallumnak a kezddpontjait, ahol a médositott kereslet
negativ! Konnyi belatni, hogy a kumulalt, mddositott keresletnek maximum van és a kereslet

szintje egyenld nulldval. Legyenek ezek a pontok {7}’ ,és {7, +¢,} _ pontok pedig, ahol

a készletszint eldszor éri el a nulldt vagy a tervezési iddszak végét, ha a készletszint
egyaltaldn nem éri el a nullat! Igy az optimdlis megoldas:

Ly + Ly + [(R@) = S(D)dT 1y + Ly + [ (R(2) = S(0))d7 20

gl i

1°(1) = 0 te[fi—l+8i—l’fi)
[(R(x)-S(2))dr telr,.7, +¢)
0 Lo+ Ly + [ (R(D) = S(2))dT
P’(t)=1{S(t) - R(?) te [r,.l_1 +E,,,T,)
0 telr,.7, +¢,)
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4.1.F.3. fiiggelék: A ,forditott* linearis termelés-készletezési modell, altalanositott
kereslettel

Ez a feladat egy forditott, linearis probléma dltaldnositdsa, ahol a médositott visszavételi rata
lehet negativ, ha a kereslet szintje nagyobb, mint a visszavételi rita. A megoldas egy kicsit
eltér azoktdl az esetektol, ahol a visszavételi rata nem negativ. Ennél a feladatndl nem a
maximumelvet fogjuk haszndlni, de a kovetkez6 megoldashoz ugy is el lehetne jutni. Miel6tt
ratériink a feladat megoldasara, megadjuk a sziikséges feltételt, ahhoz, hogy létezzen
megoldas:

Lo+ 1Ly +[(R(D)=S()dr20, Vie[t.1].

h

Ha ez a feltétel nem teljesiil, akkor a feladatnak nem létezik megoldésa.

th (t)+ p, Py (1)] dt — min

gy, hogy
T(t)=-P,)+(R()-5@), T(t)=T,,
0<T(t), P,(t)=0.

Az algoritmus alapétlete, hogy a hulladékkezelési ratanak nulldnak kell lennie, ha a
modositott visszavételi rata negativ. Ebben az esetben a készletszint valtozasa pozitiv, vagyis
a készletszint n6. Ha a hulladékkezelési rata pozitiv lenne, akkor a készletszint novekedés
magasabb lenne €s a hulladékkezelés nullan tartasaval a célfiiggvény alacsonyabb és a vallalat
nem végez hulladékkezelést addig, amig a készletszint megint nulldval nem egyenld.

Most megismételjiikk a fenti algoritmust, de ,.forditva“ (visszadramléssal)! Elszor keressiik
meg annak az intervallumnak a végpontjit, ahol a mdédositott hulladékkezelési rata pozitiv!
Konnyen beldthatd, hogy a kumulélt, médositott visszavétel és a moédositott visszavételi rata

i=1’
készletszint el6szor eléri a nullat vagy a tervezési idOszak elejét, ha a készletszint egydltalan
nem éri el a nullat! Igy az optimélis megoldas

egyenld nulldval. Legyenek ezek a pontok {Tl.} és {Tl. —81.}:,1:1 azok a pontok, ahol a

0 te[r.,.7t,—¢€)
I(R(T) -S()dr  te|r,—¢,.7,)

7€

1°(r) =

R()-S(t) te[r.,.,7,—¢€)
0 telr, —¢€,.1,)

Pdo(t) ={
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4.2. Optimalis termelés-készletezési stratégia egy Arrow-Karlin tipusi
visszutas logisztikai rendszerben

4.2.1. Bevezetés

A determinisztikus, EOQ-tipusu, egytermékes, kétraktdras visszutas logisztikai modelleket az
irodalom széles kortien tanulmanyozta (Schrady (1967), Richter (1996a, 1996b, 1997),
Richter-Dobos (1999), Teunter (1998), Dobos-Richter (1999a, 1999b)). A kutatdsok az
optimdlis paraméterek meghatdrozasra irdnyultak, elére adott irdnyitasi rendszer feltételezése
mellett. Az optimadlis stratégia szerkezetét eddig nem kutattdk (Fleischmann et al. (1997)).

Jelen tanulmanyunk célja, hogy a fent leirt, sajatos szerkezetli rendszerekben megtalaljuk az
optimadlis készletezési stratégiat. Az EOQ-tipusti rendszerek alapvetOen statikus struktirajiak,
de cikkiinkben dinamizélni fogjunk egy ilyen modellt. A kereslet, feltételezés szerint, egy
ismert, adott tervezési id6szakban folytonos fiiggvény €s a haszndlt termékek visszavételi
ratdja egy adott konstans. A termékek felhaszndldsa és visszakiildése kozott nem meriil ol
késés. Két raktdrat vizsgalunk. A keresletet az 1. raktarbol elégitik ki, ahol a megmunkalt és
Ujramegmunkalt termékeket taroljak. A visszavett darabokat a 2. raktarban gyujtik, majd
Ujramegmunkaljdk oket. A teljes koltséget a raktarak linedris készlettartasi koltsége és a
konvex, nem csokkend megmunkaldsi és Gjramegmunkélasi koltségek alkotjak.

A modellt felirhatjuk egy optimdlis irdnyitdsi feladatként, két dllapot- (készletszint az 1. és a
2. raktdrban) és két irdnyitdsi vdltozéval (megmunkaldsi és Gjramegmunkalasi rdta). A cél a
raktdrak Osszes készlettartdsi koltségének és a megmunkdlds és Gjramegmunkdalds koltségének
minimalizdldsa. A modelliinket, ebben a formdban, tekinthetjiik a j6l ismert Arrow-Karlin
(1958) modell altaldnositdsanak két raktarral.

4.2.2. A modell

Egy kétraktaras visszutas logisztikai modellt fogunk vizsgélni, folyamatos hulladékkezelés
mellett. A kdvetkezd paramétereket vezetjiik be:

-T a tervezési id6szak hossza,

- S(t) a kereslet, folytonosan derivalhato,

-r a visszavételi rata a 2. raktarban (0<r<1),
- hy a készlettartasi koltség az 1. raktarban,

- hy a készlettartasi koltség az 2. raktarban,

- Fu(Pn(t)) a megmunkalds (gyartds) koltsége, konvex, monotonon nem novekvd, kétszer
folytonosan derivalhatd,

- F(P1)) az Gjramegmunkalds koltsége, monotonon nem noévekvo, kétszer folytonosan
derivalhato.

Dontési valtozok:
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-1;(1) készletszint az 1. raktarban,

- Ix(1) készletszint a 2. raktarban,

- Py1) Ujramegmunkaldsi réta,

- P,(t) megmunkalasi (termelési) rata.

A modellt a kdvetkezd alakban frhatjuk fol:

T

[ [{hlll(t) + F, (B, (1)} +{m 1, (1) + F,(P,(t))}] dt — min 4.2.1)

0

gy, hogy
ol ALmal Ll ol
1,(1) 'O} (4.2.3)

_P"l(t)} > H (4.2.4)

Az anyagok és koltségek dramldsat a rendszerben az 4.2.1. dbra szemlélteti.

[\

Fu(Pu(1))

megmunkdlds

hili(t)

Py(1)
S S(t) 2. bolt

Py1)

Ujramegmunkalas| P.(t) raktar rS(t)
(1. bolt)

Fi(Py(1)) halx(1)
4.2.1. abra Az anyagok és koltségek aramlasa a modellben
4.2.3. A modell néhany tulajdonsaga

Elészor feltételezziik, hogy megoldottuk a problémat P.(t) és I»(t)-re! Most az optimalis
termelési stratégia jellemzoit elemezziik. Egyszerti alakban {rthatunk egy segédfeladatot, ha
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Osszeadjuk az ismert Gjramegmunkalasi rata két differencidlegyenletét:
L)+ 1,(0) =Ly + Ly + [[P(9) = (1-nS(D)]dz =T (1)
0

vagy
L(t)y=1(t)-1,(t)=0.

A feladat a kdvetkezd alakot olti:
_|T'[hll1 (t)+ F, (P, (1))] dt +_|T'[h215(t) + F,(P,O(t))] dt — min
0 0

gy, hogy

0<I,(r)<I(t), P,(t)=0

A feladat ebben a formaban egy klasszikus Arrow-Karlin modell raktari kapacitds korlattal
(Stoppler (1985), Feichtinger-Hartl (1986), Dobos (1990)), ahol a médositott kereslet egyenld
a kereslet és az djramegmunkdldsi rata kiilonbségével. Ez a kiilonbség lehet negativ, de az
ilyen tipusd modellekre Arrow és Karlin mddositott elérehalad6 algoritmusa alkalmazhato.

Most azt az esetet fogjuk megvizsgalni, amikor nincs sziikkség megmunkaldsra, vagyis a
megmunkalasi rata egyenld nullaval.

T

4.2.1. lemma. Ha 1,+1, —(1-r) I S(¢)dt 20, akkor nincs sziikség megmunkéldsra a
0

kereslet kielégitéséhez: P, (1) =0, V1 e[0,T] .

/////

I, —j[S(z') - P’(7)]dz=0, vre[0.T].

0

/////

L, —j[P,"(r) —rS(7)]dz=0, vie[0,T] .

0

Ha 6sszeadjuk a fenti két egyenldtlenséget a lemma allitasat kapjuk.

118



dc_177 11

A lemmat ugy értelmezhetjilk, hogy a megmunkalasra akkor nincs sziikség, ha az dGjonnan
gyartott, jramegmunkdlt €s visszavett aruk kezdeti készletének nagysidga nagyobb, mint a
teljes kereslet a tervezési id6szakban, vagyis

T T
1y+1, +er(t)dt > jS(t)dt.
0 0

Kovetkezonek az optimdlis zaré készletnagysagot vizsgaljuk.
T

4.2.2.1emma. Ha /,,+ 1,, — (1- r)J. S(t)dt <0, akkor az optimdlis trajektréia: 1 (T) =

0
Bizonyitds: A bizonyitas nyilvdnvald. Ha a készletszint a periddus végén nagyobb lenne, mint
nulla, akkor a periddus végi tjramegmunkdldsi ratat nulldnak védlaszthatnank, és ezzel egy

jobb djramegmunkaldsi stratégiit érnénk el alacsonyabb koltséggel.

Most tegyiik fol, hogy ismerjiik P,(z), optimalis megmunkaldsi stratégiat! Igy két
segédfeladatot alkothatunk, amiket a mér bevezetett I(1) fliggvény segitségével irhatunk fol:

ha hj 2h2

[( = m,)1,(e) + F(P ]dt+”h1 )+ F,(B)(1))] dr - min

St

0<1,(1)<
P(1)20

és ha ]’l] < hg

[(y = 1)1, (2) + F(P(2)) dt+”h1 )+ F,(B)(1))] dr - min

ot

gy, hogy

A fent leirtak segitségével jellemezhetjiik az optimdlis Gjramegmunkdldsi stratégiéat.
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T
4.2.3. lemma. Ha h; =2 hy és [, — I S (t)dt 20, akkor nincs sziikség se megmunkalasra, se
0

djramegmunkdldsra a kereslet kielégitéséhez: P, (1)=0, P’(1)=0, Vte[0,T].

A bizonyitéds nyilvanval6. Ha linedris készlettartdsi koltség az 1. raktarban nem kisebb, mint a
masodikban, akkor a célfiiggvény értéke akkor a legkisebb, ha a lehet6 legnagyobb, azaz
indul6 1. raktarbeli készletszintet folyamatosan csokkentjik. A lehetd legalacsonyabb,
nemnegativ készletértéket akkor érjiik el, ha a djramegmunkalasi rata egyenld nulldval:

I(t)= Ly +r[S(r)dr, Vie[o.T].
0

Ha a megmunka4lasi rata egyenld nulldval, akkor az 4.2.1. lemméabdl
t

T°(0)= 1y + Ly —(1=1)[ S(z)dz 20, Vie[0.T].

0

Felhaszndlva a készletszintekre vonatkoz6 egyenlétlenségeket

t t
T°(0)= Ly + Ly —(1=1)[ S(2)dT 2 Ly + r[ S(2)dT = 1] (1), Vie[0.T],
0 0
ami megegyezik az dallitdssal. A lemma azt mutatja meg, hogy a véllalatnak a tervezési
id6szakban djramegmunkéldst is kell végeznie, kivéve, ha a készlettartdsi koltség az 1.
raktdrban magasabb, mint a 2. raktarban és a kezdeti készletszint az 1. raktarban elegendden
nagy ahhoz, hogy kielégitse a keresletet a periddus alatt.

Vizsgaljuk meg az optimdlis zar6 készletnagysdgot a 2. raktarban!
T

4.2.4.lemma. Ha h; > h; és I,, — J S(¢)dt < 0, akkor az optimdlis trajektériaban: 1, (T) = 0.
0

A lemma bizonyitasa a ,,forditott” Arrow-Karlin modell optimalitési feltételeit kovetik. (Lasd
a 4.2.F.1. fuggeléket.) Ha h; = h;, akkor a zar6 készletszint a 2. raktarban szigordan nagyobb
lehet, mint nulla.

4.2.4. A modell megoldasa

A feladat megolddsahoz a Pontrjagin-féle maximumelvet fogjuk alkalmazni (Feichtinger-
Hartl (1986), Mangasarian (1966)). A probléma Hamilton-fiiggvényét agy irhatjuk fol, hogy

H(I,(t),1,(1), P, (1), P.(), ¥, (1), ¥, (2),1) =

Am, (1) + 1, (1) + F, (P, (1) + E(B.(0)]| +[w, (1) V’z(t)]{(l) —11}{1;((;))}{;5((;))}}
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A feladat egy optimadlis irdnyitasi probléma, ahol a korldtozdsok tisztan az dllapotvaltozdkra
jelentnek meg. Az optimalitds sziikséges és elégséges feltételeinek meghatirozdsira a
Lagrange-fiiggvényt alkalmazzuk:

L(I, (), 1,(2), P, (1), P.(1), 9, (1), W, (1), A, (1), A, (1), 1) =

A1)+ 1 (6) + F, (B, (6)) + F(P.(0)]+[w(¢) Wz(t)]{(l) _ﬂ[i((;))}{;ﬁ(f)ﬂ%
R

Az optimalitas feltételeit a kvetkezo tétel irja le.

4.2.1. tétel. Ahhoz, hogy {If(z),13(:),13,3(:),13,“(:)} az (4.2.1)-(4.2.4) feladat optimlis
megolddsa legyen, sziikséges és elégséges, hogy létezzen olyan folytonos w, (r)és w,(1)

0
fiiggvény, ahol minden 0<t <T id6pontra azt kapjuk, hogy le Etﬂ # [O}
v,

()

V/l(t)} AL O] 0. B0, B (0.9 (0., (1, 4,(0).4, (1).1)

) |

(b)

{Oﬁ%q{H(n’a)J?(w, B (0. P. (0., (0.0, (0).1)} =
o P

H(I)(0).19(1), P2 (), P (0). v, (). v, (1).1)

max {y, ()P, (1)~ F,(P, (1)} =

W ()P (1)~ F,(P(1))
max{(y, ()~ v, ) P.() - F,(P,(1)} =

0<P,(1)

(v, () =y, )R ()~ F,(P’ (1)

(©)
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vm>1xmfﬂﬂ=o

1(¢)
[4(6) A:(r)]2[0 0]

(d)

r) ] ) |=0

L(T)
[‘//1 (T) l//z(T)] 2 [0 0]

A (b) feltételbdl kiindulva egyszertisithetjiik az optimalis megmunkaldsi és djramegmunkalasi
ratat:

POty = 0 y, (1) < F(0)
O IE] (v ) v () = F(PX(1)> FL(0)

P°(1) = 0 v, (t)-y,() < F/(0)
TR (v 0-w ) v -v, ()= F(P (1)) > F0)

A kovetkezd fejezetben meghatdrozzuk egy trajektdria azon tartomdnyait, ahol a megfeleld
feltételek egyiittesen teljesiilnek.

4.2.5. Az optimalis trajektoria tartomanyainak a meghatarozasa
Az optimdlis trajektoria megszerkesztése elbtt, vizsgaljuk meg a modell tartomanyait!

Leset: 1'(1)>0, 1)(1)>0, telt,1,]

Ebben az esetben A,(f) és A,(r) vdltozé egyenld nulldval. Az adjungdlt véltozok
differencidlegyenletei a kdvetkezd alakot oltik:

[«m(r)} _ m

l//Z(t) h2

Tegyiik fel, hogy a megmunkélasi és djramegmunkaldsi rata nagyobb, mint nulla! Ekkor az
optimadlis ratdkat tigy szdmolhatjuk, hogy

[ v, (1) } F/(P) ()
vi-y, 0] | F(P'®)]

122



dc_177 11

Ez utobbi egyenlet derivdldsa utan két differencidlegyenletet kapunk Ezzel megoldottuk a
ratdkra vonatkoz6 feladatot:

[ A0 H hy }: HUHCNHC
-] [h=h] | F{P@)E 0|
vagy

m

(Pa»
hl — hz .
F/’(Pro(l))

(4.2.5)

R() (t) —
Ha a kezdeti érték ¢; idopontban ismert, akkor a differencidlegyenletek megoldhatdak.
2eset.: 1'(1)=0, I,(1)>0, te[t.1,]

Ebben az esetben A,(f) viltozé nem kisebb, mint nulla, 4,(¢) pedig egyenlé nulldval. Az
adjungalt véltozok differencidlegyenletei a kovetkez6 formét o6ltik:

|:l//1(t):| — {hl - /11(1‘)}

v, (1) h,

A megmunkdldsi és Ujramegmunkaldsi rdta Osszege egyenlé a kereslet szintjével. Ha
feltételezziik, hogy a ratdk nem negativak, akkor az optimdlis értékeket tigy szdmolhatjuk,

hogy
[ v, (1) }z F(sm)-P'®)
v -y, (1) F(P'®) |

ahol
P)(t)=S(t)-P°(1).

Az utolsé egyenletet derivélva két differencidlegyenletet kapunk. Ezzel megoldottuk a ratdkra
vonatkozo6 feladatot:

[ A0 }:{m—iﬁ)} ES@ =B )St-F(1)
U (=W, | b —hy—A,(1) FAP (1))B (1) ’

vagy
A (t)=h = FJ(S@®) - P° ) S(t) = B (1)) = hy = hy — F/(P* (1)) P’ (1) 2 0.
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/////

FS(t)- P’ 1)) St —h,

En= FS() =P (1)) +F/(P’ (1))

(4.2.6)

Ha ismerjiik a kezdeti értéket ¢; idépontban, akkor a differencidlegyenlet megoldhat6.
3.eset: 1)(1)>0, I,)(t)=0, re(t.t,]

Ebben az esetben A,(f) vdltozé nem kisebb, mint nulla, A,(¢) viltozé pedig egyenld a
nulldval. Az adjungdlt véltozok differencidlegyenletei a kovetkez6 alakban frhatéak fol:

Vl(rq i { h }
V'/z(t) hz_;tz(t)
Az tjramegmunkélési rata egyenld a visszavételi ratdval a 2. raktarban. Ha feltételezziik, hogy

a megmunkalasi és Ujramegmunkdldsi rdta nem negativ, akkor az optimdlis értékeket ugy
szdmolhatjuk, hogy

[ V(1) }_ E, (P’ (1))

v (O -y, )] | F(rS®) |

Ha derivédljuk az utols6 egyenletet, akkor két differencidlegyenlethez jutunk. Ezzel
megoldottuk a ratdkra vonatkozé feladatot:

{ ¥, (1) }:{ Iy }: EAR ) @)
-, | | =hy+,(0) | | FArS@))rS(0) |
Vagy

m

(Pv»

A,(t) = FE/(rS(0))rS(t) —(h, —hy) 20,

3 hl B hz
Sz rF,”(rS(t))

Ha ismerjiik a kezdeti értéket ¢; iddpontban, akkor a megmunkélési rata differencidlegyenlete
megoldhaté. Az djramegmunkaldsra vonatkoz6 feltételt a kereslet alapjan tudjuk ellen6rizni.
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4.2.6. Egy elérehaladé algoritmus az optimalis trajektoria megszerkesztésére

Miel6tt alkalmaznénk az elérehalad6 algoritmust, ellendrizniink kell az 4.2.1. és 4.2.3. lemma
eredményét. Tegyiik fol, hogy a lemmadk feltételei nem teljesiilnek.

Egy mddositott eldrehaladé Arrow-Karlin-tipusi algoritmust mutatunk be az optimalis
trajektoria megszerkesztésére. Az algoritmus célja, hogy minimalizaljuk a készletszinteket,
feltételezve, hogy azok egyik raktarra nézve sem negativak. Harom tartoményt
kiilonboztethetiink meg, ahol a megfeleld feltételek egyszerre teljesiilnek: a készletszint
pozitiv vagy egyenld nulldval az 1. raktdrban vagy nulla a 2. raktarban. A hirom tartomany
egymast koveti.

Az els6 1épésben valasszunk egy kezdeti megoldast a raktdrak készlettartisi koltségének
fiiggvényében! Eloszor az (4.2.5) differencidlegyenletet oldjuk meg a kezdeti értékekkel:

P,(0)=P,
PO =P,

1. eset: h; =hy
A kezdeti P, értéket minimalisnak valasztjuk, gy, hogy létezzen olyan id6pont, amire az

egyenldség teljesiil:

L)+ 1,(t) = Ly + Ly + [ P)(2.0, P,y )dt—(1-1)[ S(0)dT20 Vie[0,T].
0 0

Uténa P,y s minimélis értékét ugy allitjuk be, hogy létezzen egy olyan id6pont, ahol tejesiil,
hogy

t

I,(t) =Ty + [ P*(2.0, By )z~ [ (S(2) - P)(7.0, P,
0 0

0))dz20 vie[0,T] .

Az algoritmusnak ezt a részét gy magyardzhatjuk, hogy a kereslet kielégitése érdekében
eldszor a megmunkdlds sziikséges minimélis mennyiségét definidljak, majd a sziikséges,
minimélis Gjramegmunkdldsét.

2. eset: hy < hy

P,okezdeti értéket is minimélisnak vélasztjuk. Igy létezik egy olyan idépont, amire teljesiil a
L)+ 1,(t) = Ly + Ly + [ P)(2.0, P,y )dt— (1= 1| S(0)dt 20 Vi e[0,T]
0 0

egyenldség.

Majd P,y minimalis értékét is meghatdrozzuk. Igy létezik egy olyan idépont, amire teljesiil,
hogy
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1,(1) = Ly — [ P*(2.0, P, )dr+r[S(1)dT20 Vie[0T] .

Az algoritmus fenti részét hasonléan magyarazhatjuk, mint kordbban, de ebben az esetben a 2.
raktarndl felmeriild0 magas készlettartdsi koltségeket ugy keriilik el, hogy a keresletet a
maximalis mennyiségli Gjramegmunkalassal elégitik ki.

A kezdeti megmunkdldsi és uUjramegmunkdldsi rita megszerkesztése utdn nem tudunk
kiilonbséget tenni ezek kozott az esetek kozott, aszerint, hogy melyik raktdrban magasabb a
készlettartasi koltség. fgy a készletszintet ezekre a kezdeti értékekre a kovetkezdképpen
definidlhatjuk:

I (t)—lw+JP° (z.0,P,

m ()

dr+ 'f P’ (7,0,P,)dz - JS(T)dT >0
Ot 0 Vi e[0,7],
Lt)=1, - j P'(7.0.P,)dt+r[S()d720

0 0

ahol P! (1,0, P

mo) és P,O(t,O, Pr()) fliggvény a differencidlegyenletek megolddsa, P,g és Py
kezdeti értékekkel, O id6pontban. Viélasszuk a legkésdbbi olyan ¢;, ahol az egyik készletszint
nulla, vagyis I;(t;)=0 vagy I»(t1)=0! Ha ez az id6pont 7, a periédus vége, akkor elértiik az
optimdlis megoldast. Ha nem, akkor folytatjuk a kdvetkezd 1€péssel és az optimélis megoldas

[0,t ;] intervallumon

I(6)=1,+[P)(.0.P,

m0
0

Jdt+[ P*(2.0, P, )dz—[S(nydr20f Vie[0.r].
0 0

I}(6) = Iy = [ P’(2.0, P, )dz+r[ S()dz 20
0

r
0

A mésodik Iépésben a legkésdbbi 7, idOpontot vélasztjuk a [#;,7] intervallumon, igy vagy

1(:)_jp° r.1,,5(t,) - P°(1,) dr+jP" 7,1, P(1,))d7 - jS(r)dr>o
. ’ B , Vielt,,T]
L(t) = 12°(¢2)—jRO(r,tz,P,O(tz))dHer(r)drz 0

15} 15}

vagy
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L) =1t +j PY(.t,, BY(1)))de+ [ PO(2.1,,78(1,))dT— [ S()dT 2 0

t t

. , Vie[t,,T]
L) = —j PY(2.1,,78(t,))dr+7r[ S(2)d7 20

és [1,,12] intervallumon az els eset optimélis megoldasa

(1) = BO(t.1,.8G) = BO(1)

P)(1) =51~ P(1)

1'(1)=0 Vieln.n] .

1@ =1(t,) - [ P(7.1,,8G,) = P*(t))dr+r[ S()dz = 0
0

0

ahol Pro(t,tl,S(tl)—Pro(tl)) fliggvény a (4.2.6) egyenlet megolddsa t; idépontban
S(t,)— P°(t,) kezdeti értékkel

P°(t)=rS(1)
Pn?(t) (t 0 m())

1°(r) = j (2.0,P,)dz—(1-7) j S(7)drt

153

Vielt,,t,].

L) =

Ahogy lathat6, a masodik 1€pésben ellendrizziik, hogy az 1. vagy a 2. raktarban a készletszint
egyenlo-e nulldval. Ha az egyik zar6 készletszint nulla, akkor elértiik az optimumot. Ha nem,
akkor azt a legkés6bbi t; id6pontot valasztjuk, ahol az egyik készletszint nulla és djra

megismételjiik a masodik 1épést. Az optimalis megoldds [#,,¢;] intervallumon lesz

P(1)= P (1.1, P(1,))

r

P(1) = B)(1.1,. P (1,))

m

1°(1) = 12(1,) +jPn?(f,tz,P,f(tz))dr+j'P,O(r,tz,P,O(tz))dr—j'S(r)drz of Vte[t.n].
0 0

16 =13(t,) = [ P(2.t,, P(t,))dr+r[ S(2)dz 2 0
0 0

Igy folytatva az algoritmust, megkapjuk az optimumot.
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4.2.7. Kovetkeztetés

Tanulmdnyunkban egy visszutas logisztikai feladatot oldottunk meg. A megmunkdlési és
Ujramegmunkdldsi koltségek konvexitdsa miatt az optimalitds sziikséges feltételei egyben
elégségesek is. A modell leirdsa utdn bemutattunk egy elérehalad6 algoritmust az optimalis
trajektoria megszerkesztésére, amelyet tekinthetiink az Arrow-Karlin elérehalad6 algoritmus
altalanositdsanak. Tovabb4d azt is megmutattuk, hogy a visszutas logisztikai feladat
viselkedését az tjonnan gyartott és a visszavett termékek készlettartasi koltsége befolyasolja.
Az Ujramegmunkalds irdnyitja a rendszer optimdlis ttjat, a megmunkalds szerepe pedig, hogy
sz€lesitse a termelési lehetoségeket, ha a keresletet nem lehet kielégiteni a visszavett termékek
Ujramegmunkalasabol.
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4.2.F.1. Fiiggelék: A ,.forditott‘** Arrow-Karlin modell

Egy moédositott Arrow-Karlin modellt fogunk megoldani. Az Arrow-Karlin modell azt
feltételezi, hogy a vallalat azért termel (bedramlds), hogy az ismert keresletet (kidramlés)
kielégitse. A visszutas logisztikai rendszerekben a bedramlas (visszakiildott termékek) ismert
és a kidgramlds (Gjramegmunkalds vagy gyartds) a dontési valtozo. Ha feltételezziik, hogy a
készlettartasi koltségek linearisak és az djramegmunkalas koltsége konvex, tovabba, hogy h,-
h; és a készletszintek nem negativok, akkor a kovetkezd termelés ((jramegmunkélés)-
készletezési feladatot definidlhatjuk.

f[(hz _hl)l(t)"'F,(P,(l))] dt — min

gy, hogy

~.

(1) ==R (1) +rS(2), 1(0)=1,,

1(£)20

P(t)=0
Ez egy konvex optimdlis irdnyitasi feladat, ahol az dallapotviltozé a készletszint és az
irdnyitasi valtozé az uUjramegmunkdldsi rdta. A modellt a Pontrjagin-féle maximumelv

segitségével oldhatjuk meg. A konvexitds miatt a sziikséges feltételek egyben elégségesek is.
Az optimalités feltételei:

ey Q'V(t):(hz_hl)_ﬂ'(t)’

@ max{w()R() - F (2.0} = ()R (1)~ F(R(0). e

0 (1)< F/(0)

)= {[F,’]‘l(—w(t)) ~y(1) = F/(P°(1)) > F(0)’

@ (’):0} viefo.7],
At)=0

@ y(DI°(T)=0, ¥(T)20.
A kiilonbség az Arrow-Karlin modellhez képest, hogy itt az adjungélt valtoz6 negativ.

Most irjuk le az optimélis trajektoridt! Két tartoményt kiilonboztethetiink meg: az egyik, ahol
a készletszint pozitiv, a mésik pedig, ahol egyenld nullaval.

@ I°()>0, A(t)=0
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Ebben az esetben az (1) és (2) feltétel a kovetkezd alakot olti, feltételezve, hogy az
Ujramegmunkaldsi rata nagyobb, mint nulla:

p(t) = (h, — )
—y(r) = F(P(1))

Derivéljuk a mdsodik egyenletet! A kovetkezd differencidlegyenletet kapjuk:

hz _hl

PrO(t) = _—F,'(Pro(t)) .

Ennek az egyenlet a jobb oldala negativ, mivel a szamldlé pozitiv és a termelési
koltségfiiggvény konvex. Ez azt mutatja, hogy a forditott Arrow-Karlin modellben az
Ujramegmunkalasi rdta monotonon nem csokkend.

® I°®)=0, P(t)=rS(t) A)=0

Ebben az esetben az (1) és (2) feltétel a kovetkez6 formaban irhat6 fol:
l//(t) = (hz - hl) - ﬂ(t)
~y(0)=F(rs@)

Derivaljuk a masodik egyenletet! A kovetkezd differencidl egyenldtlenséghez jutunk:
At) = rE(rS®))S(t) +(h, —h,) 2 0,

hz - hl
S(r) == rF/(rS(1))

Azokon az intervallumokon, ahol az egyenlétlenség teljesiil, lehet a készletszint nulla.

Elméletileg el6fordulhat, hogy az tjramegmunkélés rata nulla. Ebben az esetben a készletszint
monoton nem csokkend lenne és a periddus végén elérhetné a nulla szintet. Megmutattuk,
hogy az Gjramegmunkalési rta az optimalis trajektoridban mindig pozitiv.

4.2.F.1. Lemma. Nincs olyan intervallum az optimalis megolddsban, amire P’(t)=0 és a
zar6 készletszint is nulla.

Bizonyitdas:  Tegyiikk fol, hogy Ilétezik egy olyan [¢#;,7] intervallum, ahol az
Ujramegmunkdldsi rdta nulla optimélis megoldds esetén, a készletek nagysdga ismert és a

készletszintek monotonitdsa miatt: 0< 7 O(tl)<I %T). A készletszint t; és T kozott

maximadlis, ha az Ujramegmunkdldsi rita egyenlé nulldval. Ekkor kovethetiink egy maésik
Ujramegmunkdldsi stratégidt, alacsonyabb koltséggel:
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P(t)= max{P
P>0

()~ P(t—t1)+rj5(r)drzo,te[tlr]} -P,

h

és a készletszint ebben az esetben:

1t)=1°(t)- F(r—t1)+er(f)df, teln,.T] .

1

Konnyen lathat6, hogy az dj tjramegmunkdldsi stratégia pozitiv és az 1) készletszint
alacsonyabb, mint az el6z0 esetben. Hasonlitsuk 6ssze a feltételezett optimdlis megoldast
azzal, amit most szerkesztettiink.

f[(hz —,)I° (1) + F,(0)]dr —JT.[(h2 —h)I(t)+ Fr(ﬁ)]dz >
f[(hz —h)(I° ()= 1))+ F/(P)(0- P)]dr = ,

j(h2 —,)(1°(t) = 1(0))dt + F/(P)(1°(T) - I(T)) >0

al

Az utolsé integral szigordan nagyobb, mint nulla. Igy bizonyitottuk az elsé allitdst, vagyis az
Ujramegmunkaldsi rdta nem lehet nulla az intervallumon. Ha a zaré készletnagysag optimalis
megoldés esetén nem nulla lenne, akkor ennek az eljardsnak a segitségével mindig taldlnank
jobb megoldast. Ezzel bizonyitottuk a lemma masodik részét is.

A kovetkezOkben egy mddositott eldrehaladé Arrow-Karlin-tipusd algoritmust mutatunk be
az optimdlis trajektoria megszerkesztésére. Az algoritmus célja, hogy minimalizdlja a
készletszintet, feltételezve, hogy az ismert. Ahogy azt mdar kordbban lattuk, két olyan
tartomdny van, ahol a feltételek teljesiilnek: a készletszintnek vagy pozitivnak, vagy nulldnak
kell lennie. Ez a két tartomany egymast koveti.

Az elso 1épésben feltételezziik, hogy torténik tjramegmunkalds. Majd megoldjuk a

. h,—h
PO(f) = — 2 1
)
differencidlegyenletet,
Pr (0) = PrO

kezdeti értékkel.

Ehhez a kezdeti értékhez tartozé készletszintet tigy definidlhatjuk, mint
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(1) =1, —jpj’(r,o, P,O)dr+rj S(r)dr>0, Vrelo,T],

ahol P,O(T,O, Pm) fliggvény a differencidlegyenlet megoldasa P,y kezdeti értékkel O

id6épontban. A készletszint alacsonyabb lesz, ha a kezdeti érték ndvekszik. Toljuk el az értéket
folfelé addig, amig nem létezik egy olyan idépont, ahol a készletszint nulla! Vilasszuk a
legkésobbi t; idopontont, ahol a készletszint nulla, vagyis I(t;)=0. Ha a legkésobbi id6pont 7,
a tervezési idoszak vége, akkor elértiik az optimélis megoldast. Ha nem, akkor a kdvetkezd
1épéssel folytatjuk és az optimélis megoldds [0,#;] intervallumon

PO(1) = P(10.E,)

r

! ! vt el0,t ]| .
1°() =1, = [ P(2.0, P, )d7+r[ S()dz =0 [0
0 0

A mdésodik Iépésben kivalasztjuk 1, legkésdbbi idépontot [#;,7] intervallumon, igy
1(t) = =] P*(2,,,r8(1,))de+7[ S(n)dT 20, Vie[t,,T]
és [t,,1;] intervallumon az optimélis megoldds

P’ () =rS(2)
’©=0

Lathat6, hogy a vizsgélt intervallumon

_ hz — hl
rF(rS(1))

S(t) =

egyenldségre teljesiil.

Akkor érjiik el az optimumot, ha az I(T) zar6 készletszint nulla. Ha nem, akkor kivalasztjuk a
legkésobbi #; idopontot, ahol a készletszint nulla €s djra megismételjiikk a masodik 1épést. Az
optimalis megoldas [#,,#;] intervallumon:

P’(t) = P°(t.t,,75(t,))

r

! ! Vtelt,,t.| .
1°() = =[ P (2.t,,78(t,)) dz+r[ S(D)dT 2 0 1.1
0 0

Ugyanigy tovéabb folytatva az algoritmust eljutunk az optimumig.
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4.3. Optimalis termelés-készletezési stratégiak egy HMMS-tipusu, visszutas
logisztikai rendszerben

4.3.1. Bevezetés

A visszutas logisztika fogalma alatt az anyagok megmunkaldséat és a piacrdl visszakiildott
(visszavett), Gjra haszndlhaté anyagok Ujramegmunkdldsat értjik. A keresletet az djonnan
megmunkdlt (gyértott) és az Gjramegmunkdlt termékek egyarant kielégitik, nincs kiilonbség a
kétféle termék kozott. Annak érdekében, hogy ne terheljék a kornyezetet f6loslegesen vagy
fogyasszdk a természetes erOforrasokat, a haszndlt termékeket ujbol felhasznaljak,
amennyiben ez gazdasigos.

A determinisztikus egytermékes visszutas logisztikai rendszereket az optimadlis irdnyitas
elméletének irodalma az utébbi években széles korben vizsgélta. Az optimadlis iranyitds az
optimdlis trajektéridt irja le idében. A modern irdnyitas elmélet alkalmazasaval kvalitativ
informéciohoz juthatunk az optimélis ttrél és az idobeli dontési szabalyokrol.

Minner és Kleber (1999) és Dobos (1999) linedris visszutas logisztikai rendszereket
vizsgéltak linedris koltségstrukturdval €s hulladékkezeléssel. Tanulmadnyaikban arra jutottak,
hogy az optimalis megmunkalds-tijramegmunkélési stratégia extremalis. Ez azt jelenti, hogy
az optimadlis trajektdria mindig tartalmaz korlatozdst vagy a készletszintre, vagy az irdnyitdsi
véltozokra vonatkozéan. Hasonldé eredményre jutott Kleber, Minner és Kiesmiiller (2000) egy
tobbszordsen djrahasznosito, linedris koltségstruktirdjd modell vizsgilata kapcsén.

Kistner és Dobos (2000), valamint Dobos és Kistner (2000) egy egytermékes visszutas
logisztikai  rendszert  vizsgdltak, konvex megmunkaldsi, djramegmunkadldsi és
hulladékkezelési koltséggel. Az elobbi cikk egy hulladékkezelés nélkiili visszutas logisztikai
modellt elemez, amelyet tekinthetiink az Arrow-Karlin (1958) modell egy tobbtermékes
altalanositdsanak. A tanulmény leirja az optimdlis utat és ad egy elore haladé algoritmust az
optimdlis termelés-készletezési irdnyitdsi rendszer megszerkesztésére. Dobos és Kistner
(2000) a konvex modellt, hulladékkezeléssel altalanositotta.

Jelen tanulmdny célja, hogy megvizsgiljunk egy HMMS-tipusi (Holt-Modigliani-Muth-
Simon (1960)) visszutas logisztikai modellt. Feltételezziik, hogy a kereslet egy ismert, egy
adott tervezési idOszakban folytonos fiiggvény és a haszndlt termékek visszakiildési
(visszavételi) ratdja egy adott fliggvény. A termék hasznélata és visszakiildése kozott konstans
késés van. Két raktart fogunk vizsgdlni. A keresletet az 1. raktirbdl elégitik ki, ahol a
megmunkdlt és Udjramegmunkdlt termékeket tdroljdk. A visszakiildott termékeket a 2.
raktdrban gy(jtik, amig djramegmunkaldsra keriilnek vagy a hulladékkezel6be. A rendszer
teljes koltségét a két raktdr négyzetes készlettartdsi koltsége és a megmunkélds,
Ujramegmunkdlds és hulladékkezelés négyzetes koltsége alkotja.

A cikk a kovetkezd felépitést koveti. A masodik fejezetben bemutatjuk a modellt. A
kovetkezd részben bevezetiink egy ,,forditott” HMMS rendszert. A 4. részben vezetjiik le az
optimalités sziikséges €s elégséges feltételeit, majd bemutatjuk a modell néhdny jellemzdjét.
A 6. fejezetben egy szampéldat adunk az optimélis trajektoria szemléltetésére. Végiil
Osszefoglaljuk az eredményeinket.
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4.3.2. A modell

Egy kétraktaras visszutas logisztikai rendszert fogunk vizsgalni, ahol barmikor lehetdség van
a hulladékkezelésre. A modellt felirhatjuk egy optimadlis irdnyitdsi feladatként, két allapot-
(készletszint az 1. és a 2. raktirban) és hdrom irdnyitdsi valtozéval (megmunkaldsi,
Ujramegmunkalasi, és hulladékkezelési rdata). A cél a raktirak Osszes készlettartasi
koltségének ¢és a megmunkdlds, djramegmunkdlds ¢és hulladékkezelés koltségének
minimalizdlasa. A kovetkezo paramétereket alkalmazzuk a modellben:

-T a tervezési 1d6szak hossza,

- S(t) a kereslet, folytonosan derivalhato,

-1 a visszavétel késése, nem negativ,

-r visszavételi arany a 2. raktarban (0<r<T)

- R(1) visszavételi rita, folytonosan derivalhat6, R(t) = rS(t —7)
- 1,(0) a készletnagysag célszintje az 1. raktarban,
- L(1) a készletnagysag célszintje az 2. raktarban,
- P.(1) a megmunkalds célszintje,

- P.(0) az ujramegmunkdlds célszintje,

- I_Jd (1) a hulladékkezelés célszintje,

- hy készlettartasi koefficiens, 1. raktar,

- hy készlettartasi koefficiens, 2. raktar,

- Cn a megmunkalas koltség koefficiense

- ¢ az Gjramegmunkalds koltség koefficiense,
-Cy a hulladékkezelés koltség koefficiense.

Dontési valtozok:

-1;(t) készletszint az 1. raktarban, nemnegativ,

- Ix(t) készletszint a 2. raktarban, nemnegativ,

- Pyt) Ujramegmunkdldsi rata, nemnegativ,

- Py(t) megmunkdlasi (termelési) rata, nemnegativ,
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hulladékkezelési rata, nemnegativ.

megmunkalas
I;(t
Pot) 1(1)
P\ 1. raktdr S(z)
PA1)
djramegmunkalas

piac

R(t)

hulladékkezelés

4.3.1. abra Anyagaramlas a modellben

A az anyagok és a koltségek dramlasat a modellben az 4.3.1. dbra szemléletei.

A modellt a kovetkezd alakban irhatjuk fol:

—j[h ~L)

+hy (I, (¢ )—I_z(t))z]dt+

(4.3.1)

j[c P.(1)- Pl(t))z+c,(P,(t)—13,(t))2+cd(Pd(t)—E(t))2]dt—>min

gy, hogy

v

4.3.2)

4.3.3)

4.3.4)
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Miel6tt megoldanank az (4.3.1)-(4.3.4) feladatot, bevezetjiikk a ,.forditott” HMMS-modellt.
Erre azért van sziikségiink, mert a klasszikus probléma nem foglalkozik visszavétellel vagy
hulladékkezeléssel.

4.3.3. A ,forditott”” HMMS-modell

Egy mddositott Holt-Modigliani-Muth-Simon modellt fogunk megoldani. A klasszikus
HMMS feltevés, hogy a vdllalat azért termel (bedramléds), hogy az ismert keresletet
(kidgramlés) kielégitse. A visszutas logisztikai rendszerekben a bedramlds nagysdga (a
visszakiildott termékek) ismert és a kidramlds (hulladékkezelés vagy djramegmunkélés) a
dontési véltoz6. Ha feltételezziik, hogy a készlettartdsi és udjramegmunkalasi koltségek
négyzetesek, tovabba h készlettartasi és ¢ termelési koltségkoefficiens és a készletszint nem
negativ, akkor a kovetkez6 termelés (hulladékkezelés)-készletezési problémat definidlhatjuk:

[[3(10=0) +5(P0)= P’ [t — i

ugy, hogy

ahol a dontési valtozok I(t) készletszint és P(t) termelési rata, és a készletszint és a termelési
rata 1(r) és P(1).

Ebben a formdban a feladat az (4.3.1)-(4.3.4) modell részmodellje, azzal a feltételezéssel,
hogy az vjramegmunkalds irrelevdns a dontés szempontjabol. A beszerzési rita, R(t) egy
folytonosan kétszer derivalhaté fiiggvény.

Ez egy konvex irdnyitdsi probléma, ahol az éllapot viltozé a készletszint és az irdnyitasi
valtozo a hulladékkezelési rata. A feladatot a Pontrjagin-féle maximumelv segitségével
oldhatjuk meg. A konvexitdsbdl adédé elény, hogy a sziikséges feltételek egyben elégségesek
is. Az optimalitas feltételei (Feichtinger-Hartl (1986) vagy Seierstad-Sydsaeter (1987)):

a) w(e) = h(1°(1) - T(1)) - A1),

b) g&%{-y/@)p([) ~£{p)- F(r))z} = p)P°()-S(P() - POO) e

) 0 —55&24-FKI)3()
P(r) = ¢ :
—m+ P(1) —M+F(t)>0

C C
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I() —
o Ao 0} viefoT],
At)=0
w(T)=—c(P°(T)- P(I)) =0,
P°(T) = P(T).

d)

Eltérés a HMMS-modellhez képest, hogy itt ¥[z) adjungalt valtoz6 negativ.

Most irjuk le az optimadlis trajektéridt! A kovetkezd linedris differencidl egyenletrendszert
megoldva az optimadlis készlettartdsi és termelési stratégiit kapjuk:

0 0 -1 ;o R(1)
I. ()(t) = _ﬁ 0 ! ()(t) +| h - - s
P°(1) P°(1) Zl(t) + P(1)

c
és a kezdeti értékek

1°00) =1,

P’(T)=P(T)

Osszefoglalasképpen megéllapithatjuk, hogy a forditott” HMMS modell ugyanolyan
tulajdonsagokkal rendelkezik, mint a klasszikus. Kiilonbség a ketté kozott, hogy ,.forditott”
esetben a termelési (hulladékkezelési) rata mindig pozitiv és monotonon nem novo.

4.3.4. A modell megoldasa

A feladat megolddsdhoz a Pontrjagin-féle maximumelvet (Feichtinger-Hartl (1986) vagy

Seierstad-Sydsaeter (1987)) fogjuk alkalmazni. A feladat Hamilton-fiiggvénye a kovetkezd
formdban irhat6 fol:

H(I,(0),1,(t), P, (1), P.(t), P.(0). W, (1), W, (1).1) = —%[hl( L(6)=1,0) +hy(1,() - T, (1))2]

_%[cm(Pm(t)— Fm(z))2 +c,(P()- E(r))2 +e,(P (1) - E(r))2]+

) vl °}283+f“”]

0 -1 -1 R(1)
Py(1)
Ez egy optimdlis irdnyitdsi probléma, ahol a korlatokat tisztdn az allapot valtozok jelentik.

A Lagrange-fiiggvény segitségével megkaphatjuk az optimalitds sziikséges €s elégséges
feltételeit:
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(ununmmPamwmmmwmmh
——[h ~L0) +h(1 ()—I_z(t))z]
—%[cm(l’m(r)—ﬁn(t)) +cr(P,(t)—13,(t))2+Cd(Pd(r)—E(t))2]+

TS RO e 1(1)

o vty L S eale e 2ol

2
P,(1)

4.3.1. tétel. Ahhoz, hogy {1/ (1), 13 (1), Py (1), P° (1), P, (1)} az (4.3.1)-(4.3.4) feladat optimalis

megolddsa legyen, sziikséges és elégséges, hogy létezzen olyan y,(t) és w,(r)folytonos

t 0
fiiggvény, ahol minden 0<'t <T id6pontra azt kapjuk, hogy {Wl Efj * {0}
¥,

()

(b)

HFW H(I{ (0),130), B, (1), P, (1), By (0, (0,9, (00,1 )=

H(I2 (0. 120, P (6). P* (8), P (0.0, (1)1, (£).1)

max {l//l(t)P (1) - fc (Pm(l‘) - P, (f))z} =

0<

W, (HPL(1) - Ecm(Pm“(r) - B,m)
max{(yll(t) -y, ()P (1) - %C,(P,(f) - P,(t))Q} =

0<P, (1)

(Vv () =y, )P (1)~ %c,(Pf’(t) - P.(1)

0<P, (1)

max{—ylz(t)Pd(t) - %Cd(Pd(f) - Pd(f))z} =

1 —
~ LR (D) = ey (PO - P, (n)

(©
138



dc_177 11

200 20] 110

1, (1)
[4(6) A:(0)]2[0 0]

>

(d
i e o i

A (b) feltételbdl kiindulva az optimélis megmunkaldsi és djramegmunkaldsi rata felirhatd
egyszerlbb alakban:

0 Ly0+P,m<0
Pl =1, T B ,
—y,()+P, (1) —y,(t)+P,(t)=0
Cm Cm
1 —
0 —(W -y, 0)+ P (1) <0
B0=1, 1 _
—WO-y0)+ RO (i O-y.(0)+ R (20
és
1 _
0 ——w,(t)+P(1)<0
Pl0=1 B “ B
-——Vy,O+P() ——y,O)+P ()20
Cy Cy

amelyek az optimdlis linedris dontési szabdlyok.

Ha az optimdlis megmunkalasi, djramegmunkdldsi és hulladékkezelési rita a tervezési
id6szakban pozitiv, akkor

v (1) =c,(P) ()= P,(1))
v -y, (1) =c (P ()-P1) .
—y, () =c,(P) ()= B,(1))

wi(t) és un(t) adjungdlt valtozokat derivalva, majd az (4.3.1) feltételbe behelyettesitve a
sziikséges €s elégséges feltételekbdl egy linedris differencidl egyenletrendszert kapunk:
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0 1 1 -S(1)
. c —C. —¢C — —
Il()(t) 0 m Cr d Il()(t) R(t)+cr Cm Pr _
. C
i | ’ 1 (1) o
so o | =] L1 0 0 il
PO |G, BY() L= h
H0 0 m
F@) b by 0 A I L
_Cr Cm i ' Cr l Cr

a kezdeti értékekkel

(11%0)] ~ (lj
1200) \I)’

(PJ(T)) _ (E(T))

P'(T)) \P(T))

Az optimélis hulladékkezelési ratit az optimalis megmunkaldsi és Ujramegmunkdldsi réta
segitségével kaphatjuk, felhaszndlva a kovetkez6 egyenldséget:

és

PY(t) = B, (1) +(P' (1)~ B.(1)) - (P’ (1) - P, (1)) -

Cy Ca
Az optimadlis megoldds elemzése utan térjiink rd az optimadlis trajektoria bemutatdsara!

4.3.5. A modell néhany jellemzgje

4.3.1. lemma. A tervezési iddszak belsejében mindig végeznek megmunkdldst és
hulladékkezelést.

A bizonyitds nyilvanvald, rogton kovetkezik az optimalitds feltételeibol. A lemmat gy

értelmezhetjiik, hogy a megmunkaldsi és a hulladékkezelési rita célszintje folyamatos
megmunkdélasra és hulladékkezelésre készteti a vallalatot.

4.3.2.lemma. Ha I,, = 1,(0) és I,, = 1,(0), és

I,(t)=B,(0)+B.(1)- S(1)
I(t)==P.(t)~ P,(1)+ R(1)

akkor a modell optimdlis koltsége egyenld a nulldval és az optimdlis készletszintek és a
megmunkalasi, jramegmunkalasi, hulladékkezelési rata egyenld a célszinttel:

o))
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P)(t)| | P,
P(1)|=| P.(0)
IAGIREAG

(1‘1 (-1, (t)) (P, (1) =B, (1)) +(P.()—P.(1)) - (fl (- P.()-P.(1)+ S(t))
(L) -Lo)| [-(P.O)-B@) (P - 0) +(-L.()- B.() - B, (0) + R®))

|:Il(0):| — |:i10j| |

I 2 (O) 1 20

Lathatd, hogy a most kapott differencidl egyenlet jobb oldala nem fiigg a kereslettdl és a
visszavételi ratatol. Ezzel bizonyitottuk a lemma allitasat.

A lemma jelentése, hogy a minimélis koltséget dgy érhetjiik el, ha a kezdeti készletszintek a
raktdrakban megegyeznek a kezdeti célszinttel és a készletek tervezett célszintje és a

megmunkdldsi, djramegmunkaldsi és hulladékkezelési rita célszintje Osszhangban van a
kereslettel és a visszavételi rataval.

4.3.3. lemma. Ha nincs sziikség Gjramegmunkdldsra ¢ € ft,1,/ P’(t)=0 intervallumon a

kereslet kielégitéshez, akkor ¢, P, (t)+c,P,(t)—c,P.(t) kifejezés nem negativ az
intervallumon.

Bizonyitds. A lemma ellendrzéséhez az optimalitds sziikséges és elégséges feltételeit fogjuk

hasznédlni. Az 4.3.1. tétel (b) pontjabol kovetkezik, hogy, ha a Ujramegmunkdldsi és a
hulladékkezelési rata pozitiv, akkor

l//1(t) 2 _Cmﬁm(t)
W, (1) S c, Py(t)

és ha az tjramegmunkdldsi rata egyenld nulldval, akkor
v, () -y, (1)<, P.(1).

Ha a fenti kifejezéseket rendezziik, a kovetkez6 egyenlotlenségeket kapjuk:
-, P (0)<y,(t)<w,(t)—c,P(t)<c,P,(t)—c,P(1),

ami bizonyitja a lemma allitasat.

A lemma sziikséges feltételeket ad arra az esetre, amikor a modellben nem fordul el6
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Ujramegmunkalds. Ha a véllalat a célszintnek megfeleléen végzi a megmunkalast,
Ujramegmunkalast és hulladékkezelést, és ezen a szinten a megmunkalas és a hulladékkezelés
koltsége magasabb, mint az uUjramegmunkalasé, akkor az optimdlis megoldds az adott
intervallumon az djramegmunkalds melldzése.

4.3.6. Szampéldak

Két példat fogunk bemutatni. A példdkhoz hasznilt adatok a cikk 4.3.F.1.fiiggelékében
taldlhatéak. Az elsé esetben azt feltételezziik, hogy a célszintek és a ratdk konstansok,
valamint a kereslet és a visszavételi rata az id0 szinuszos fiiggvényei (lasd 4.3.2. dbra). A
megmunkalasi, djramegmunkélasi és hulladékkezelési ratira vonatkozé optimalis stratégiat a
4.3.3. abra szemlélteti. Lathat6, hogy az optimadlis stratégidk az id6 szinuszos fiiggvényeivé
vialnak és a kereslet formdajat kovetik. Ezekben az esetekben a megmunkaldsi és
Ujramegmunkaldsi rata ugyanabba az irdnyba mozog, a keresletet kovetve. Ellentétben az
elobbiekkel, a hulladékkezelési rata a visszavételi ratahoz hasonlit. A készletszintek valtozasa
a keresletet és a visszavételi ratat koveti.

Ehhez a modellhez a 4.3.3. lemmaéat alkalmazhatjuk. Ez a préba azt mutatja, hogy
¢, P, (t)+c,P,(t)—c,P.(t) kifejezés negativ a tervezési idészakban, ami biztositja, hogy az
optimdlis megoldasban szerepel az tjramegmunkals is.
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4.3.2. abra A Kereslet és visszavételi rata az 1. példaban
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4.3.3. abra Az optimalis megmunkalasi, djramegmunkalasi és hulladékkezelési rata

az 1. példaban
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4.3.4. abra A készletek optimalis és célszintje az 1. raktarban, az 1. példaban

143



0.6

4.3.5. abra A készletek optimalis és célszintje az 2. raktarban, az 1. példaban
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A maésodik példiban (4.3.6. — 4.3.9. dbra) azt feltételezziik, hogy a megmunkalasi,
Ujramegmunkdldsi és hulladékkezelési rata célszintje linedrisan nd. A Kkereslet szintén
lineérisan nod, szezondlis ingadozdsokkal. Az eredményeink azt mutatjak, hogy mindegyik rita
novekszik €s a csicsaik a kereslet maximumait és minimumait kovetik. Az djramegmunkalasi
rita viszonylag stabilnak mutatkozik, kis ingadozdsokkal. Az optimdlis készletszinteknek
kisebb az ingadozdsa, mint a célszinté. Ez azt jelenti, hogy az optimdlis készletezési stratégia
simitja a készletek célszintjét mindkét raktarban.

A 4.3.3. lemma prébdja azt mutatja, hogy c, P, (t)+c,P,(t)—c,P.(t) kifejezés pozitiv a
tervezési idészakban. A feladat j6 példa, arra, hogy ez a feltétel sziikséges, de nem elégséges

feltétele egy Ujramegmunkdlas nélkiili stratégia létezésének.
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4.3.6. abra A Kereslet és visszavételi rata a 2. példaban
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4.3.8. abra A készletek optimalis és célszintje az 1. raktarban, az 2. példaban
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4.3.9. abra A készletek optimalis és célszintje az 2. raktarban, az 2. példaban

4.3.7. Kovetkeztetés

Tanulmdnyunkban egy visszutas logisztikai feladatot oldottunk meg. A megmunkalasi,
Ujramegmunkalasi és hulladékkezelési koltségek konvexitdsa miatt a sziikséges feltételek
egyben elégségesek is. Megmutattuk, hogy a HMMS modellben az optimalis megmunkél4s-
hulladékkezelési stratégia irdnyitja a visszutas logisztikai rendszer mozgasat. Az
Ujramegmunkalds szintje a megmunkaldsi €s a hulladékkezelési tevékenységtdl fiigg. Tovabbi
kutatdsok témédja lehet az optimadlis termelés-készletezési stratégia érzékenysége a visszavételi
rita valtozdsara. Szintén tovdbbgondoldsra érdemes a dontési és eldrejelzési horizont
vizsgélata ebben a modellben. (Lasd Tompson és Sethi (1981).)
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4.3.F.1. Fiiggelék

Leiras 1. példa 2. példa
A tervezési idOszak 5 5
hossza: T
Kereslet: S(t) sin(t)+1 (1+0.05t)(1+0.2sin(2m))
Visszavételi rata a 2. 0.8 0.8
raktarban: r (0<r<I)
A visszavétel késése: T 0.5 0.5
Visszavételi rata: 0.8sin(t-0.5)+0.8 0.8(0.975+0.05t)(1+0.2sin(2 m-rx))
R(t)=rS(t-7)
Megmunkalasi rata 0.2 0.3(1+0.05t)
célszintje: P, (t)
Ujramegmunkalasi rata 0.4 0.7(0+0.05t)
célszintje: P.(1)
Hulladékkezelési rata 0.1 0.2(1+0.05¢)
célszintje: P, (1)
Készletnagysag célszintje 0.2 0.2(1+sin(2m))
1. raktar: I_l(t)
Készletnagysag célszintje 0.1 0.1(1+sin(2m-x))
2. raktar: I_2 (1)
A megmunkalas koltség 0.5 0.5
koefficiense: ¢,
Az tjramegmunkélds 1 0.3
koltség koefficiense: ¢,
A hulladékkezelés koltség 0.7 0.7
koefficiense: ¢,
Készlettartasi koefficiens, 1 1
1. raktar: h;
Készlettartasi koefficiens, 2 2

2. raktar : ho

F.4.3.1. tablazat A példakhoz hasznalt paraméterek leirasa
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5. Osszefoglalas

A dolgozatban a vallalati reakcidkat vizsgaltuk kornyezetvédelmi mellékfeltételek mellett. Az
emlitett kornyezetvédelmi mellékfeltételek a kormanyzati direkt és indirekt szabdlyozast, a
szennyezési jogok alkalmazdsat és a haszndlt termékek wjrafelhaszndldsat, azaz a visszutas
logisztikat jelentették. A dolgozat modelljei nagyrészt dinamikus, idében zajlé folyamatokat
mutattak be, amelyhez az optimélis irdnyitds modszerét alkalmaztuk.

A dolgozat elso fejezetében azt mutattuk be, hogy a vdllalatgazdasdgtani termeléselméletbe
hogyan lehet beilleszteni a kornyezetvédelmi szempontokat. A fejezet tudomdnyos
szempontb6l nem tartalmaz 4j megkozelitést, hanem azt a német vallalatgazdasagtani
irodalmat foglalja 0Ossze, amely a vallalati termelés kornyezeti vonzatait vizsgilja.
Kozgazdasagi oldalrdl elemezve a problémat, nem tortént mas a németorszagi kutatdsokban,
mint a kornyezeti er6forrdsokat, mint externdlidkat internalizdltdk. Ezt azért tarottam
fontosnak bemutatni, mert ez magyar nyelven még sehol sem keriilt publikdldsra. Masik
oldalrél, ez az bevezetés a késobb targyalt modellek elméleti alapjanak foghat6 fel, még ha
csak statikus szemléletben is.

A kormdnyzati kornyezetvédelmi politika vallalati termelésre gyakorolt hatdsdt a masodik
fejezetben mutattuk be. Ennek keretében a normativ és gazdasdgi szabdlyozds esetleges
bevezetését tekintettilk parcidlis modellekben, arra keresve a vdlaszt, hogy a kormdnyzati
kornyezetvédelmi politika eléri-e a céljat azzal, hogy az emisszids csticsokat id6ben
csokkenti. Azt lattuk be, hogy ezt a célt — a villalati termelés simitdsdn keresztiil — a
korményzat eléri, fiiggetleniil a koltségfiiggvény konkrét alakjatol. Ez a kijelentés akkor is
igaz lesz, ha egy kombindlt normativ-gazdasdgi szabalyozasi eszkozt alkalmaz a korményzat.
Azonban meg kell jegyezni, hogy ezek a kdrnyezeti szabélyozdsi eszkozok nem tekinthetdk
optimdlisnak, piackonformaknak, mert a piac dralakité mechanizmusait kikapcsoljdk, ezzel az
arakat eltéritik a racionélis, hatékonysagot mérd nagysaguktol.

Az elébb emlitett hidnyossdgot potld szabdlyozdsi mechanizmus lehet a szennyezési jogok
piacdnak a bevezetése. Ezt a szabdlyozdsi mddszert a harmadik fejezetben vizsgéltuk. Ez a
moédszer mindenképpen piackonformnak tekinthetd, és a piaci 4ralakuldst a szennyezések
internalizaldsén keresztiil éri el, a szennyezéseket mintegy bedrazva. Ez a piaci mechanizmus
pedig — a védrakozdsok szerint - odavezet, hogy azon termeldk piaci elénybe keriilhetnek,
amelyek technoldgidja kornyezetkimélébb, és ezzel a szennyezési jogok eladdsdval
tobbletbevételhez juthatnak. Vizsgélataink azt mutattak, hogy a véllalat reakcidja ekkor is az,
hogy simitja a termelését, ezzel a kdrnyezeti terhelést is.

A negyedik, utols6 fejezetben a visszutas logisztikdt elemeztiik. A kérdés ezzel kapcsolatban
ugy meriil fel, hogy a termelés, tjrafeldolgozas és hulladékkezelés tevékenységeit hogyan
iitemezze a vallalat. Ugy is feltehetjiik a kérdést, hogy mi legyen elbb: a termelés, vagy az
Ujrafelhasznalas, és mikor végezze a vallalat a hulladékkezelést. Ezen tdl az is kérdésként
meriil fel, hogy az optimdlis termelési-készletezési stratégidkat hogyan allitsuk el6?

A bemutatott modellek nagyobbik része impaktfaktoros folydiratokban jelent meg, és
viszonylag jol hivatkozott.
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