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1 Az értekezés targya és elozményei

Szamos elméleti és numerikus mddszer alkalmazhaté folyadékok aramlasi jellemzoinek
vizsgalatara és arra, hogy meghatarozzuk, milyen hatast gyakorolnak a gyartasi folyamat-
ra és a gépszerkezetek miikodésére. Komplex, a gyartasi folyamatokra érvényes prediktiv
modellek altalaban nem ismertek, a gyakorlat nagyobb részt empirikus. A fizikai és mate-
matikai modellek azonban elGsegitik, hogy betekintést nyerjiink a gépelemek miikodésébe és
a végtermékre hatédssal biré folyadék aramlastani jellemzéibe. Fontos, hogy megismerjiik az
alapegyenletek és a peremfeltételek altal meghatarozott folyadékaramlasi mechanizmusokat
és az egyes paraméterek hatasat, hogy befolyasolni tudjuk azok hatasat.

Kenés, terjedés, polimer bevonat készités és a polimer feldolgozas, vékony film el6allitas
és ontés, valamennyi fontos alkalmazasi tertilete a szilard feliilet melletti aramldsnak. Az el-
mozduld gépelemek hatarfeliiletei kozott a kendanyagok rugalmas kapcsolatot teremtenek,
amelyek a tribolégiai rendszer paramétereitdl fiiggden fejtik ki hatasukat. A korszert
ken&olajok alapolajbdl és 0,01-30 % kozotti koncentrdacioban kiillonbozo funkcidju adalék
anyagokbol allnak. A kenési koriilmények — a nyomas, a hémérséklet, a nyirasi sebesség —
jelentésen befolyasoljdk a feliileten lejatszodo fizikai és kémiai folyamatokat [52]. Az 1960-as
évektol kezdve széles korben elterjedt, hogy az alapolajokhoz adalékokat adnak, igy javitva
a kendanyagoknak a felhasznalas szempontjabdl fontos tulajdonsagait. A kendolajok egyik
legfontosabb tulajdonsdgat, a megkivant viszkozitast polimerek hozzdadédsaval érik el [10],
[12], [71]. A polimer és az olaj oldatainak mechanikai tulajdonsédga, a polimer viszkozitast
novel6 hatasa a polimer adalék jellemzo6itol fiigg. Ezek az oldatok viszkozitas szem-
pontjabdl nem-newtoni viselkedést mutatnak az dsvanyi olajakkal ellentétben, melyeket
newtoni folyadéknak lehet tekinteni. A kendolajok viszkozitasanak jellemzésére a mo-
dell egyszeriisége miatt a nem-newtoni hatvany torvényt alkalmazzak [54], [62], [63], [64],
[65]. Napjainkban a tribolégia egyik gyakran vizsgalt teriilete a nem-newtoni hatdsnak
a kenéanyag dramlési jellemzOkre gyakorolt befolydsa kendfilmek [54], [56], [62], [63], nyo-
mott csapagyak [64], [65], siklocsapagyak [71], [58], [80] és gorgdscsapagyak [68], [69] esetén.
Az alapegyenletek és a peremfeltételek bonyolultsaga miatt analitikus mddszerek a felada-
tok megoldéasara csak nagyon kevés gyakorlati esetben alkalmazhaték. Ezért numerikus
szamitasok egészitik ki a kisérleti eredményeket. Bar a numerikus eljarasok széles korben
elterjedtek, az analitikus megoldasok rendkiviil értékesek, mivel altaluk numerikus model-
lek igazolhatok, az aramldsi mechanizmusokra alapveto informéciékat nyujtanak és meny-
nyiségi eredményeket is adnak az egyes komponensekre. Az elméleti vizsgalatok elénye a
kisérleti modszerekkel szemben, hogy a paraméterek és a feltételek egyszertien és gyorsan
kontrollalhaték. Analitikus megolddsok azonban csak bizonyos folyamatok egyszertisitett
modelljeire nyerhetok.

Az értekezés ilyen modellek kifejlesztésére iranyulé kutatasaim eredményeit foglalja
ossze. Az értekezésben a modell felallitasa soran azzal a feltevéssel éliink, hogy az aramlas
lamindris, a folyadék (pl. kendolaj) nem &sszenyomhat6 és viszkozitds tekintetében pedig
nem-newtoni, hatvanytorvény szerinti viselkedést mutat.
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Prandtl elméletének alkalmazasdval a Navier-Stokes-egyenletek egyszertibb alaku diffe-
rencidlegyenletekre redukalhatdk, amelyeket hatarréteg egyenleteknek neveziink [57]. Mig
a Navier-Stokes-egyenletek elliptikusak, a hatarréteg egyenletek parabolikusak, amelyekre
tovabbi egyszeriisitések alkalmazhatok (lasd pl. [4], [5], [34], [35], [60]). A Prandtl-
féle hatarréteg elmélet szerint a szilard feliilet és a folyadék viszonylagos mozgasakor az
aramlasi tér két tartomanyra oszthatd. Az egyik a szilard feliilet kornyezetében kialakulo
vékony hatarréteg, amelyben a surlédas jelentOs szerepet jatszik. A hatarrétegen kiviil
esO tartomanyban a surlédas elhanyagolhatd, a mozgas az idealis folyadékokra érvényes
torvények szerint megy végbe. A fal melletti rétegben a newtoni, vagy nem-newtoni
viszkozus fesziiltségek jatszanak szerepet, mig a hatarrétegen kivil ezek a fesziiltségek
elhanyagolhatok a nyirésebesség kis értékei miatt. A hatarréteg altalaban igen vékony
az "objektum” méretéhez viszonyitva. Prandtl arra a kovetkeztetésre jutott, hogy kis
viszkozitas esetén a sebesség kis tavolsagon beliil gyorsan valtozik az aramlasba helyezett
feliiletre meroleges iranyban, azaz a hatarrétegben a sebesség gradiens igen nagy. Prandtl
elméletével a Navier-Stokes-egyenletek a hatarrétegben egyszeriibb alakra hozhatok, ezek
az in. hatarréteg egyenletek [5].

A kenéselméletben a hidrodinamikai hatést kisérleti uton el6szor Tower mutatta ki
1883-ban [40], [73]. Az 6 eredményeire alapozva Reynolds dolgozta ki a hidrodinamikai
kenéselméletet, feltételezve, hogy a kozeg viszkézus és nem-newtoni. A mozgo feliilet és a
kendanyag egyes rétegei kozotti relativ mozgésra a kendanyag viszkozitdasa van hatéssal.
Egy vékony hatarréteghen megbecsiilheté a fal melletti nyiréfesziiltség és abbdl a fali
csusztatofesziiltség altal okozott surlédasi ellendllds. Ez az ellendllas erd fiigg a folyadék
tulajdonsagaitél, a folyadékba helyezett objektum alakjatol, méretétol és sebességétol. A
hidrodinamikus csapagy a kenéselmélet leggyakrabban hasznalt alkalmazasa. A csapagyban
a surlédasi veszteséget a kenofilm nyirasa idézi el6. A siklocsapdgyak miikodése soran
lehetéleg a hidrodinamikai kenésallapot biztositasara torekszenek, amikor fémes érintkezés
nem jon létre és a surlédési ellendllas nagyon kicsi.

Az idealizalt newtoni viszkézus, &allando sebességgel aramlé kozegben kialakulod
hatarréteg vizsgdlata vizszintes feliilet felett a folyadékok mechanikdja egyik legismer-
tebb probléméja, melynek analitikus megoldasa a mult szédzad elejére nytlik vissza és
Heinrich Blasius nevéhez flizédik [15]. A jelenség leirasara szolgdlé két parcidlis differen-
cidlegyenletbdl all6 rendszert egy kozonséges differencidlegyenletté transzformélta, melyet
Blasius-egyenletnek neveziink [15].

A mozgasegyenlethez egzakt megoldast adni igen nehéz, s6t néha még egyszeri geo-
metria és konstansnak tekintett folyadék jellemzok esetén is lehetetlen. Numerikus
megoldasok alkalmazhatdak, azonban ha analitikus leirdsra van sziikség, akkor a kozelito
modszerek is gyakran bizonyulnak hasznosnak.

Tapasztalat szerint a folyadékok jelentds része nem-newtoni viselkedést mutat (pl.
kendanyagok, miianyag olvadékok és kiilonbozé zagyok). Ilyen anyagoknal a 7
nyiréfesziiltség és a Ou/0y nyirdsebesség kozotti viszonyt a 7 = fi4,,0u/0y egyenlGséggel
jellemzik a fi,,, ldtszolagos viszkozitast alkalmazva. Nem-newtoni folyadékok reolégiai
jellemzésére leggyakrabban hasznalt modell a
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un. Ostwald-de Waele hatvanytorvény modell, amelynél a nyiréfesziiltség és a nyirésebesség
kapcsolata a
ou|"" du
dy| Oy
osszefiiggéssel adott, ahol K a konzisztencia allandé és n a folyasi kitevs, vagy
hatvanykitevd [14]. Az 0 < n < 1 eset a pszeudo-plasztikus folyadéknak (pl. kendanyagok,
polimerek), az n > 1 eset a dilatans folyadéknak (pl. zagyok) felel meg. Ha n = 1, akkor a
newtoni kozegre érvényes Osszefiiggést kapjuk [46].

Az 1960-as években Schowalter [61], ill.  Acrivos, Shah és Peterson [1] adtdk
meg a hatvanytorvénnyel jellemzett nem-newtoni kozegben a hatarréteg egyenleteket.
Osszenyomhatatlan, nem-newtoni kozegben siklappal parhuzamos, attél tavol, a zavar-

talan aramlasban U,, sebességii, laminaris aramlésban a folytonossagi és a mozgasegyenlet
az alabbi alakkal irtak fel:

T=K

ou Ov
(1) ooy~
ou  Ou AU+ o (lou|"" ou
(1.2) f’(“@”a—y) = PUOOWMa—y(a—y a—y>

Az egyenletrendszerhez a szilard feliileten, és attdl tavol a sebesség-komponensekre
feltételeket irunk elo:
- a tapadds torvényének érvényesiilését feltéve u(x,0) = 0 rogzitett feliiletre és u(x,0) = U,
az U, sebességgel r iranyban mozgo feliiletre, ahol U, > 0, ha a feliillet a —z irdnyban
mozog;;
- v(z,0) = 0 4t nem ereszt6 feliilet és v(x,0) = v, () atereszté (permedbilis) feliilet esetén,
ahol v,, az a feliileten ataramlo kozeg sebességet jeloli;

- a felillettdl tavol lim u(x,y) = Uy, ha a kézeg x irdnyd dramldsi sebessége Uy, és
Y—00

lim u (x,y) = 0 nyugvo kozeg esetén.
Y—00

Newtoni kozegre a parcialis differencidlegyenlet rendszerrel adott matematikai modellre
sok esetben hasznos volt a megolddsok vizsgalata soran a hasonlésagi valtozék bevezetése
(I Schlichting és Gersten [60]). Az értekezésben nem-newtoni hatvanykozeg esetén az
(1.1), (1.2) egyenletrendszer numerikus és analitikus megolddsainak eléallitasara és az
aramlastani jellemzok valtozdsanak vizsgdlatara alkalmazunk hasonlésagi transzforméciot.
Az 5. fejezetben a homérséklet valtozasanak hatésat is figyelembe vessziik, ekkor a foly-
tonossagi- és a mozgasegyenletekhez még az energiaegyenlet jarul; a termikus és hidrodi-
namikai hatarréteg jellemzdit pedig a Marangoni-konvekcié és konvektiv feliileti feltétel
mellett elemezziikk. Megvizsgaljuk a nem-newtoni hatast kifejezd n kitevé hatdsat a
hidrodinamikai hatarrétegben a sebességeloszlasra, a hatarréteg vastagsagara, valamint az
ellenéllastényezore, a feliileti nyirofesziiltségre, ill. a feliileti sturlédasi tényezo kifejezésében
szereplé paraméterekre, valamint a termikus hatarréteg jellemzoit a fizikai paraméterek
fliggvényében.
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2 Az értekezés eredményei

Az értekezésben szerepld eredmények tobbsége publikacidkban mar megjelent. A leg-
fontosabb eredményeimet az értekezésben szereplé fejezetek szerinti felosztdsban is-
mertetem az alabbiakban.

Az értekezés 2.2 fejezetében kétdimenzidés staciondrius, izotermikus, lamindris
hatarréteg aramlasat vizsgaltam allandé Uy, zavartalan hozzaaramlasi sebességnél. At nem
eresztd, alld, csiszdsmentes feliiletet feltételezve a feliileten, ill. attdl tavol az (1.1), (1.2)
egyenletekhez jaruld peremfeltételek:

(2.3) u(z,0) =0, v(z,0)=0, limu(z,y)=Us.
y—00

Bevezetve a ¢ aramfiiggvényt az

O o

U= —— v =

oy’ o

egyenletekkel az (1.1) folytonossagi egyenlet automatikusan teljesiil és az (1.2) egyenlet az
alabbi alakba hozhaté:

o Py WY KO [ 8%

ay?

ay?

o oY K n—1 82w
oy Oydx  Ox Oy>  p Oy '

Megmutattam, hogyha a ¢ aramfiiggvényt, valamint az n és f hasonldsagi véaltozokat a

2n—1 2—n

alakban vessziik fel, akkor az (1.1), (1.2) és (2.3) helyett az

(25) (157 7) + =117 = o
(2.6 O =0, FO)=0, lim /() = 1

nemlinedris kozonséges differencidlegyenlet peremérték feladata adédik, ahol a derivaltak
az 1 valtozé szerinti derivaltat jelolik. Ha n = 1, akkor (2.5) a Blasius-egyenlettel egyezik
meg, amely az n = 2 eset kivételével nemlinearis. Ekkor a megoldas explicit alakban
el6allithat6 (1. Liao [47]); n = 1 esetén pedig (2.5) és (2.6) peremérték feladat a jol ismert
Blasius-feladattal egyezik meg. Tehat (2.5) és (2.6) a Blasius-feladat egy altalanositasa,
melyet dltalanositott Blasius-feladatnak neveznek [13]. Ekkor a sebességkomponensek 7 és
f alkalmazasaval kifejezhetok

u(z,y) = U f'(n), v(z,y)=v"(x)nf (n)— fn)],
ahol

Uoo 1 U2—n n
vi(z) = -y 1Rex " és Re, = Pl T 0;( *

Az f fiiggvény ismeretében kapott f”(0) = ~, a fal melletti sebességgradiens, amelynek
meghatarozasa vizsgalataink egyik 6 célja. Az aramlasba helyezett testre hatd, a zavartalan

4
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hozzaaramlas sebességével parhuzamos ellendllas erd része a feliileti surlodasbol szarmazo
erd, amelynek meghatdrozasahoz a Cp, dimenziomentes ellendllds tényez6t hasznaljuk,
melynek értéke az adott peremfeltételek mellett fiigg a Reynolds szamtol. Az altalunk
vizsgalt v értékkel tudjuk meghatdrozni az ellendllas tényez6 fali csusztatofesziiltségbol
szarmazé részét: ) B

Cpr = (n+1)7 Rewst |y[" 1,

a fal melletti nyirofesziiltséget:
(2.7) Tw(z) = [P"KULa™" |7 |y y

és a feliileti surlédasi tényezot.

A peremérték feladatok analitikus és numerikus megoldasa nehéz, a megolddsok sok
esetben nem is egyértelmiiek. A 2.1 fejezetben az n = 1 esetre ismertetett Topfer-modszert
[74] altalanositottam tetszoleges n folyasi kitevére. A (2.5), (2.6) peremérték feladatot
atalakitottam a

n— ' 1
(2.8) (\g”l 19”) +n—+199” =0, g(0)=0, ¢'(0)=0, ¢"(0)=1

kezdetiérték feladatta, amely egyértelmiien megoldhaté. Innen

f(n) =~ED3g (Em/3y)

amely n = 1 esetén megegyezik a Topfer-féle transzformaciéval [74]. Az f”(0) = ~ fal
melletti sebességgradiens a g megoldasbdl szamithato:

_ntl

= lim [¢'(n")] 3

n*—o00

A (2.8) kezdetiérték feladat megolddsaibdl kapjuk meg f-re a megolddsokat.

1. Tézis Hatvdnykozegben kialakulo hatdrréteg daramldst leiré (1.1) folytonossdgi-
és (1.2) mozgdsegyenletet a (2.4) szerinti hasonlosdgi valtozok bevezetésével a (2.5)
kozonséges differencidlegyenletre, az un. dltalanositott Blasius-egyenletre transzformdaltam.
A peremérték feladat megolddsdihoz a Téopfer-féle transzformdciot dltaldnositottam és igy a
(2.8) kezdetiérték feladat megolddsait kerestem meg kilonbozé n kitevékre. Az igy kapott
megolddsok ismeretében vizsgdltam az n hatvdnykitevonek a sebesség-komponensekre gyako-
rolt hatdsat. Az f'(n) = u(x,y)/Us, v(z,y)/v*(x) = nf'(n) — f(n) sebesség-profilokbdl
megdllapitottam, hogy a hatdrréteg vastagsdga csokken, ha n novekszik (2.2-2.3 dbrdk). A
dimenziomentes f"(n) sebességgradiens az f"(0) = v pozitiv értéktsl monoton csokken 0-ig.
Nagyobb n értéknél a csokkenés mértéke nagyobb (2.4. dbra). Megallapitottam, hogy az n
folydsi kitevd az f"(0) értékre jelentds hatdst gyakorol; kb. n = 0.7-ig csékken, ezt kdvetden
pedig monoton nd (2.5. dbra) [16], [26], [23].

Newtoni kézegben (n = 1) Blasius a feladat kozelité megoldését az
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hatvanysorral adta meg. Az egyltthatdk kiszamitasara zart formula nem ismert, azok az
k—1
3k —1
Ac=) ( 5 ) ArAioror, ha k22,
=0
rekurziv Osszefiiggésekbdl szamithatok, ahol Ag = Ay = 1.
2. Tézis Megmutattam, hogy az (2.5), (2.6) dltaldnositott Blasius-feladatra is létezik

f(n) =n? kz apn’*, sor alaki megoldds, ahol az elsé hdarom egyiitthatd:
=0

~y B3 5721(21 — 10n)
5 ME TR Ay = )

o= Sln(n+1) 8In%(n + 1)?

a tovabbi egyiitthatok meghatdrozdsdra rekurziv formuldt adtam. Kiszamitottam a hatvdny-
sor konvergencia sugardt:

1
3 A

br(n) .
T k(¢ 1)F

bry1(n)

A numerikus eredmények azt mutatjik, hogy a konvergencia sugdr jelentdsen né azn folydsi
kitevd novelésével (2.3. tdabldzat) [16].

e =377 [n(n + 1)]% lim &

k—00

Aramlé newtoni folyadékban a lamindris hatarréteget Weidman, Kubitschek és
Brown [76] vizsgaltdk abban az esetben, ha a kiils6 sebességprofil az U, = By°
hatvanyfliggvénnyel adott, amely profilt teljesen kifejlodott aramlas &tlagsebességére
Barenblatt [8] javasolt. Barenblatt és Protokishin igazoltdk, hogy o = 3/(2 InRe) [9].
A mozgasegyenlet analitikus megolddsa Airy fliggvénnyel el6éllithat6, ha o = —1/2. New-
toni folyadékra Magyari, Keller és Pop 0 = —2/3 kitevl esetén megmutatték, hogy mig &t
nem ereszto siklap esetén nem létezik hasonlésagi megoldas, elszivas jelenlétében van ha-
sonlésagi megoldas [51]. Ha o = —1/2, akkor mind elszivas és betdpldlds esetén el6allithaté
a hasonldsagi megoldas. Ha o0 = 0 és n = 1, akkor a laminaris hatarrétegaramlast leiro
egyenlet a Blasius-egyenlettel egyezik meg.

3. Tézis Elddllitottam az U, = By sebességprofil esetén nem-newtoni hatvinykozegre
a hasonlésagi megolddsra érvényes peremérték feladatot. Az (1.1) folytonossagi- és (1.2)
mozgdsegyenlethez ebben az esetben az

(2.9) u(xz,0)=0, v(x,0)=0¢s lim u(z,y) = By’
y—00

peremfeltételek jarulnak, ahonnan a hasonlésagi valtozok bevezetésével

g

mn—1 /// " / _ _
210)  (If7T) S aff A MP = 0 M= T

(2.11) f(O)=0, f(0) = 0, lim f'(n) = An°.

n—00

A sebességkomponensek, ha n # 2:
u(w,y) = (K/p)* ™M f(n), v(z,y) =2~V laf@) + pnf ().

6
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Az analitikus megolddst az f(n) = n* > apn®*, hatvdnysor alakban adtam meg, ahol a sor

k=0
egyutthatoira vonatkozoan
@ = 1
0 9 3
1
a = = (%3‘” — 2M72) 7
5 \n
1 21 — 10
& = g(zL___@q%n_umﬁ)<2¢w_amma,
! n n

az ai, k > 2 egyitthatokra pedig rekurziv képletet dallitottam elé. Numerikus szdmitasokat
végeztem kilonbozé n (0.5; 1; 1.5) és killonboézé o (—1/2; —1/3; 0) értékekre (2.7-2.12
dbrdak). A szamitdasok alapjan megdllapitottam, hogy a fal melletti nyirdfesziltségben sze-
repld [f"(0)]" és a hatdrréteg vastagsiga mind o = 0, mind o = —1/2 esetén csokken,
ha az n paraméter értéke nd. Eredményeim a Cossali [32] dltal newtoni esetre megadott
eredményeknek az dltaldnositdsa nem-newtoni hatvanykézegre, ha n # 2 [18], [22].

Elméletileg hasonlé médon kezelheto az a technolégiailag fontos dramlastani probléma,
amikor nyugvo folyadékban mozgo siklap felszinén kialakuld hatarréteget vizsgalunk. Ilyen
eljarasok példaul a meleg hengerlés, a fémmegmunkalds és a folytonos 6ntés (1. Altan, Oh és
Gegel [3], Fisher [37], Tadmor és Kline [72]), ill. a polimerlemez folyamatos extrudalasa [59].
A lemez folyamatos mozgasa altal 1étrehozott hatarréteg aramlast nyugvé newtoni kozegben
Sakiadis [59] vizsgalta, szamitdsait Tsou, Sparrrow és Goldstein [75] kisérletileg igazolta.
A mérési eredmények igazoljak a folytonos, mozgé felilleten a hatarrétegaramlas mate-
matikai modelljét. Az értekezésben egy hosszi, folyamatosan mozgd sik feliilet modelljét
vizsgaltam, amelyben a sik feliilet egy ponttol jobbra vizszintes irdnyban mozog valamely
nyugvo kozegen keresztiil.

Nyulé feliilet feletti aramlas jelensége polimerlapok extruziéjanal és mutanyag film
huzasanal jelenik meg. A lap gyartdsa soran a nyilasbdl kiomlé olvadékot nyujtjak kivant
vastagsdgura. A végtermék mindsége jelentOsen fligg a nyujtasi ardnytol. Crane [33] a
hatarréteg aramlast newtoni kézegben linearisan nyujtott feliiletre vizsgélta. Ez a probléma
azon kevés esetek kozé tartozik, amelyre a megoldas zart alakban megadhato. Weidman és
Magyari [77] kiilonb6z6 tipusi nyjtési sebességre vizsgaltdk newtoni kozegben a hatarréteg
aramléast. A fizikai jelenségeket szamos dolgozatban elemezték: pl. Kumaran és Ramanaiah
[45], Banks [7], Magyari és Keller [49]. Crane a zdrt alaki megoldést 4t nem ereszt6 siklapra
hatarozta meg. A gyakorlatban hiitésnél, vagy péarologtatasos hiitésnél a feliileten elszivas,
vagy kozeg kidramlas van. A parolgas hatasat allandd sebességgel mozgd atereszto feliileten
Erickson és tdrsai [36], ill. linedrisan novekvd sebességii feliileten Gupta és Gupta [38]
vizsgaltdk. Tovébbi eredményeket Magyari és Keller [50] atereszt6 nytjtott lapra kozolte.
A szerzok altaldban a fizikai jelenség matematikai modelljének analitikus megoldast kere-
sik, ha ez nem létezik, akkor megfeleld, a szakemberek szaméra a gyakorlatban elégséges
kozelité megoldasokat javasolnak.

A 3.1 fejezetben a Crane altal a newtoni kozegben linearisan névekvd sebességili nyijtott
feliilletre megadott megoldast altalanositottam arra az esetre, ha a sebesség a hely ko-
ordinatanak hatvanyfiiggvényével adott. A hatarrétegaramlas hasonlésagi megoldasat ex-
ponencidlis sor alakjaban allitottam el6.
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Osszenyomhatatlan, nyugvé newtoni kozeg U (z) sebességgel —z irdnyban mozg6 siklap

koriili staciondrius, lamindris dramlasénak leirdsdhoz az (1.1) folytonossagi- és a
ou ou  pud*u

2.12 _ - _ 277

(2.12) Yor v dy  pOy?

mozgasegyenletet a

u(z,0) = Uy(x), v(x,0) =0v,(x), limu(x,y)=0
Y—00
peremfeltételekkel vizsgaltam dtereszté lap esetén, ahol v, (x) a felilletre meréleges elszivés,
vagy betaplalds sebességét jeloli. A peremfeltételben a sebesség a nyilastél mért tavolsig
hatvanyanak fiiggvényeként valtozik:

Up(z) = Az™,  v,(z) = Ba"~V/2,

ahol A, B és k konstantsok, A > 0. Ha B < 0, az a lapra meréleges elszivasnak, a B > 0
eset pedig betaplalasnak felel meg. At nem ereszto lap esetén B = 0. A hasonldsagi
transzforméaciéval kapott peremértékfeladat:

m " 2k, _
SO - mf > =0,
f(0) = fu, [f(0)=1, nlg{)lo f'tn) =0,

ahol

NI

fw =-B [ANK—F 1}
2p

A sebességkomponensekre érvényes Osszefliggések:
u(z,y) = Az"f'(n),

A 1/2 B

Banks [7] megmutatta, hogy hatarréteg problémanak fizikai jelentésége csak abban az eset-
ben van, ha —co < kK < —1, és —1/2 < kK < 4+o00. Néhdny specidlis k értékre egzakt
megoldast lehet adni. A k = 1 esetben at nem ereszt6 feliiletre Crane adott megoldast [33]:

fn)=1—e¢"",

atereszt6 feliiletre pedig Gupta és Gupta [38]. A k = —1/3 esetben at nem ereszt6 feliiletre
Banks [7], atereszt6 feliiletre pedig Magyari és Keller [50] egzakt megoldast adott.

4. Tézis Az U,(x) = Az" esetre dt nem eresztd és dteresztd lapra dltaldnositottam
Crane, ill. Gupta és Gupta megolddsdt f(n) = a(Ag+ > oo A a* e M), sor alakban,
ahol v > 0, Ag =1, és A; (i = 1,2,...) az egyiitthatdkat jeloli, amelyek meghatdrozdsdra
modszert adtam. A sor egyiitthatoit kiszamitottam az f, = 0 dt nem ereszté és f, = 1
datereszto esetekre és meghatdroztam a

K+1
2

Tw = lpuz‘lg } =75 f7(0),



dc_230 11

2. Az értekezés eredményei

fal melletti nyirdfesziiltségben szerepld f"(0) értékeket (3.1-2 tdbldzatok) [19].

5. Tézis Nyugvo hatvdnykozegben U, sebességgel mozgo, dat nem ereszté lap mellett
kialakulo staciondrius, lamindris dramlds leirdsdkor az (1.1) folytonossdgi- és az (1.2)
mozgdsegyenlethez jarulo peremfeltételek:

u(z,0) =Uy(z), v(z,0)=0, lim u(z,y)=0.
Y—r00

A hasonldsdgi megolddsok a (2.5) egyenletet elégitik ki az

f(0)=0, f(0)=1, lim f(n)=0
n—00
feltételekkel. Pszeudo-plasztikus kozegre végzett szamitdsok alapjan megallapitottam, hogy
n novelésével az ellendllds-tényezében szerepld [— f(0)]™ tényezd és a hatdrréteg vastagsaga
is csokken [17].

Aramlé kozegben mozgd feliileten kialakuld hatérréteg jelensége tobb gyartasi folya-
matnal eléfordul, pl. kenéselméletben, polimer filmek, vagy lemezek hiitése esetén.
1968-ban Steinheuer [70] vizsgdlta mozgd sikfeliileten newtoni kozegben kialakuld
hatarrétegaramlas hasonlésagi modelljét, ha a lap mozgasanak irdnya és az aramlas
irdnya megegyez6, vagy ellentétes; bar az irodalomban tébbnyire Klemp és Acrivos [44]
1972-ben megjelent cikkét emlitik. A numerikus eredmények alapjan mindkét cikkben
megallapitottak, hogy newtoni kdzegben ellentétes iranyu mozgéaskor hasonlésdgi megoldas
csak a két sebesség hanyadosanak egy bizonyos értékéig létezik. Blasius-féle problémahoz
a megoldasok nem egyértelmiiek, ha a felillet allandé U, sebességgel a siklemezzel
parhuzamos U, sebességii aramlassal ellentétes irdanyban mozog. Pozitiv A = U, /U
héanyados esetén két megoldas létezik mindaddig amig A kisebb, mint egy kritikus érték
(A = 0.3541...), ettSl nagyobb értékre hasonlésagi megoldas nincs. Hussaini és Lakin [41]
ezt a tényt bizonyitotta, ill. Hussaini, Lakin és Nachman [42] pedig a megolddsok anali-
tikussdgat elemezte. Callegari és Nachman [29] egyértelm{i megolddsokat igazolt arra az
esetre, ha A < 0.

A 4.2 fejezetben nem-newtoni hatvanykozegre vizsgaltam ezt a jelenséget. A numerikus
szamitasok nem-newtoni esetre is azt mutatjak, hogy minden n hatvanykitevéhoz megad-
haté egy A, kritikus érték, tovabba hasonlésdgi megoldas csak akkor van, ha A < A.. Ha
A > A\, az dramlés levélik, a hatarrétegbeli kozelitések tovabb mar nem alkalmazhatdak.

Nem-newtoni hatvéanykodzegben dramlassal ellentétes irdnyu lapmozgds esetén az (1.2)
mozgasegyenlethez jarulé peremfeltételek:

(2.13) Z—Z’ (2,0) = —U,, g—f (2,0) =0, JE&% (2,0) = Us.

A (2.4) hasonldsédgi transzforméciét alkalmazva n-ra és f-re az (1.1) és (1.2) parcidlis dif-
ferencidlegyenletek a (2.5) kozonséges differencidlegyenletre vezetnek, a (2.13) feltételek
pedig

(2.14) f(0)=0, f/(0)=-=X, lim f'(n)=1

n—00



dc_230 11

2. Az értekezés eredményei

feltételekre transzformalhatdk, ahol A = U, /U, a sebességhanyadost jeldli.

6. Tézis Aramlé nem-newtoni kézegben mozgo siklap esetén hasonlosagi megoldds akkor
létezik, ha A < A.. A (2.5), (2.14) peremértékfeladat megolddsdra iterativ eljdrdst dolgoztam
ki, mellyel meghataroztam az f"(0) értékeket n és X paraméterekhez. Megmutattam, hogy
e értéke nd, ha n novekszik (4.3. dbra). Numerikus szamitasok alapjin bemutattam,
hogy [f"(0)]™ hogyan vdltozik A-tél kilénbozd n-ekre (4.2. dbra) [27]. A nyirdfesziltségben
szerepld f"(n) grafikonjainak vdltozdsat kilonbézé \ értékekre dbrdzolva megdllapitottam,
hogy f" megativ A esetén szigorian monoton csokken, mig pozitiv A esetén mazimumdt a
hatarrétegben veszi fel. A \. értékekre felsé becslést adtam dltalanositva Hussaini, Lakin €és
Nachman [42] eredményét [20].

Aramlésba helyezett mozgd sik feliileten vizsgalt hasonlésagi megoldasokat — melyek
a (2.5), (2.6) &ltalanositott Blasius-feladat megolddsai — Osszehasonlitottam a véges
térfogatok modszerére épiilo ANSYS FLUENT kereskedelmi programmal kapott numerikus
eredményekkel. Az dramlds szamitdsahoz a mozgédsegyenletet és az (1.1) folytonossagi
egyenletet alkalmazzuk. A mozgasegyenlet dimenzié mentes alakja Gsszenyomhatatlan
kozeg esetén [14]:

ou ou op 0 ou 0 ou  Ov
1 — — = = - - - = 27
(2.15) p(uaervay) 8x+28x {(Max)} +ay {M(ﬁy—i_@x)]’
ov ov dp 0 ou Ov 0 ov
(2‘16) P (U% + Ua_y) = _a_y + % [’u(@_y + %) + Qa—y [(:ua_y)} )

ahol p a dinamikus viszkozitast jeloli és

ou\? ov\” ou v\’ e

(2.17) “_K{2[<ax) +(8y) +(8y+6x) } .
Az ANSYS FLUENT programrendszernél a numerikus szamitdsokhoz a 2D laminaris,
id6ében &lland6 laminaris megoldét alkalmaztuk 6sszenyomhatatlan aramlasra.

Osszehasonlitva az elméleti (a hasonlésdgi) és az ANSYS FLUENT-tel kapott megol-
désokat megallapithatd, hogy a belépoéltol tavolodva a numerikus szimuldciéval nyert
u(z,y)/Us dimenziémentes sebesség profilok mindig az iteraciés transzformaciéval szami-
tott f’(n) hasonlésdgi megolddshoz tartanak (1. 4.11 dbra). A kidramlasi sebességre a
numerikus és a hasonlésdgi megoldasokat a 4.12-4.14 dbrak mutatjék. Az (1.1), (2.15),
(2.16) és (2.17) egyenletrendszer u(x,y)/Us megoldésai és a (2.5), (2.6) feladat hasonlésagi
megolddsai kiilonb6z6 n és A paraméter értékekre nagyon kozeliek (1. 4.15-4.19 abrék). A
feliillet melletti nyiréfesziiltségre az ANSYS-szal végzett numerikus szimuldciokkal kapott
adatok jo egyezést mutatnak a hasonlésagi megoldasokkal nyert értékekre a belép6él egy
kis kornyezetét kivéve.

7. Tézis A hasonlosigi megoldasokat osszehasonlitottam az ANSYS FLUENT
kereskedelmi szoftverrel kapott numerikus megolddsokkal mozgo felilettel pdarhuzamosan
zavartalan dramldasban hatvdnytorvény szerinti nem-newtoni kozegben. Az (1.1) és
(1.2) hatdrréteg egyenletek helyett a numerikus szimuldciok sordn a teljes (1.1), (2.15),
(2.16) és (2.17) egyenletrendszert vettem figyelembe. A szamitdsokban a nem-newtoni

10
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hatvanykozegben a nyomdsra és a sebesség komponensekre kapcsolt eqyenletrendszert oldot-
tam meg. A hasonlosdgi és a numerikus megolddsok 6sszehasonlitasakor kielégité meg-
eqyezést taldltam. fgy a hasonlosagi megolddsok wverifikaljak az ANSYS FIUENT-tel
elodllitott megoldasokat. Tovdbbd a nyomdas és a sebesség eloszldsokra kapott numerikus
eredmények a Prandtl-féle hatdrréteg elméletben tett feltételezéseket igazoljdk.

Azt a jelenséget, amikor egy melegitett feliileten a homérséklet gradiens valtozasabol
szarmazo feliileti fesziiltség valtozas a folyadékban mozgéast hoz 1étre, Marangoni-hatasnak
nevezik. Fz szdmos mérnoki probléma esetén eléfordul, pl. géz buborékok névekedése soran
[30], nanofolyadékokban [81]), mikrogravitaciéban [31], vékony folyadék film kuszasanél
[48], de jelentés az olajfilm kenésben is [28], [39], [53]. Kenéselméleti jelentGségére Sin-
gleterry hivta fel a figyelmet [66]. Annak a kérdése, hogy a sirlédasi hé miatt a feliiletek
érintkezése kozelében a hémérséklet gradiens hatdsa milyen a nem érintkezo gépalkatrészek
szabad feliiletén az olaj film terjedési tulajdonsdgaira vonatkozdan a tribolégia egyik
aktudlis kérdése napjainkban. Ilyen koriilmények gyakran eléfordulnak hajtémiivekben,
gordiilocsapagyakban, motor hengerekben, stb.

Az 5.1 fejezetben bemutattam a hasonldsagi analizist egy, a Marangoni-hatés altal in-
dukalt newtoni folyadékaramléasra sik feliilleten. Az dramlast az (1.1) folytonosségi- és a
(2.12) mozgésegyenlettel, valamint az

orT or 0T

Yor Ty T Moy
energiaegyenlettel irjuk le. Az egyenletben a; a hémérséklet-vezetési tényezét jeloli, azaz
a; = k/(pc,), ahol k a h6vezetési tényezd, p a siirliség és ¢, az dllandé nyoméson vett fajlagos
hokapacitas. A Marangoni-hatas a homérsékletmezo és a sebességmez6 kozti Osszefliggéssel
jellemezhet6 [7], [11]. A peremfeltételeket a feliileten az aldbbiak szerint vessziik figyelembe:

ou oT

| = —0r 5 )
ay y:O ’ ax y:O
v(z,0) = 0,

T(x,0) = T(0,0)+ Az™t

és a feliilettol tdvol (y — 00):

u(r,00) = 0,
oT _ 9
Y | y—se ’

ahol o7 = do/dT, A a hémérséklet-gradiens egyiitthat, m a kitev. Napolitano és Go-
lia [55] megmutatték, hogy a Marangoni-hatarréteghez hasonlésagi megoldéds csak akkor
adhaté meg, ha a feliileten a hémérséklet-gradiens = hatvanyaként van megadva. A ha-
sonlésagi médszerrel a dimenzié mentes f(n) dramfiiggvényre a differencidlegyenlet

m+ 2

Mf/2+TffI/:O

"
/ 3

11
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alaku és a peremfeltételek az

f(O):O, f”(O):—l, f’(OO)ZO
alakba frhatok. A © hasonlésdgi homérsékletre felirt egyenlet a peremfeltételekkel:

/ m + 2 ’ 1 "
(m+1)fO-—5-f60 = 56"

0(0)=1, O'(x) = 0,

ahol Pr = u/(pay) a Prandtl-szamot jeloli.

8. Tézis A Marangoni-hatds vizsgdlatakor feltételezve, hogy a hdmérséklet vdltozdsa
a hely-koordindtanak hatvdnyfigguénye és a felileti fesziltség a homérséklettel linedrisan
valtozik, az analitikus kozelitd megoldast exponencidlis sorral adtam meg. Ez m = 1 kitevo
esetén a Crane-féle megolddssal egyezik meg [33]. Az f-re kapott megoldds ismeretében
elodllitottam a homérséklet eloszlast sor alakjaban és meguizsgdltam az m kitevd és a
Prandtl-szam vdltozdsdanak hatdsdt. Megdllapitottam, hogy [’ csokken, ham né. A termikus
hatarréteg vastagsaga mind m, mind Pr novekedésével nd. Kis Prandtl-szamok esetén a ©
hémérséklet csékken Pr névelésével, mig nagy Pr-szamok esetén Pr hatdsa ellentétes [24].

Az 5.2. fejezetben azt a jelenséget vizsgaltam, amikor hatvanykozegben mozgd
sikfeliiletet valamely T hémérsékletti folyadék alulrél melegit. A feliilet felett a kozeg
hémérséklete tévol a feliilettol Ti,. Az (1.1) folytonossagi-, (1.2) mozgasegyenlethez és a

or  or_ 09T
ox dy Oy tay

energiaegyenlethez csuszasmentes, atereszté és konvektiv peremfeltételt alkalmazva:
(2.18) u(z,0) =—-Uy,, v(x,0)=0v,(z), —k=—=h{(Tr—T,),

ahol hy a hédtadési tényezd, k a hivezetési tényezd és v, (r) az anyagatadasi sebességet
jeloli a feliileten. A feltételek a feliilettdl tavol (y — 00):

(2.19) u(xr,00) =Us, T (r,00)=Tx.
Ekkor az f hasonlésagi fiiggvény a (2.5) differencidlegyenletet elégiti ki a
FO) = fu, fO0)==A f(o0)= lim f'(n) =1,

_1
ahol f, = —(n+ 1) v, () (%) " a felszin parologtatdsi mértékét jeloli. Ha a ter-
mikus diffiziét Zheng és szerzétarsai [82] altal javasolt oy = w|Ou/dy|" ", ha u # 0
(w pozitiv dlland6) és oy = 0, ha u = 0 alakban vessziik fel, akkor a hasonlésdgi ©
homérsékletre kapott egyenlet az

(1o o) + -

12
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ahol Pr = K/pw a Prandtl-szam. A feltételeknek eleget tevé hasonlésdgi megoldds csak
akkor van, ha a hditaddsi tényezd hy = cx~ V1) Newtoni kozegre hasonlé jelenségre
mutatott rd Aziz [6], Bataller [11], Ishak [43] és White [79], azaz hasonl6sdgi megoldés csak
akkor allithaté eld, ha h; az x~1/%nel ardnyos.

A hasonlésdgi © hémérsékletre (2.18), (2.19) feltételekbdl:

Ql

, _ c K o .
O'(0) = a1 =0(0). a={ ()" . fm O =0

A hidrodinamikai és a termikus hatarrétegbeli aramlasi jellemzéket MAPLE 12-vel nu-
merikusan vizsgaltam, a sebesség- és homérséklet eloszlasokat kiilonbozo paraméterekre
meghataroztam. Az x iranyu sebességkomponenssel ardnyos f'(n) alakjara vonatkozdéan n
és A\ hatasat az 1. és 6. tézisek tartalmazzdk.

9. Tézis Mind a hidrodinamikai, mind a termikus hatdrréteq vastagsiga no, ha A
no, vagy Pr csokken, vagy n csokken. Szdmitdsaink azt mutatjdk, hogy a fal melletti
nyirofesziltségben €s az ellendlldastényezoben szerepld feliileti sebesséq gradiens novekszik,
ha azn hatvanykitevd, vagy a felileten a pdrologtatds sebességét jellemzo f,, né. A feluleten
a homérséklet né, ha a nd, illetve ha \ vagy Pr csokken. A felileten a hémérséklet gra-
diens nagyobb, ha a Prandtl-szam nagyobb, nagyobb dilatdns folyadékra, mint pszeudo-
plasztikusra, illetve nagyobb elszivds €s kisebb betdpldalds esetén. Az elszivds vékonyitja
a termikus hatdrréteget és noveli a fal melletti homérséklet meredekségét. A betdaplalds
vastagitja a hatdrréteget és a profilt S-alakira modositja. A hddtadds sebessége a feliileten
nagyobb elszivdsndl és kisebb betdpldlasnal. Tovabbd a hddtadds sebessége a felileten na-
gyobb dilatdlo kézegre, mint pszeudo-plasztikusra. Newtoni kozegben (n = 1) a numerikus
eredmények jo egqyezést mutattak az Aziz [6] és Ishak [43] dltal megadottakkal ([21], [25]).
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