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1 Az értekezés tárgya és előzményei

Számos elméleti és numerikus módszer alkalmazható folyadékok áramlási jellemzőinek
vizsgálatára és arra, hogy meghatározzuk, milyen hatást gyakorolnak a gyártási folyamat-
ra és a gépszerkezetek működésére. Komplex, a gyártási folyamatokra érvényes predikt́ıv
modellek általában nem ismertek, a gyakorlat nagyobb részt empirikus. A fizikai és mate-
matikai modellek azonban előseǵıtik, hogy betekintést nyerjünk a gépelemek működésébe és
a végtermékre hatással b́ıró folyadék áramlástani jellemzőibe. Fontos, hogy megismerjük az
alapegyenletek és a peremfeltételek által meghatározott folyadékáramlási mechanizmusokat
és az egyes paraméterek hatását, hogy befolyásolni tudjuk azok hatását.

Kenés, terjedés, polimer bevonat késźıtés és a polimer feldolgozás, vékony film előálĺıtás
és öntés, valamennyi fontos alkalmazási területe a szilárd felület melletti áramlásnak. Az el-
mozduló gépelemek határfelületei között a kenőanyagok rugalmas kapcsolatot teremtenek,
amelyek a tribológiai rendszer paramétereitől függően fejtik ki hatásukat. A korszerű
kenőolajok alapolajból és 0,01-30 % közötti koncentrációban különböző funkciójú adalék
anyagokból állnak. A kenési körülmények – a nyomás, a hőmérséklet, a nýırási sebesség –
jelentősen befolyásolják a felületen lejátszódó fizikai és kémiai folyamatokat [52]. Az 1960-as
évektől kezdve széles körben elterjedt, hogy az alapolajokhoz adalékokat adnak, ı́gy jav́ıtva
a kenőanyagoknak a felhasználás szempontjából fontos tulajdonságait. A kenőolajok egyik
legfontosabb tulajdonságát, a megḱıvánt viszkozitást polimerek hozzáadásával érik el [10],
[12], [71]. A polimer és az olaj oldatainak mechanikai tulajdonsága, a polimer viszkozitást
növelő hatása a polimer adalék jellemzőitől függ. Ezek az oldatok viszkozitás szem-
pontjából nem-newtoni viselkedést mutatnak az ásványi olajakkal ellentétben, melyeket
newtoni folyadéknak lehet tekinteni. A kenőolajok viszkozitásának jellemzésére a mo-
dell egyszerűsége miatt a nem-newtoni hatvány törvényt alkalmazzák [54], [62], [63], [64],
[65]. Napjainkban a tribológia egyik gyakran vizsgált területe a nem-newtoni hatásnak
a kenőanyag áramlási jellemzőkre gyakorolt befolyása kenőfilmek [54], [56], [62], [63], nyo-
mott csapágyak [64], [65], siklócsapágyak [71], [58], [80] és görgőscsapágyak [68], [69] esetén.
Az alapegyenletek és a peremfeltételek bonyolultsága miatt analitikus módszerek a felada-
tok megoldására csak nagyon kevés gyakorlati esetben alkalmazhatók. Ezért numerikus
számı́tások egésźıtik ki a ḱısérleti eredményeket. Bár a numerikus eljárások széles körben
elterjedtek, az analitikus megoldások rendḱıvül értékesek, mivel általuk numerikus model-
lek igazolhatók, az áramlási mechanizmusokra alapvető információkat nyújtanak és meny-
nyiségi eredményeket is adnak az egyes komponensekre. Az elméleti vizsgálatok előnye a
ḱısérleti módszerekkel szemben, hogy a paraméterek és a feltételek egyszerűen és gyorsan
kontrollálhatók. Analitikus megoldások azonban csak bizonyos folyamatok egyszerűśıtett
modelljeire nyerhetők.

Az értekezés ilyen modellek kifejlesztésére irányuló kutatásaim eredményeit foglalja
össze. Az értekezésben a modell felálĺıtása során azzal a feltevéssel élünk, hogy az áramlás
lamináris, a folyadék (pl. kenőolaj) nem összenyomható és viszkozitás tekintetében pedig
nem-newtoni, hatványtörvény szerinti viselkedést mutat.

               dc_230_11



1. Az értekezés tárgya és előzményei

Prandtl elméletének alkalmazásával a Navier-Stokes-egyenletek egyszerűbb alakú diffe-
renciálegyenletekre redukálhatók, amelyeket határréteg egyenleteknek nevezünk [57]. Mı́g
a Navier-Stokes-egyenletek elliptikusak, a határréteg egyenletek parabolikusak, amelyekre
további egyszerűśıtések alkalmazhatók (lásd pl. [4], [5], [34], [35], [60]). A Prandtl-
féle határréteg elmélet szerint a szilárd felület és a folyadék viszonylagos mozgásakor az
áramlási tér két tartományra osztható. Az egyik a szilárd felület környezetében kialakuló
vékony határréteg, amelyben a súrlódás jelentős szerepet játszik. A határrétegen ḱıvül
eső tartományban a súrlódás elhanyagolható, a mozgás az ideális folyadékokra érvényes
törvények szerint megy végbe. A fal melletti rétegben a newtoni, vagy nem-newtoni
viszkózus feszültségek játszanak szerepet, mı́g a határrétegen ḱıvül ezek a feszültségek
elhanyagolhatók a nýırósebesség kis értékei miatt. A határréteg általában igen vékony
az ”objektum” méretéhez viszonýıtva. Prandtl arra a következtetésre jutott, hogy kis
viszkozitás esetén a sebesség kis távolságon belül gyorsan változik az áramlásba helyezett
felületre merőleges irányban, azaz a határrétegben a sebesség gradiens igen nagy. Prandtl
elméletével a Navier-Stokes-egyenletek a határrétegben egyszerűbb alakra hozhatók, ezek
az ún. határréteg egyenletek [5].

A kenéselméletben a hidrodinamikai hatást ḱısérleti úton először Tower mutatta ki
1883-ban [40], [73]. Az ő eredményeire alapozva Reynolds dolgozta ki a hidrodinamikai
kenéselméletet, feltételezve, hogy a közeg viszkózus és nem-newtoni. A mozgó felület és a
kenőanyag egyes rétegei közötti relat́ıv mozgásra a kenőanyag viszkozitása van hatással.
Egy vékony határrétegben megbecsülhető a fal melletti nýırófeszültség és abból a fali
csúsztatófeszültség által okozott súrlódási ellenállás. Ez az ellenállás erő függ a folyadék
tulajdonságaitól, a folyadékba helyezett objektum alakjától, méretétől és sebességétől. A
hidrodinamikus csapágy a kenéselmélet leggyakrabban használt alkalmazása. A csapágyban
a súrlódási veszteséget a kenőfilm nýırása idézi elő. A siklócsapágyak működése során
lehetőleg a hidrodinamikai kenésállapot biztośıtására törekszenek, amikor fémes érintkezés
nem jön létre és a súrlódási ellenállás nagyon kicsi.

Az idealizált newtoni viszkózus, állandó sebességgel áramló közegben kialakuló
határréteg vizsgálata v́ızszintes felület felett a folyadékok mechanikája egyik legismer-
tebb problémája, melynek analitikus megoldása a múlt század elejére nyúlik vissza és
Heinrich Blasius nevéhez fűződik [15]. A jelenség léırására szolgáló két parciális differen-
ciálegyenletből álló rendszert egy közönséges differenciálegyenletté transzformálta, melyet
Blasius-egyenletnek nevezünk [15].

A mozgásegyenlethez egzakt megoldást adni igen nehéz, sőt néha még egyszerű geo-
metria és konstansnak tekintett folyadék jellemzők esetén is lehetetlen. Numerikus
megoldások alkalmazhatóak, azonban ha analitikus léırásra van szükség, akkor a közeĺıtő
módszerek is gyakran bizonyulnak hasznosnak.

Tapasztalat szerint a folyadékok jelentős része nem-newtoni viselkedést mutat (pl.
kenőanyagok, műanyag olvadékok és különböző zagyok). Ilyen anyagoknál a τ
nýırófeszültség és a ∂u/∂y nýırósebesség közötti viszonyt a τ = µapp∂u/∂y egyenlőséggel
jellemzik a µapp látszólagos viszkozitást alkalmazva. Nem-newtoni folyadékok reológiai
jellemzésére leggyakrabban használt modell a

µapp = K

∣∣∣∣∂u∂y
∣∣∣∣n−1 ,
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1. Az értekezés tárgya és előzményei

ún. Ostwald-de Waele hatványtörvény modell, amelynél a nýırófeszültség és a nýırósebesség
kapcsolata a

τ = K

∣∣∣∣∂u∂y
∣∣∣∣n−1 ∂u∂y

összefüggéssel adott, ahol K a konzisztencia állandó és n a folyási kitevő, vagy
hatványkitevő [14]. Az 0 < n < 1 eset a pszeudo-plasztikus folyadéknak (pl. kenőanyagok,
polimerek), az n > 1 eset a dilatáns folyadéknak (pl. zagyok) felel meg. Ha n = 1, akkor a
newtoni közegre érvényes összefüggést kapjuk [46].

Az 1960-as években Schowalter [61], ill. Acrivos, Shah és Peterson [1] adták
meg a hatványtörvénnyel jellemzett nem-newtoni közegben a határréteg egyenleteket.
Összenyomhatatlan, nem-newtoni közegben śıklappal párhuzamos, attól távol, a zavar-
talan áramlásban U∞ sebességű, lamináris áramlásban a folytonossági és a mozgásegyenlet
az alábbi alakkal ı́rták fel:

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0,(1.1)

ρ

(
u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y

)
= ρU∞

dU∞
dx

+K
∂

∂y

(∣∣∣∣∂u∂y
∣∣∣∣n−1 ∂u∂y

)
.(1.2)

Az egyenletrendszerhez a szilárd felületen, és attól távol a sebesség-komponensekre
feltételeket ı́runk elő:
- a tapadás törvényének érvényesülését feltéve u(x, 0) = 0 rögźıtett felületre és u(x, 0) = Uw
az Uw sebességgel x irányban mozgó felületre, ahol Uw > 0, ha a felület a −x irányban
mozog;
- v(x, 0) = 0 át nem eresztő felület és v(x, 0) = vw(x) áteresztő (permeábilis) felület esetén,
ahol vw az a felületen átáramló közeg sebességet jelöli;
- a felülettől távol lim

y→∞
u (x, y) = U∞, ha a közeg x irányú áramlási sebessége U∞ és

lim
y→∞

u (x, y) = 0 nyugvó közeg esetén.

Newtoni közegre a parciális differenciálegyenlet rendszerrel adott matematikai modellre
sok esetben hasznos volt a megoldások vizsgálata során a hasonlósági változók bevezetése
(l. Schlichting és Gersten [60]). Az értekezésben nem-newtoni hatványközeg esetén az
(1.1), (1.2) egyenletrendszer numerikus és analitikus megoldásainak előálĺıtására és az
áramlástani jellemzők változásának vizsgálatára alkalmazunk hasonlósági transzformációt.
Az 5. fejezetben a hőmérséklet változásának hatását is figyelembe vesszük, ekkor a foly-
tonossági- és a mozgásegyenletekhez még az energiaegyenlet járul; a termikus és hidrodi-
namikai határréteg jellemzőit pedig a Marangoni-konvekció és konvekt́ıv felületi feltétel
mellett elemezzük. Megvizsgáljuk a nem-newtoni hatást kifejező n kitevő hatását a
hidrodinamikai határrétegben a sebességeloszlásra, a határréteg vastagságára, valamint az
ellenállástényezőre, a felületi nýırófeszültségre, ill. a felületi súrlódási tényező kifejezésében
szereplő paraméterekre, valamint a termikus határréteg jellemzőit a fizikai paraméterek
függvényében.
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2 Az értekezés eredményei

Az értekezésben szereplő eredmények többsége publikációkban már megjelent. A leg-
fontosabb eredményeimet az értekezésben szereplő fejezetek szerinti felosztásban is-
mertetem az alábbiakban.

Az értekezés 2.2 fejezetében kétdimenziós stacionárius, izotermikus, lamináris
határréteg áramlását vizsgáltam állandó U∞ zavartalan hozzááramlási sebességnél. Át nem
eresztő, álló, csúszásmentes felületet feltételezve a felületen, ill. attól távol az (1.1), (1.2)
egyenletekhez járuló peremfeltételek:

(2.3) u (x, 0) = 0, v (x, 0) = 0, lim
y→∞

u (x, y) = U∞.

Bevezetve a ψ áramfüggvényt az

u =
∂ψ

∂y
, v = −∂ψ

∂x

egyenletekkel az (1.1) folytonossági egyenlet automatikusan teljesül és az (1.2) egyenlet az
alábbi alakba hozható:

∂ψ

∂y

∂2ψ

∂y∂x
− ∂ψ

∂x

∂2ψ

∂y2
=
K

ρ

∂

∂y

[∣∣∣∣∂2ψ∂y2
∣∣∣∣n−1 ∂2ψ∂y2

]
.

Megmutattam, hogyha a ψ áramfüggvényt, valamint az η és f hasonlósági változókat a

(2.4) ψ(x, y) = (K/ρ)
1

n+1U
2n−1
n+1
∞ x

1
n+1f(η), η = (K/ρ)−

1
n+1U

2−n
n+1
∞ yx−

1
n+1

alakban vesszük fel, akkor az (1.1), (1.2) és (2.3) helyett az(
|f ′′|n−1 f ′′

)′
+

1

n+ 1
ff ′′ = 0,(2.5)

f(0) = 0, f ′(0) = 0, lim
η→∞

f ′(η) = 1,(2.6)

nemlineáris közönséges differenciálegyenlet peremérték feladata adódik, ahol a deriváltak
az η változó szerinti deriváltat jelölik. Ha n = 1, akkor (2.5) a Blasius-egyenlettel egyezik
meg, amely az n = 2 eset kivételével nemlineáris. Ekkor a megoldás explicit alakban
előálĺıtható (l. Liao [47]); n = 1 esetén pedig (2.5) és (2.6) peremérték feladat a jól ismert
Blasius-feladattal egyezik meg. Tehát (2.5) és (2.6) a Blasius-feladat egy általánośıtása,
melyet általánośıtott Blasius-feladatnak neveznek [13]. Ekkor a sebességkomponensek η és
f alkalmazásával kifejezhetők

u(x, y) = U∞f
′(η), v(x, y) = v∗(x) [ηf ′(η)− f(η)] ,

ahol

v∗(x) =
U∞
n+ 1

Re
− 1
n+1

x és Rex =
ρU2−n
∞ xn

K
.

Az f függvény ismeretében kapott f ′′(0) = γ, a fal melletti sebességgradiens, amelynek
meghatározása vizsgálataink egyik fő célja. Az áramlásba helyezett testre ható, a zavartalan
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2. Az értekezés eredményei

hozzááramlás sebességével párhuzamos ellenállás erő része a felületi súrlódásból származó
erő, amelynek meghatározásához a CD,τ dimenziómentes ellenállás tényezőt használjuk,
melynek értéke az adott peremfeltételek mellett függ a Reynolds számtól. Az általunk
vizsgált γ értékkel tudjuk meghatározni az ellenállás tényező fali csúsztatófeszültségből
származó részét:

CD,τ = (n+ 1)
1

n+1 Re
−n
n+1 |γ|n−1 γ,

a fal melletti nýırófeszültséget:

(2.7) τw(x) =
[
ρnKU3n

∞ x
−n] 1

n+1 |γ|n−1 γ

és a felületi súrlódási tényezőt.
A peremérték feladatok analitikus és numerikus megoldása nehéz, a megoldások sok

esetben nem is egyértelműek. A 2.1 fejezetben az n = 1 esetre ismertetett Töpfer-módszert
[74] általánośıtottam tetszőleges n folyási kitevőre. A (2.5), (2.6) peremérték feladatot
átalaḱıtottam a

(2.8)
(
|g′′|n−1 g′′

)′
+

1

n+ 1
gg′′ = 0, g(0) = 0, g′(0) = 0, g′′(0) = 1

kezdetiérték feladattá, amely egyértelműen megoldható. Innen

f(η) = γ(2n−1)/3g
(
γ(2−n)/3η

)
,

amely n = 1 esetén megegyezik a Töpfer-féle transzformációval [74]. Az f ′′(0) = γ fal
melletti sebességgradiens a g megoldásból számı́tható:

γ = lim
η∗→∞

[g′(η∗)]
−n+1

3 .

A (2.8) kezdetiérték feladat megoldásaiból kapjuk meg f -re a megoldásokat.

1. Tézis Hatványközegben kialakuló határréteg áramlást léıró (1.1) folytonossági-
és (1.2) mozgásegyenletet a (2.4) szerinti hasonlósági változók bevezetésével a (2.5)
közönséges differenciálegyenletre, az ún. általánośıtott Blasius-egyenletre transzformáltam.
A peremérték feladat megoldásához a Töpfer-féle transzformációt általánośıtottam és ı́gy a
(2.8) kezdetiérték feladat megoldásait kerestem meg különböző n kitevőkre. Az ı́gy kapott
megoldások ismeretében vizsgáltam az n hatványkitevőnek a sebesség-komponensekre gyako-
rolt hatását. Az f ′(η) = u(x, y)/U∞, v(x, y)/v∗(x) = ηf ′(η) − f(η) sebesség-profilokból
megállaṕıtottam, hogy a határréteg vastagsága csökken, ha n növekszik (2.2-2.3 ábrák). A
dimenziómentes f ′′(η) sebességgradiens az f ′′(0) = γ pozit́ıv értéktől monoton csökken 0-ig.
Nagyobb n értéknél a csökkenés mértéke nagyobb (2.4. ábra). Megállaṕıtottam, hogy az n
folyási kitevő az f ′′(0) értékre jelentős hatást gyakorol; kb. n = 0.7-ig csökken, ezt követően
pedig monoton nő (2.5. ábra) [16], [26], [23].

Newtoni közegben (n = 1) Blasius a feladat közeĺıtő megoldását az

f(η) = η2
∞∑
k=0

(
−1

2

)k
Akγ

k+1

(3k + 2)!
η3k

5
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hatványsorral adta meg. Az együtthatók kiszámı́tására zárt formula nem ismert, azok az

Ak =

k−1∑
j=0

(
3k − 1

3r

)
ArAk−r−1, ha k ≥ 2,

rekurźıv összefüggésekből számı́thatók, ahol A0 = A1 = 1.

2. Tézis Megmutattam, hogy az (2.5), (2.6) általánośıtott Blasius-feladatra is létezik

f(η) = η2
∞∑
k=0

akη
3k, sor alakú megoldás, ahol az első három együttható:

a0 =
γ

2
, a1 = − γ3−n

5!n(n+ 1)
, a2 =

γ5−2n(21− 10n)

8!n2(n+ 1)2
,

a további együtthatók meghatározására rekurźıv formulát adtam. Kiszámı́tottam a hatvány-
sor konvergencia sugarát:

ηc = 3γ
n−2
3 [n(n+ 1)]

1
3 lim
k→∞

k

∣∣∣∣ bk(n)

bk+1(n)

∣∣∣∣ 13 , amikor ak =
bk(n)γ1−k(n−2)

(3k + 2)!nk(n+ 1)k
.

A numerikus eredmények azt mutatják, hogy a konvergencia sugár jelentősen nő az n folyási
kitevő növelésével (2.3. táblázat) [16].

Áramló newtoni folyadékban a lamináris határréteget Weidman, Kubitschek és
Brown [76] vizsgálták abban az esetben, ha a külső sebességprofil az U∞ = B̃yσ

hatványfüggvénnyel adott, amely profilt teljesen kifejlődött áramlás átlagsebességére
Barenblatt [8] javasolt. Barenblatt és Protokishin igazolták, hogy σ = 3/(2 lnRe) [9].
A mozgásegyenlet analitikus megoldása Airy függvénnyel előálĺıtható, ha σ = −1/2. New-
toni folyadékra Magyari, Keller és Pop σ = −2/3 kitevő esetén megmutatták, hogy mı́g át
nem eresztő śıklap esetén nem létezik hasonlósági megoldás, elsźıvás jelenlétében van ha-
sonlósági megoldás [51]. Ha σ = −1/2, akkor mind elsźıvás és betáplálás esetén előálĺıtható
a hasonlósági megoldás. Ha σ = 0 és n = 1, akkor a lamináris határrétegáramlást léıró
egyenlet a Blasius-egyenlettel egyezik meg.

3. Tézis Előálĺıtottam az U∞ = B̃yσ sebességprofil esetén nem-newtoni hatványközegre
a hasonlósági megoldásra érvényes peremérték feladatot. Az (1.1) folytonossági- és (1.2)
mozgásegyenlethez ebben az esetben az

(2.9) u (x, 0) = 0, v (x, 0) = 0 és lim
y→∞

u (x, y) = B̃yσ

peremfeltételek járulnak, ahonnan a hasonlósági változók bevezetésével(
|f ′′|n−1 f ′′

)′
− αff ′′ +Mf ′2 = 0, M = − σ

(2− n)σ + (n+ 1)
,(2.10)

f(0) = 0, f ′(0) = 0, lim
η→∞

f ′(η) = Ãησ.(2.11)

A sebességkomponensek, ha n 6= 2:

u(x, y) = (K/ρ)1/(2−n)x−Mf ′(η), v(x, y) = x−(α+1) [αf(η) + βηf ′(η)] .
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2. Az értekezés eredményei

Az analitikus megoldást az f(η) = η2
∞∑
k=0

akη
3k, hatványsor alakban adtam meg, ahol a sor

együtthatóira vonatkozóan

a0 =
γ

2
,

a1 =
1

5!

(α
n
γ3−n − 2Mγ2

)
,

a2 =
1

8!

(
α(21− 10n)

n
γ2−n − 10Mγ

)(α
n
γ3−n − 2Mγ2

)
,

az ak, k > 2 együtthatókra pedig rekurźıv képletet álĺıtottam elő. Numerikus számı́tásokat
végeztem különböző n (0.5; 1; 1.5) és különböző σ (−1/2; −1/3; 0) értékekre (2.7-2.12
ábrák). A számı́tások alapján megállaṕıtottam, hogy a fal melletti nýırófeszültségben sze-
replő [f ′′(0)]n és a határréteg vastagsága mind σ = 0, mind σ = −1/2 esetén csökken,
ha az n paraméter értéke nő. Eredményeim a Cossali [32] által newtoni esetre megadott
eredményeknek az általánośıtása nem-newtoni hatványközegre, ha n 6= 2 [18], [22].

Elméletileg hasonló módon kezelhető az a technológiailag fontos áramlástani probléma,
amikor nyugvó folyadékban mozgó śıklap felsźınén kialakuló határréteget vizsgálunk. Ilyen
eljárások például a meleg hengerlés, a fémmegmunkálás és a folytonos öntés (l. Altan, Oh és
Gegel [3], Fisher [37], Tadmor és Kline [72]), ill. a polimerlemez folyamatos extrudálása [59].
A lemez folyamatos mozgása által létrehozott határréteg áramlást nyugvó newtoni közegben
Sakiadis [59] vizsgálta, számı́tásait Tsou, Sparrrow és Goldstein [75] ḱısérletileg igazolta.
A mérési eredmények igazolják a folytonos, mozgó felületen a határrétegáramlás mate-
matikai modelljét. Az értekezésben egy hosszú, folyamatosan mozgó śık felület modelljét
vizsgáltam, amelyben a śık felület egy ponttól jobbra v́ızszintes irányban mozog valamely
nyugvó közegen keresztül.

Nyúló felület feletti áramlás jelensége polimerlapok extrúziójánál és műanyag film
húzásánál jelenik meg. A lap gyártása során a nýılásból kiömlő olvadékot nyújtják ḱıvánt
vastagságúra. A végtermék minősége jelentősen függ a nyújtási aránytól. Crane [33] a
határréteg áramlást newtoni közegben lineárisan nyújtott felületre vizsgálta. Ez a probléma
azon kevés esetek közé tartozik, amelyre a megoldás zárt alakban megadható. Weidman és
Magyari [77] különböző t́ıpusú nyújtási sebességre vizsgálták newtoni közegben a határréteg
áramlást. A fizikai jelenségeket számos dolgozatban elemezték: pl. Kumaran és Ramanaiah
[45], Banks [7], Magyari és Keller [49]. Crane a zárt alakú megoldást át nem eresztő śıklapra
határozta meg. A gyakorlatban hűtésnél, vagy párologtatásos hűtésnél a felületen elsźıvás,
vagy közeg kiáramlás van. A párolgás hatását állandó sebességgel mozgó áteresztő felületen
Erickson és társai [36], ill. lineárisan növekvő sebességű felületen Gupta és Gupta [38]
vizsgálták. További eredményeket Magyari és Keller [50] áteresztő nyújtott lapra közölte.
A szerzők általában a fizikai jelenség matematikai modelljének analitikus megoldást kere-
sik, ha ez nem létezik, akkor megfelelő, a szakemberek számára a gyakorlatban elégséges
közeĺıtő megoldásokat javasolnak.

A 3.1 fejezetben a Crane által a newtoni közegben lineárisan növekvő sebességű nyújtott
felületre megadott megoldást általánośıtottam arra az esetre, ha a sebesség a hely ko-
ordinátának hatványfüggvényével adott. A határrétegáramlás hasonlósági megoldását ex-
ponenciális sor alakjában álĺıtottam elő.
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2. Az értekezés eredményei

Összenyomhatatlan, nyugvó newtoni közeg Uw(x) sebességgel −x irányban mozgó śıklap
körüli stacionárius, lamináris áramlásának léırásához az (1.1) folytonossági- és a

(2.12) u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
=
µ

ρ

∂2u

∂y2

mozgásegyenletet a

u (x, 0) = Uw(x), v (x, 0) = vw(x), lim
y→∞

u (x, y) = 0

peremfeltételekkel vizsgáltam áteresztő lap esetén, ahol vw(x) a felületre merőleges elsźıvás,
vagy betáplálás sebességét jelöli. A peremfeltételben a sebesség a nýılástól mért távolság
hatványának függvényeként változik:

Uw(x) = Axκ, vw(x) = Bx(κ−1)/2,

ahol A, B és κ konstantsok, A > 0. Ha B < 0, az a lapra merőleges elsźıvásnak, a B > 0
eset pedig betáplálásnak felel meg. Át nem eresztő lap esetén B = 0. A hasonlósági
transzformációval kapott peremértékfeladat:

f ′′′ + ff ′′ − 2κ

κ+ 1
f ′2 = 0,

f(0) = fw, f ′(0) = 1, lim
η→∞

f ′(η) = 0,

ahol

fw = −B
[
Aµ

κ+ 1

2ρ

]− 1
2

.

A sebességkomponensekre érvényes összefüggések:

u(x, y) = Axκf ′(η),

v(x, y) = −
(

2µA

ρ(κ+ 1)

)1/2

x(κ−1)/2
[
κ+ 1

2
f(η) +

κ− 1

2
ηf ′(η)

]
.

Banks [7] megmutatta, hogy határréteg problémának fizikai jelentősége csak abban az eset-
ben van, ha −∞ < κ < −1, és −1/2 < κ < +∞. Néhány speciális κ értékre egzakt
megoldást lehet adni. A κ = 1 esetben át nem eresztő felületre Crane adott megoldást [33]:

f(η) = 1− e−η,

áteresztő felületre pedig Gupta és Gupta [38]. A κ = −1/3 esetben át nem eresztő felületre
Banks [7], áteresztő felületre pedig Magyari és Keller [50] egzakt megoldást adott.

4. Tézis Az Uw(x) = Axκ esetre át nem eresztő és áteresztő lapra általánośıtottam
Crane, ill. Gupta és Gupta megoldását f(η) = α (A0 +

∑∞
i=1Ai a

i e−αiη) , sor alakban,
ahol α > 0, A0 = 1, és Ai (i = 1, 2, ...) az együtthatókat jelöli, amelyek meghatározására
módszert adtam. A sor együtthatóit kiszámı́tottam az fw = 0 át nem eresztő és fw = 1
áteresztő esetekre és meghatároztam a

τw =

[
ρµA3κ+ 1

2

] 1
2

x
3κ−1

2 f ′′(0),
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2. Az értekezés eredményei

fal melletti nýırófeszültségben szereplő f ′′(0) értékeket (3.1-2 táblázatok) [19].

5. Tézis Nyugvó hatványközegben Uw sebességgel mozgó, át nem eresztő lap mellett
kialakuló stacionárius, lamináris áramlás léırásákor az (1.1) folytonossági- és az (1.2)
mozgásegyenlethez járuló peremfeltételek:

u (x, 0) = Uw(x), v (x, 0) = 0, lim
y→∞

u (x, y) = 0.

A hasonlósági megoldások a (2.5) egyenletet eléǵıtik ki az

f(0) = 0, f ′(0) = 1, lim
η→∞

f ′(η) = 0

feltételekkel. Pszeudo-plasztikus közegre végzett számı́tások alapján megállaṕıtottam, hogy
n növelésével az ellenállás-tényezőben szereplő [−f ′′(0)]n tényező és a határréteg vastagsága
is csökken [17].

Áramló közegben mozgó felületen kialakuló határréteg jelensége több gyártási folya-
matnál előfordul, pl. kenéselméletben, polimer filmek, vagy lemezek hűtése esetén.
1968-ban Steinheuer [70] vizsgálta mozgó śıkfelületen newtoni közegben kialakuló
határrétegáramlás hasonlósági modelljét, ha a lap mozgásának iránya és az áramlás
iránya megegyező, vagy ellentétes; bár az irodalomban többnyire Klemp és Acrivos [44]
1972-ben megjelent cikkét emĺıtik. A numerikus eredmények alapján mindkét cikkben
megállaṕıtották, hogy newtoni közegben ellentétes irányú mozgáskor hasonlósági megoldás
csak a két sebesség hányadosának egy bizonyos értékéig létezik. Blasius-féle problémához
a megoldások nem egyértelműek, ha a felület állandó Uw sebességgel a śıklemezzel
párhuzamos U∞ sebességű áramlással ellentétes irányban mozog. Pozit́ıv λ = Uw/U∞
hányados esetén két megoldás létezik mindaddig amı́g λ kisebb, mint egy kritikus érték
(λc = 0.3541. . . ), ettől nagyobb értékre hasonlósági megoldás nincs. Hussaini és Lakin [41]
ezt a tényt bizonýıtotta, ill. Hussaini, Lakin és Nachman [42] pedig a megoldások anali-
tikusságát elemezte. Callegari és Nachman [29] egyértelmű megoldásokat igazolt arra az
esetre, ha λ < 0.

A 4.2 fejezetben nem-newtoni hatványközegre vizsgáltam ezt a jelenséget. A numerikus
számı́tások nem-newtoni esetre is azt mutatják, hogy minden n hatványkitevőhöz megad-
ható egy λc kritikus érték, továbbá hasonlósági megoldás csak akkor van, ha λ < λc. Ha
λ > λc az áramlás leválik, a határrétegbeli közeĺıtések tovább már nem alkalmazhatóak.

Nem-newtoni hatványközegben áramlással ellentétes irányú lapmozgás esetén az (1.2)
mozgásegyenlethez járuló peremfeltételek:

(2.13)
∂ψ

∂y
(x, 0) = −Uw,

∂ψ

∂x
(x, 0) = 0, lim

y→∞

∂ψ

∂y
(x, 0) = U∞.

A (2.4) hasonlósági transzformációt alkalmazva η-ra és f -re az (1.1) és (1.2) parciális dif-
ferenciálegyenletek a (2.5) közönséges differenciálegyenletre vezetnek, a (2.13) feltételek
pedig

(2.14) f(0) = 0, f ′(0) = −λ, lim
η→∞

f ′(η) = 1
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2. Az értekezés eredményei

feltételekre transzformálhatók, ahol λ = Uw/U∞ a sebességhányadost jelöli.

6. Tézis Áramló nem-newtoni közegben mozgó śıklap esetén hasonlósági megoldás akkor
létezik, ha λ < λc. A (2.5), (2.14) peremértékfeladat megoldására iterat́ıv eljárást dolgoztam
ki, mellyel meghatároztam az f ′′(0) értékeket n és λ paraméterekhez. Megmutattam, hogy
λc értéke nő, ha n növekszik (4.3. ábra). Numerikus számı́tások alapján bemutattam,
hogy [f ′′(0)]n hogyan változik λ-tól különböző n-ekre (4.2. ábra) [27]. A nýırófeszültségben
szereplő f ′′(η) grafikonjainak változását különböző λ értékekre ábrázolva megállaṕıtottam,
hogy f ′′ negat́ıv λ esetén szigorúan monoton csökken, mı́g pozit́ıv λ esetén maximumát a
határrétegben veszi fel. A λc értékekre felső becslést adtam általánośıtva Hussaini, Lakin és
Nachman [42] eredményét [20].

Áramlásba helyezett mozgó śık felületen vizsgált hasonlósági megoldásokat – melyek
a (2.5), (2.6) általánośıtott Blasius-feladat megoldásai – összehasonĺıtottam a véges
térfogatok módszerére épülő ANSYS FLUENT kereskedelmi programmal kapott numerikus
eredményekkel. Az áramlás számı́tásához a mozgásegyenletet és az (1.1) folytonossági
egyenletet alkalmazzuk. A mozgásegyenlet dimenzió mentes alakja összenyomhatatlan
közeg esetén [14]:

ρ

(
u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y

)
= −∂p

∂x
+ 2

∂

∂x

[
(µ
∂u

∂x
)

]
+

∂

∂y

[
µ(
∂u

∂y
+
∂v

∂x
)

]
,(2.15)

ρ

(
u
∂v

∂x
+ v

∂v

∂y

)
= −∂p

∂y
+

∂

∂x

[
µ(
∂u

∂y
+
∂v

∂x
)

]
+ 2

∂

∂y

[
(µ
∂v

∂y
)

]
,(2.16)

ahol µ a dinamikus viszkozitást jelöli és

(2.17) µ = K

{
2

[(
∂u

∂x

)2

+

(
∂v

∂y

)2
]

+

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)2
}(n−1)/2

.

Az ANSYS FLUENT programrendszernél a numerikus számı́tásokhoz a 2D lamináris,
időben állandó lamináris megoldót alkalmaztuk összenyomhatatlan áramlásra.

Összehasonĺıtva az elméleti (a hasonlósági) és az ANSYS FLUENT-tel kapott megol-
dásokat megállaṕıtható, hogy a belépőéltől távolodva a numerikus szimulációval nyert
u(x, y)/U∞ dimenziómentes sebesség profilok mindig az iterációs transzformációval számı́-
tott f ′(η) hasonlósági megoldáshoz tartanak (l. 4.11 ábra). A kiáramlási sebességre a
numerikus és a hasonlósági megoldásokat a 4.12-4.14 ábrák mutatják. Az (1.1), (2.15),
(2.16) és (2.17) egyenletrendszer u(x, y)/U∞ megoldásai és a (2.5), (2.6) feladat hasonlósági
megoldásai különböző n és λ paraméter értékekre nagyon közeliek (l. 4.15-4.19 ábrák). A
felület melletti nýırófeszültségre az ANSYS-szal végzett numerikus szimulációkkal kapott
adatok jó egyezést mutatnak a hasonlósági megoldásokkal nyert értékekre a belépőél egy
kis környezetét kivéve.

7. Tézis A hasonlósági megoldásokat összehasonĺıtottam az ANSYS FLUENT
kereskedelmi szoftverrel kapott numerikus megoldásokkal mozgó felülettel párhuzamosan
zavartalan áramlásban hatványtörvény szerinti nem-newtoni közegben. Az (1.1) és
(1.2) határréteg egyenletek helyett a numerikus szimulációk során a teljes (1.1), (2.15),
(2.16) és (2.17) egyenletrendszert vettem figyelembe. A számı́tásokban a nem-newtoni
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hatványközegben a nyomásra és a sebesség komponensekre kapcsolt egyenletrendszert oldot-
tam meg. A hasonlósági és a numerikus megoldások összehasonĺıtásakor kieléǵıtő meg-
egyezést találtam. Így a hasonlósági megoldások verifikálják az ANSYS FlUENT-tel
előálĺıtott megoldásokat. Továbbá a nyomás és a sebesség eloszlásokra kapott numerikus
eredmények a Prandtl-féle határréteg elméletben tett feltételezéseket igazolják.

Azt a jelenséget, amikor egy meleǵıtett felületen a hőmérséklet gradiens változásából
származó felületi feszültség változás a folyadékban mozgást hoz létre, Marangoni-hatásnak
nevezik. Ez számos mérnöki probléma esetén előfordul, pl. gőz buborékok növekedése során
[30], nanofolyadékokban [81]), mikrogravitációban [31], vékony folyadék film kúszásánál
[48], de jelentős az olajfilm kenésben is [28], [39], [53]. Kenéselméleti jelentőségére Sin-
gleterry h́ıvta fel a figyelmet [66]. Annak a kérdése, hogy a súrlódási hő miatt a felületek
érintkezése közelében a hőmérséklet gradiens hatása milyen a nem érintkező gépalkatrészek
szabad felületén az olaj film terjedési tulajdonságaira vonatkozóan a tribológia egyik
aktuális kérdése napjainkban. Ilyen körülmények gyakran előfordulnak hajtóművekben,
gördülőcsapágyakban, motor hengerekben, stb.

Az 5.1 fejezetben bemutattam a hasonlósági anaĺızist egy, a Marangoni-hatás által in-
dukált newtoni folyadékáramlásra śık felületen. Az áramlást az (1.1) folytonossági- és a
(2.12) mozgásegyenlettel, valamint az

u
∂T

∂x
+ v

∂T

∂y
= αt

∂2T

∂y2

energiaegyenlettel ı́rjuk le. Az egyenletben αt a hőmérséklet-vezetési tényezőt jelöli, azaz
αt = k/(ρcp), ahol k a hővezetési tényező, ρ a sűrűség és cp az állandó nyomáson vett fajlagos
hőkapacitás. A Marangoni-hatás a hőmérsékletmező és a sebességmező közti összefüggéssel
jellemezhető [7], [11]. A peremfeltételeket a felületen az alábbiak szerint vesszük figyelembe:

µ
∂u

∂y

∣∣∣∣
y=0

= −σT
∂T

∂x

∣∣∣∣
y=0

,

v(x, 0) = 0,

T (x, 0) = T (0, 0) + Āxm+1

és a felülettől távol (y →∞):

u(x,∞) = 0,

∂T

∂y

∣∣∣∣
y=∞

= 0,

ahol σT = dσ/dT , Ā a hőmérséklet-gradiens együttható, m a kitevő. Napolitano és Go-
lia [55] megmutatták, hogy a Marangoni-határréteghez hasonlósági megoldás csak akkor
adható meg, ha a felületen a hőmérséklet-gradiens x hatványaként van megadva. A ha-
sonlósági módszerrel a dimenzió mentes f(η) áramfüggvényre a differenciálegyenlet

f ′′′ − 2m+ 1

3
f ′2 +

m+ 2

3
ff ′′ = 0
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2. Az értekezés eredményei

alakú és a peremfeltételek az

f (0) = 0, f ′′ (0) = −1, f ′ (∞) = 0

alakba ı́rhatók. A Θ hasonlósági hőmérsékletre feĺırt egyenlet a peremfeltételekkel:

(m+ 1)f ′Θ− m+ 2

3
f Θ′ =

1

Pr
Θ′′,

Θ(0) = 1, Θ′(∞) = 0,

ahol Pr = µ/(ραt) a Prandtl-számot jelöli.

8. Tézis A Marangoni-hatás vizsgálatakor feltételezve, hogy a hőmérséklet változása
a hely-koordinátának hatványfüggvénye és a felületi feszültség a hőmérséklettel lineárisan
változik, az analitikus közeĺıtő megoldást exponenciális sorral adtam meg. Ez m = 1 kitevő
esetén a Crane-féle megoldással egyezik meg [33]. Az f -re kapott megoldás ismeretében
előálĺıtottam a hőmérséklet eloszlást sor alakjában és megvizsgáltam az m kitevő és a
Prandtl-szám változásának hatását. Megállaṕıtottam, hogy f ′ csökken, ha m nő. A termikus
határréteg vastagsága mind m, mind Pr növekedésével nő. Kis Prandtl-számok esetén a Θ
hőmérséklet csökken Pr növelésével, mı́g nagy Pr-számok esetén Pr hatása ellentétes [24].

Az 5.2. fejezetben azt a jelenséget vizsgáltam, amikor hatványközegben mozgó
śıkfelületet valamely Tf hőmérsékletű folyadék alulról meleǵıt. A felület felett a közeg
hőmérséklete távol a felülettől T∞. Az (1.1) folytonossági-, (1.2) mozgásegyenlethez és a

u
∂T

∂x
+ v

∂T

∂y
=

∂

∂y

(
αt
∂T

∂y

)
energiaegyenlethez csúszásmentes, áteresztő és konvekt́ıv peremfeltételt alkalmazva:

(2.18) u (x, 0) = −Uw, v (x, 0) = vw (x) , −k∂T
∂y

= hf (Tf − Tw),

ahol hf a hőátadási tényező, k a hővezetési tényező és vw (x) az anyagátadási sebességet
jelöli a felületen. A feltételek a felülettől távol (y →∞):

(2.19) u (x,∞) = U∞, T (x,∞) = T∞.

Ekkor az f hasonlósági függvény a (2.5) differenciálegyenletet eléǵıti ki a

f (0) = fw, f ′ (0) = −λ, f ′ (∞) = lim
η→∞

f ′ (η) = 1,

ahol fw = − (n+ 1) vw (x)
(

xn

µcnU
2n−1
∞

) 1
n+1

a felsźın párologtatási mértékét jelöli. Ha a ter-

mikus diffúziót Zheng és szerzőtársai [82] által javasolt αt = ω |∂u/∂y|n−1 , ha u 6= 0
(ω pozit́ıv állandó) és αt = 0, ha u = 0 alakban vesszük fel, akkor a hasonlósági Θ
hőmérsékletre kapott egyenlet az(

|f ′′(η)|n−1 Θ′(η)
)′

+
Pr

n+ 1
f(η)Θ′(η) = 0,
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ahol Pr = K/ρω a Prandtl-szám. A feltételeknek eleget tevő hasonlósági megoldás csak
akkor van, ha a hőátadási tényező hf = cx−1/(n+1). Newtoni közegre hasonló jelenségre
mutatott rá Aziz [6], Bataller [11], Ishak [43] és White [79], azaz hasonlósági megoldás csak
akkor álĺıtható elő, ha hf az x−1/2-nel arányos.

A hasonlósági Θ hőmérsékletre (2.18), (2.19) feltételekből:

Θ′(0) = −ā(1−Θ(0)), ā =
c

k

(
K

ρU2−n
∞

) 1
n+1

, lim
η→∞

Θ (η) = 0.

A hidrodinamikai és a termikus határrétegbeli áramlási jellemzőket MAPLE 12-vel nu-
merikusan vizsgáltam, a sebesség- és hőmérséklet eloszlásokat különbözö paraméterekre
meghatároztam. Az x irányú sebességkomponenssel arányos f ′(η) alakjára vonatkozóan n
és λ hatását az 1. és 6. tézisek tartalmazzák.

9. Tézis Mind a hidrodinamikai, mind a termikus határréteg vastagsága nő, ha λ
nő, vagy Pr csökken, vagy n csökken. Számı́tásaink azt mutatják, hogy a fal melletti
nýırófeszültségben és az ellenállástényezőben szereplő felületi sebesség gradiens növekszik,
ha az n hatványkitevő, vagy a felületen a párologtatás sebességét jellemző fw nő. A felületen
a hőmérséklet nő, ha ā nő, illetve ha λ vagy Pr csökken. A felületen a hőmérséklet gra-
diens nagyobb, ha a Prandtl-szám nagyobb, nagyobb dilatáns folyadékra, mint pszeudo-
plasztikusra, illetve nagyobb elsźıvás és kisebb betáplálás esetén. Az elsźıvás vékonýıtja
a termikus határréteget és növeli a fal melletti hőmérséklet meredekségét. A betáplálás
vastaǵıtja a határréteget és a profilt S-alakúra módośıtja. A hőátadás sebessége a felületen
nagyobb elsźıvásnál és kisebb betáplálásnál. Továbbá a hőátadás sebessége a felületen na-
gyobb dilatáló közegre, mint pszeudo-plasztikusra. Newtoni közegben (n = 1) a numerikus
eredmények jó egyezést mutattak az Aziz [6] és Ishak [43] által megadottakkal ([21], [25]).
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