Vélasz opponensi biréalatra
Opponens: Béda Péter, egyetemi tanar, az MTA doktora

Szeretném megkoszonni Béda Péter Professzor Ur részletes opponensi véleményét, segitd
értékelését, érdekes hozzaflizéseit, megjegyzéseit, kérdéseit.
Vélaszaimat az alabbiakban adom meg.

VALASZOK

1. Kérdés: A jelolt bevezeti (17. oldal) a rendszerre haté dsszes kiilsé aktiv erd és a kényszer erdk
ereddjét (F; ), majd ennek eré-impulzusat 1" (20) képlet. Hasonléan erdpdrokndl bevezeti az |M
mennyiséget. Ezeket hasznalja a (21),(22),(23a), (24),(27),(28),(29) képletekben, majd két
Iépésben elhanyagolja mindkét mennyiséget, és igy jut a 3.1 és 3.2 alfejezetek végen a
végeredmeényhez (30),(31), illetve (33), (34). Miért van szlikség minderre?

A test tomegének valtozésa ttkozéskor aktiv er6k vagy erdparok fellépésével jar, amelyek hatasat
szamitasba kell venni. A dinamika tételei és torvényei szerint transzlaciés mozgas esetén a
mozgéasmennyiség valtozasa egyenlé az 1™ er8impulzussal (20). Rotacié esetén a perdilet
megvaltozasa megfelel az I nyomaték-impulzusnak (22). Ez a két vektoregyenlet leirja a test
dinamikajat a tomegvaltozasra vonatkozoan. Az egyenletek megoldasa megadja a valtozo tomegii
test sebességét és szogsebesseget.

Ha a test tomegvaltozasa Utkozés nelkul megy végbe, vagyis kiils6 eré vagy erépar hatasa nem
jelentkezik, akkor an. "spontan™ tdmegvaltozas torténik (Id. Landau, Lifshitz, 1958). Ez esetben
az er6lokések és a nyomaték-impulzusok nullaval egyenléek, ezért nem szerepelnek a sebességet
és a szdgsebesseget meghatarozé (30), (31), illetve (33), (34) egyenletekben sem.

Landau, L.D., Lifshitz, E.M., Teoreticheskaja fizika, Tom I, Mehanika, Nauka, Moscow,
1958.

2. Kérdés: A 3.3 alfejezet sikmozgassal foglalkozik. Nem talaltam annak kijelentését, hogy a
mozgds sikjanak normdlisa a testek (az ,,egy test” a kettévalas elott, vagy az osszeolvadas utdn,
illetve mindket test, amikor éppen ketté van beldliik) tehetetlenségi nyomatéki fotengelye.
Elképzelheto, hogy nem fotengely a mozgasi sik normalisa?

Egy sikban mozg6 testnek mindig van egy olyan szimmetria sikja, amelyik parhuzamos a mozgas
sikjaval, igy a sik normalisa tehetetlenségi nyomatéki fétengely. Példaul, ha az x és az y
koordinata tengelyek a szimmetria sikban vannak, es a harmadik, a z tengely meréleges a sikra, ez
a tengely tehetetlenségi nyomatéki fotengely, abban az esetben, ha az Iy, és az |y, centrifugalis
tehetetlenségi nyomatékok értéke zér6. Ha a z tengely a test sulypontjaban van, akkor ez a
fotengely centralis is. (Az értekezést Kibovitettem ezzel az észrevétellel).

3. Kérdés: Mi biztositja a dolgozatban targyalt esetekben, hogy ha két test sikmozgast végez,
akkor dsszeolvadas utdin a létrejovo test tovabbra is sikmozgdst végezzen?

4. Kérdés: Mi biztositja a dolgozatban targyalt esetekben, hogy szétvalas utan a testek
mindegyike sikmozgast végezzen?

Ha a testek szétvalasakor, illetve 0sszeolvadasakor fellépd er6- és nyomaték-impulzus a test
tomegkozéppontjanak palyajat is magaban foglald, a mozgas sikjaval egybees6 sikban hat, a
testek mozgasa — a témeg megvaltozasa utan is, — ugyanazon sikban folytatodik.



5. Kérdés: Kérem a jeldltet, hogy adja meg részletesen, hogy miként jon ki a (96) egyenlet,
illetve hogyan gondolja részletesen a 4.1 rész elotti bekezdésben irtakat (33. oldal tetejétol a
4.1 alfejezetig.)

Ezt igen fontosnak tartom, mert a tudomanyos teljesitmény szempontjabol ez a fejezet igen
Iényeges (4. tézis!)

A (96) egyenlet a tomeg megvaltozésa utan képz6doé test sebességének és szogsebességének
meghatarozasara hasznalhatd. Az értekezésben egy, a levalas utdn megmaradd, szabadon
mozgo test sebességének és szogsebességének meghatarozésa kapcsan mutattam be a (96)
egyenlet alkalmazasat. A megmaradd és a levalasztott testek is szabadon mozognak,
kinematikai paramétereik ismertek. Altalanos sebességeknek a testek tomegkdzéppontjainak
sebesség- és a testek szogsebességeinek x, y és z irdnyd komponenseit valasztottam. A
tovabbiakban részletesen levezetem a sebességek meghatarozasat, vagyis a (96) egyenlettdl a
4.1 alfejezetig.

Sebesség és szogsebesség a valtozé tomegii testnél

Felhaszndlva a sebesség és szdgsebesség vetiileteit

ve = Teitysi+ zgk, Vs1 = Tsitysi + #s1k,
Vge = Zgoitiysal + 2sok, Qy = Q2i4+02j + Q2,k,
Q = QitQJi+Qk, Q1= Qi+ +Qk, (A1)
és a tehetelenségi nyomaték ténzorst
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megkapjuk az egész test kinetikai energidjat
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a levilasztott

Ta1 = %(M —m) (&% + 931 + 21) + %(I:cwlgil + Iyy1 Q5 + L%,
+2125102101 + 20221910 + 21,5192,1041), (A4)
és a maradvdny test kinetikai energidjat is
Tey = %m(:irég + G20 + 520) + %(Imzﬁig + Iyy2Q5s + L2205,
+212400200y0 + 213902009 + 21,490,00,2). (A5)
Ha a levdlasztott test silypont sebessége
Vga = Vg + QaX pgy + 1, (A6)
és szbgsebessége
Q=0+ Q7 (AT)

ahol u(ug,uy ,u,) a levilasztds relativ sebessége, 2*(Q},Q;,Q;) a levalasztas
relativ szdgsebessége, és,



Pgo = Tsoityso] + 250k, u=ugitu,j+uk, Q= Qzi+0,5 + Q7k,

az abszolut sebesség

Tgoi+yso) + fsok =  &sitysi + tektugituy j+uk
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Az i, j es k irdnyban, a levdlasztott test sebesség es szogsebesség komponensei

fg2 = s+ us +(Qy +Qp)2s2 — (R +Q))ys2,
Us2 = Us+uy +(Q,+Q)zse — (R +Q7)2s02,
Bgo = Es 4+ u, + (Qp + Q5 )ys2 — (U + Q) xs2,
Mg = D05 Np=00,405 G010

Az el8bbi egyenletek parcidlis derivaltai
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A maradvany test kozéppont sebessége és szdgsebesége
V51 :VS—I—lepSI —I—V*, (AS)
0 =0+ QF, (A9)
ahol a maradvdny test relativ sebessége és szogsebessége, v* (v} iUyl ) és QF(Q24,
Q;1, Q1) - Tovabs,

Ps1 = Tsiitysii + zs1k, vi=viitvgj+vik, QF =Q5i+Q) i+ Qk,

a maradvény test apszolut sebessege
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Es1 = Zs4vp+ (Qy +Qp1)zs1 — (Q2 4+ Q31)ys1,
Us1 = Us vy +(Q +Q 1)zs1 — (Qu 21)%51,
Zs1 = Zg v+ (Qe +Q1)ys1 — (Qy + 991)3351’

Qei = Q:+9%, Qi =0y + le, Q1=0,+Q,



Fzek az egyenletek parcidlis derivdldsa utédn:
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Derivéljuk az (A3), (A4) és (A5) kinetikai energia fiigvényeket:
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A 4.1 alfejezet foglalkozik a rendszer kinetikai energidjanak véltozasaval a test tdmege
valtozasanak fuggvényében. Egy tételt irtam fel és bizonyitottam, hogy a kinetikai energia
valtozasa a tomegek képléekeny szétvalasanal egyenl6 a levalo és a megmarado testek relativ
Kinetikai energiajaval (a kinetikai energia a testek relativ sebességébdl és szogsebességébol
szarmazik). A felirt tetel megfelel az imméar ismert, két rugalmatlan (tkdzéssel
Osszekapcsolodd anyagi pontra vonatkozé Carnot-tételnek, amelynél a Kinetikai energia
valtozasat a testek relativ sebessége hatarozza meg.

6. Kérdés: Hogyan alakulnak az altalanos koordinatak, ugyanis egy terben mozgd merev test
szabadsagfoka 6, kettéé 12. Mi van az altalanos koordinatakkal, ha a rendszer szabadsagfoka
éppen valtozik?



8. Kérdés: Ismét felvetddik bennem az dltalanos koordindtakkal kapcsolatos, és a 6. kérdésben
megfogalmazott probléma.

A 6. és a 8. kérdést Osszevonom. Ha a szabadsagfokok szdma valtozik, az &ltalanos
koordinatak, vagyis az altalanos sebességek szama is valtozik. Ha az egész testnek hat
szabadsagfoka van, hat altaldnos koordinatat vagy A&ltalanos sebességet vezetiink be.
Alkalmazva a dinamikai egyenleteket, az egész test mozgasat az id6 fliggvényeben valtozo
egyenletekkel hatarozzuk meg. Ha a levalasztott test szabadsdgfoka hat, akkor Gjabb hat
altalanos koordinatat, vagy altalanos sebességet hasznalunk a mozgas leirasara. Ezek az
altalanos sebességek az alaptest altalanos sebessegeinek perturbalt fliggvényei, vagyis ha g; az
egész test koordinataja, a levalt testé (q;)*= gi+ si. Ha a levalt test kinematikai jellemz6i
ismertek, akkor ezek az altaldnos sebességek is ismert, idében valtozd fiiggvények. Ha a
megmarado test szabadsagfoka hat, ismét Ujabb hat altalanos sebességet irunk fel, amelyek
eltérnek az alaptest altalanos koordinataitdl. Mivel az egész test és a levalasztott test mozgésa
ismert, a megmarado test altalanos koordinatai ismeretlenek. A probléma e koordinatak id6
fuggvenyében valtozo egyenleteinek meghatarozasa.

Ha a megmarado test szabadsagfoka kisebb, mint az alaptest szabadsagfoka, a szabadsagfok
valtozésanak korulményei meghatarozzak a kinematikai (sebesség, szogsebesseg) és
dinamikai (tomeg, tehetetlenségi nyomaték) tényezok kozotti dsszefliggéseket.

7. Kérdés: Kérem magyardzza meg a 39 oldal utolsé mondatat: ,, The last terms int he Egs. (154)
and (155) represent the reactive force ...(156) and the reactive torque ....(157)”

A (154) egyenlet utolso tagjat, illetve a (156) kifejezést ellenerének, mig a (155) egyenletben,
illetve a (157) kifejezést ellennyomatéknak nevezzik. Az ellenerét és -nyomatékot a tdmeg-
véltozas okozza. Az elleneré az idében valtozd tomeg és a relativ sebesség szorzata. Az
ellennyomaték az id6ben valtozo tehetetlenségi nyomaték és a relativ szogsebesség szorzata. Ez
az erd és a nyomaték akkor jelentkezik, ha a tomeg €s a tehetetlenségi nyomaték idében allandéan
valtozik. A mozgasegyenletek eltérnek azoktdl az alapesetektdl, amelyekben a test tdmege és
tehetetlenségi  nyomatéka nem valtozik. Az értekezésben kimutattam az ellenerének és
ellennyomatéknak a valtozo6 tomegii test mozgasara gyakorolt hatasat.

8. Kérdés: Kérem magyardzza meg ennek a fejezetnek és a (246),(247) egyenletek
Jelentdségét, hiszen alapvetéen mindegy, hogy miként jutunk el a mozgdsegyenletig. Miért
nem j6 példaul a (149),(150) alak?

Ismét  felvetodik bennem az altalanos koordinatikkal kapcsolatos, és a 6. kérdésben
megfogalmazott probléma.

Egyetértek Béda Péter Professzor Urral: alapvetéen valoban mindegy, hogy miként jutunk el a
mozgasegyenletig. A (149), (150) alaku egyenletek megfelelnek a (246), (247) egyenleteknek.
A (149), (150) egyenletrendszer a klasszikus mechanika része, mig a (246), (247) egyenletek
az analitikai mechanikahoz tartoznak.

Az analitikai mechanikai egyenletek figyelembe veszik a kiilsé erék és eréparok és a
nemidedlis kényszerek hatdsat, mig a klasszikus mechanikai egyenleteknél ezek mellett
szamitasba kell venni az idealis kényszerekben ébred6 erdket és nyomatékokat is. Ebbol
kovetkezden az analitikai mechanikat hasznalva az egyenletekben nem kell figyelembe venni
a gyakran nagyszamban jelentkez6, idedlis kényszerekben ébredd terhelés-komponenseket. A
klasszikus mechanika torvényei gyakran tobb egyenletet eredményeznek, mint a rendszer
szabadsagfoka, mig az analitikai mechanikaban az egyenletek szama megfelel a rendszer
szabadsagfokanak. Ez optimalisnak tekinthetd szdm, mivel a rendszer mozgasa igy
meghatarozhato.



A technikai hianyossagok megszintetése

- A masodik fejezetben szerepl6 14. abrat felnagyitottam.

A hetedik fejezetben kijavitottam a kovetkez6 technikai hibakat:
- a70. oldalon a hivatkozast: (Byrd & Friedman, 1954).
- a70. oldalon a képlet szdma: (254)
- a71. oldalon hianyzik a kovetkez6 képletek szama: (382); és (382),.
- a 72-74. oldalon 1év6 abrakon a vékony vonalat felcseréltem szaggatottal, hogy
megkulénboztessem a folytonos vonaltol.
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Fig.22. Comparison of the approximate Ateb solution with the numeric one: a) the x-t
(full line) and A-t (dashed line) curves, and b) x — t (full line) and X,,,4,4 — t (dashed
line) for cubic oscillator with linear mass variation.
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Fig.23. Comparison of the approximate trigonometric solution with the numeric one:
a) the x-t (full line) and A-t (dashed line) curves, and b) x — ¢ (full line) and X454 —
t (dashed line) for cubic oscillator with linear mass variation.
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Fig.24. Comparison of the approximate solution in the form of the Jacobi elliptic
function with the numeric one: a) the x-t (full line) and A-t (dashed line) curves, and b)
x —t (full line) and x,,,4,4 — t (dashed line) for cubic oscillator with linear mass
variation.
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Fig.25. Comparison of the approximate Ateb solution with the numeric one: a) the x-t
(full line) and A-t (dashed line) curves, and b) x — t (full line) and X,,,4,4 — t (dashed
line) for the oscillator with linear mass variation and order of nonlinearity 3/2.

a 90. oldal képletének hivatkozasanal felirtam a zarojeleket: (522).

MEGJEGYZESEK

1. megjegyzés. Az értekezésben elkiilonitve nincs konkrét célkitiizés, tovabba nincs emlités a
tézisekrol sem, azok nem is kerlltek megfogalmazasra benne.

Az értekezés elsd részét atdolgoztam: feltlintettem a konkrét célokat és megfogalmaztam a
téziseket. Roviden attekintettem a doktori értekezés témajat, ismertetem a szerkezetét, és sorra
vettem az egyes fejezetek tartalmat.
Abstract

This dissertation is the result of my long-time investigations and interest in the field of
dynamics of mass variable systems. Dynamics of the body and the system of bodies with time
variable mass and time variable moment of inertia are treated. Namely, there are a lot of
machines, mechanisms and system in practical use which parts are mass variable or have the
variable moments of inertia. Let us mention some of them: centrifuges, sieves for sorting
particles, transportation mechanisms, lifting mechanisms, cranes, automatic weight measuring
instruments, and rotors used in the textile, cable, paper industry, etc. The aim of modern
industry is to increase productivity and to fully automate, resulting in various new challenges
in the dynamics of systems and machines with nonlinearities and mass and also moment of
inertia variation. The both types of mass and moment of inertia variation are considered: the
discontinual and the continual. The basic lows in dynamics are extended to the case when the



mass is varying in time. Principles of momentum and of angular momentum are applied to
obtain the velocity and angular velocity of the body after discontinual mass variation. The
same results are applied analytically by introducing the procedures of analytical mechanics.
The dynamics of mass addition is treated as the plastic impact, and of the separation as the
inverse process to plastic impact. For the case of the continual variation of the mass and of the
moment of inertia in time, beside the reactive force, the reactive torque is introduced. The
case of the free motion of the mass variable body is investigated. The Lagrange's equations of
motion are derived. As the special motion of the mass variable body, the vibration is
considered. The main attention is given to approximate solving of the strong non-linear
differential equations of motion. The suggested analytic procedures are modified for solving
the Van der Pol oscillator, the one-mass two-degree-of-freedom oscillator (rotor) and two-
mass system with two-degrees-of-freedom. Obtained solutions are compared with numerical
ones and are in good agreement.

To give the correct mathematical description of the machines and mechanism with time
variable mass and moment of inertia, a wide knowledge in dynamics of bodies with variable
parameters is necessary. The most investigation is done in dynamics of particles with variable
mass. Based on this theory and applying the dynamics of a body with constant mass, in this
dissertation the dynamics of bodies with variable mass and moment of inertia is extended.
The aim of the investigation is to give a new approach and new results for bodies with
continual and discontinual time variable mass and geometry. The special attention is given to
influence of reactive force and of the newly introduced reactive torque on the motion of the
body. Besides, the aim of the dissertation is also to give new solutions for oscillators with
time-variable mass and geometry which have nonlinear elastic and damping properties.

The dissertation is divided into eight Chapters:

After the Introduction, various mechanisms and machines with variable mass and moment
of inertia are shown. Let us mention some of them: various sieves, band transporters and
transportation devices, measuring instruments, centrifuges, textile, paper, cable, carpet
machines, etc. The construction and also working properties of machines and mechanisms are
described. In general in these machines mass and moment of inertia variation is continual or
discontinual in time.

In Chapter 2, the linear momentum and the angular momentum of the body with variable
mass and moment of inertia are considered. The linear and angular momentum of the body
before and after mass modification due to adding or separating of the mass are determined.
Namely, the linear and angular momentum for the initial body with free motion, for the
separated or added body with free motion and for the final body with free motion are
determined. These values are the fundamental ones for dynamic analysis of the bodies with
discontinual or continual time variable properties.

In Chapter 3, the obtained linear and angular momentum relations are applied for
calculation of the velocity and angular velocity of the body when the body separation or
augmentation is discontinual. The principles of momentum and angular momentum are used
as the basic ones and the dynamics of discontinual body addition or separation is extended.
Investigations are directed toward defining:

- velocity and angular velocity of final body after augmentation or separation,

- velocity and angular velocity of the separated body,

The special case of the in-plane separation is considered. Depending on the type of motion
of the separated body, the kinematic properties of the remainder body are discussed. An
example the dynamics of a crumbled rotor is discussed according to the fact of separation of a
body from the initial one.

In Chapter 4, the dynamics of the discontinual mass variation is treated analytically, by
using the principles of analytical mechanics. Extending the existing procedures in analytical



dynamics, the new one is developed which gives the velocity and angular velocity of the final
body after discontinual mass variation. The main attention is given to the case when no
external forces and torques act. It is concluded that the process of mass discontinual variation
can be described with variation of the kinetic energy of the system before and after mass
variation. The process of body addition is treated as the plastic impact and the separation as an
inverse process of the plastic impact of bodies. The analytical solutions are compared with
those obtained with principles of classic vector dynamics and they agree. At the end of the
section an example of in-plane separation of a rotating pendulum into two bodies is treated.

In Chapter 5 and 6, the free motion of the body with continual time variation of the mass
and moment of inertia is expressed. Due to mass and also moment of inertia variation in time,
in this dissertation beside the reactive force, the reactive torque is introduced. In Chapter 5,
the corresponding differential equations of motion are formed. The main attention is directed
toward investigation of the influence of these two physical actions on the motion of a body
with time variable mass and geometry. As a special type of motion the in-plane motion of the
body is considered. The obtained theory is applied for analyzing of the plane motion of the
rotor on which the band is winding up. The influence of elasticity of rotor shaft on the
dynamics of rotor with time variable mass and moment of inertia is analyzed.

In Chapter 6, the Lagrange's equations of motion for the body with continual variation of
mass and moment of inertia is derived. The generalized forces due to the reactive force and
the reactive torque are defined. The obtained Lagrange's equations represent the analytical
description of the free motion of the body with variable mass and moment of inertia and are
the extension of those given in the literature.

Chapter 7 represents the main part of dissertation and considers vibrations as a special type
of the motion of the body with variable mass. Based on the general equations of motion given
in the previous Chapter, the mathematical model for the oscillatory motion is formed. The
main attention is directed to:

- new approximate solution procedures for solving the strong nonlinear differential
equations with slow-time variable parameters describing the vibrations of various kinds of
oscillators,

- one-degree-of-freedom oscillator with time variable mass,

- Van der Pol oscillators,

- two-degree-of-freedom one-mass oscillators (rotors) and

- two-mass oscillators with two-degrees-of-freedom.

Especially the influence of the reactive force and of the reactive torque on the vibration
properties of the system with variable mass and moment of inertia are investigated.

In the dissertation the conclusions and remarks for the future Investigations are given in
Chapter 8.

The dissertation ends with the Reference list.

2. megjegyzés. Célszerii lett volna a dolgozat elején egy (-két) oldalon az értekezésben szerepld
0Osszes jeldlést felsorolni.

Egyetértek Professzor Ur megjegyzésével, miszerint hianyzik a jeloleseket tartalmazo tablazat.
Elkészitettem a tablazatot, amely Patko Gyula Professzor Urnak adott valaszaimhoz csatoltam.

3. megjegyzés. Nem szerencsés a + szerepeltetése a képletekben, példaul a (3) képletben és
késébb sokszor (6),(8),(12),(13),(15)-(19) stb. Gond van t6bb esetben akkor amikor a jeldlt a
tdmegek addicidjara és szeparacidjara vonatkozé képleteket egyszerre akarja felirni. Az eredmény
zavar és nehezen kovetheték a képletek.




crer

vonatkozik. A 15. oldalon a kovetkezé megjegyzés hianyzik:
Remark 1 In aforementioned relations with double signs, the upper sign corresponds to mass
separation, and the lower sign to mass addition.

4. megjegyzés. Az irodalomjegyzék eldtti utolso fejezetben a jelolt részletezben dsszefoglalja a
doktori miiben ismertetett munka eredményeit, sajnos azonban itt sem koveti a tézisek szerkezetét.

Az irodalomjegyzék el6tti utolso fejezetet is dtdolgoztam annak érdekében, hogy az értekezésben
ismertetett munka eredményei kdvessék a tézisek szerkezetét.

CONCLUSION AND CONTRIBUTION IN DISSERTATION

In this dissertation the dynamics of the system of bodies with variable mass is considered. The
dynamics of the system of particles with variable mass is generalized to the dynamics of the
system of bodies with variable mass. Namely, not only the mass variation of the body but also the
variation of the moment of inertia is included into investigation. It gives some additional terms in
the mathematical model and available the more realistic description of the phenomena which
occur during mass and moment of inertia variation.

In the Introduction various mechanisms and machines, in which the mass and the moment of
inertia are varying, are shown. The practical use of the phenomena of mass and moment of inertia
variation in time are applied to realize some working action and processes in industry and
techniques.

In general in Chapter 2, the linear momentum and the angular momentum of the system of
bodies with mass variation are expressed. The following assumption was introduced: for the mass
separation, the separated body and the final (remainder) body after mass variation give an unique
system, while for the case of mass addition, the added mass and the initial mass before mass
variation form a close system. This assumption was the basic one for the investigations that
follow. The difference between the linear momentums of the system before and after the process
of mass variation are equal to the impulses caused by the external forces and torque. It is
suggested to omit these impulses as they are negligible in comparison to the impulses caused by
forces and torques during mass variation. It is concluded that the mass centre of the final body
after body separation and also of the initial body before body addition is practically unmovable,
but there is a jump like variation of the velocity of mass centre and of the angular velocity of the
bodies due to body separation or addition. The dynamics of body addition or separation to the
other body lasts for a very short time. It is a discontinual occurrence during which a body with the
new dynamic properties is formed. Besides, during the body addition two bodies form only one.

In Chapter 3, extention of dynamics for particles with discontinual mass variation is done to
dynamics of bodies with discontinual mass and moment of inertia variation. The theory is
generalized to the case when all bodies (initial, separated or added, and also final) have free
motion. It is concluded that the velocity and angular velocity of free motion of the initial body
after separation or addition of a body with free motion affects the kinematic properties (velocity
and angular velocity) of the final body. Namely, during body addition, if the initial body and the
added body move freely, the motion of the final body will be free. The same conclusion is evident
for body separation: if the initial body has the free motion, after the separation the separated and
also the final bodies have free motion. In this dissertation the properties of motion of the final
body after separation or addition are presented. The effects of constraints of motion are discussed.
Effect of in-plane motion of initial and separated or added bodies is treated. The result of analyses
gives an opportunity to provide the motion of the final body after separation or addition of a body.
As an example, the problem of disjoining of the rotor is considered. Initial body is a disc which
moves in-plane. It is well known that due to fatigue in the material, separation of a part of the disc
occurs. Velocity of separation is equal to the velocity of the initial body and the motion is in the



plane of the disc. The procedure developed in the dissertation gives an opportunity to determine
the motion of the final, remainder, body as the function of initial data. The prescience of motion
of the final body follows. Results of consideration, given in this Chapter of dissertation, are of
interest for engineers and technicians in practice.

In Chapter 4, an analytical procedure for solving the problem of discontinual addition or
separation of bodies is developed. The method gives the output parameters (velocity and angular
velocity) of the final body after separation or addition. The procedure is based on variation of the
kinetic energy of the system before and after body separation or addition and gives new results:

- the dynamics of addition of bodies has to be treated as plastic impact, where impact impulses
are inner values,

- the dynamics of the body separation is the inverse plastic impact.

The suggested methodology is applied for the problem of separation of a pendulum rotating
around a fixed axle normal to the pendulum plane. As the result the velocity and angular velocity
of the remained pendulum and of the separated part is obtained.

Using the relations for variation of the linear momentum and of the angular momentum of the
system of bodies before and after body separation and addition and introducing the limiting
process, the mathematical model of motion of the continual mass and moment of inertia variation
is obtained and presented in Chapter 5. Mathematical model is a system of second order
differential equations with time variable parameters. It is worth to say that beside the reactive
force (which was known for the particle with time variable mass) in this dissertation the reactive
torque is introduced for the first time. Namely, due to mass variation in time, a reactive force
occurs, and due to variation of the moment of inertia in time, a reactive torque is present. This
result is also a new one in comparison to those given in the literature.

In Chapter 6, applying the principle of analytical mechanics the Lagrange's equation of motion
for a system with continual mass variation is obtained. An example of motion of the rotor on
which the band is winding up is considered. Mass and moment of inertia of the disc are varying
continually in time. It is assumed that the disc, with time variable mass and moment of inertia, as
the main part of the rotor has an in-plane motion. The influence of the reactive force on the
motion is discussed. The elastic properties of the shaft on the motion of the rotor with variable
mass are also considered.

In Chapter 7, vibration of the body with continual mass variation, as a special case of motion is
investigated. In this dissertation a new solving procedure for differential equations, which
describe vibrations of bodies with variable mass, is developed. The more stronger criteria for the
approximate solution to the differential equations with time variable parameters is introduced.
Namely, the approximate solution has not only to satisfy initial conditions but also the amplitude
and the period of vibration which are equal or very close to the exact ones. For the first time, as it
is seen in literature, the additional requirement is added: the extremal values of the first time
derivative of the approximate solution have to be equal or very close to the exact velocity of
vibration. The following periodic functions were applied for the asymptotic solution of vibration:
the Ateb function, the trigonometric function and the Jacobi elliptic function. It is concluded that
the most often used trigonometric function gives the most inaccurate result. The solution based on
the trigonometric function is satisfactory for qualitative analysis of the problem, while it is not
adequate for the quantitative analysis. The asymptotic solution based on the Jacobi elliptic
function is much more appropriate than the trigonometric one, as the so calculated amplitude of
vibration and velocity of vibration retrace the numerically obtained vibration properties of the
oscillator. The main disadvantage of the solution is its complexity in calculation. The approximate
solution based on the Ateb function, which is the exact solution of the corresponding differential
equation with constant parameters, gives the best results. In spite of its complexity connected with
some calculation difficulties, the final relations for the amplitude and frequency variation in time
are quite simple and applicable in practical use. They are suggested to be used by engineers and
technicians. Namely, it is concluded that the amplitude and period of vibration but also the
velocity of vibration variations, according to mass change, depend only on the mass variation and



the order of nonlinearity. The procedure developed in this dissertation is applied for solving the
problem of vibration of the one-degree-of-freedom oscillator with time variable mass. The new
results are obtained in the analysis of the influence of the reactive force on the vibration of the
nonlinear oscillator with variable mass. If the mass increases the amplitude of vibration decreases.
The velocity of amplitude decrease on the order of nonlinearity. If the relative velocity of mass
variation is zero, the amplitude of vibration increases with mass increase. The order of
nonlinearity has a significant influence on the velocity of amplitude variation. In this Chapter the
Van der Pol oscillator with time variable parameters is also investigated. This type of oscillator
has an analogy in the electrical circuits, where as it is known, the parameters (like capacity) are
time variable. It suggests that the Van der Pol oscillator with time variable parameters has to be
investigated. Unfortunately, in the literature only the Van der Pol oscillator with constant
parameters is considered. The results for Van der Pol oscillator with time variable parameters
show that the motion of the oscillator deeply depends on the properties of mass variation. A limit
cycle for initial mass is obtained applying the suggested procedure. If the value of initial mass is
higher than the obtained limit value, the amplitude of vibration of the VVan der Pol oscillator with
variable mass tends to zero independently on the initial displacements. If initial mass is smaller
than the limit value, the amplitude of vibrations varies and the motion tends to a limit cycle
motion with the steady state amplitude, independently on initial displacements.

In this Chapter a contribution to vibrations of two-degrees-of-freedom systems is given. A rotor
with variable mass is analyzed as an one-mass system with two-degrees-of-freedom. Amplitude-
time and frequency-time functions which describe the oscillatory motion of mass variable rotor's
center are determined. The special attention is given to the influence of the reactive force. In the
dissertation the two-variable mass body system with two-degrees-of-freedom is also analyzed.
Connection is assumed to be nonlinear. It is concluded that the motion of bodies is oscillatory, and
depends on the initial displacements of the bodies. The oscillations are equal for both bodies but
are in opposite direction.

The future investigation may be directed to excited oscillatory system with time variable mass.
The correlation and interaction between the parameters of the excitation and of the mass variation
on the motion of the body have to be investigated.

5. megjegyzés. A 3-4 téziseket dsszevonva elfogadom, az 5 és 7 tézist elfogadom 0 tudomanyos
eredmenyként. A 6 tezist 6nalléan nem tudom elfogadni, de az 5 tézishez kapcsolva igen.

Elfogadom Béda Péter Professzor Ur véleményét, amelynek megfelelden a 3-4 és az 5-6
téziseket dsszevontam. Sajnos, a mar beadott értekezést nem lehet megvaltoztatni, ezért az igy
modositott értekezést csatolom a valasz mellékleteként.

A javitott, illetve mddositott dolgozatnak 126 sz&mozott oldala van. A tartalmat 32 szdmozott
abra illusztrdlja. A doktori munkéaban egy tartalmi kivonat (Preface) és 6 szamozott,
alfejezetekre bontott fejezet talalhato. Az irodalomjegyzek 90 tetelt, ebbdl 30 sajat publikaciot
tartalmaz. Az értekezést kiegészitettem a jel6lések listajaval.

Az értekezésben elfogadtam opponenseim véleményét.

Az értekezésben a kovetkezé megjegyzéseket is elfogadtam:

A két vastag nagy betiit, amely egy vektor jelolésére hasznaltam, lecseréltem az atdolgozott
értekezésben mas egyszeriibb jeldléssel, pld. SS1=psi1, SS1=ps>.

Az atdolgozott értekezésben a két elgjeli képleteknél csak egy eldjelet hasznaltam, mivel az
egyenleteket csak a tomegek szeparaciojara irtam fel. A tomegek addicidjara vonatkozo
egyenletek azonosak a felirtakkal, azzal a megjegyzéssel, hogy a tomegek és tehetetlensegi
nyomatékok eldjele + rol megvaltozik — ra, és forditva.

Ujvidék, 2014. Oktober 7. Cvetityanin Livia



