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1 BEVEZETES

Az anyag- ¢és energiatakarékossdgra vald torekvés az emberiség egyik {6 célkitiizése. Ez
kiilondsen igaz napjainkra a tartdszerkezetek tervezése esetén is. Megvalositasahoz alapos
matematikai, mechanikai és szamitastechnikai ismeretek sziikségesek, ¢s ezeket 6sszhangba kell
hozni. A szerkezeti optimalas tagabb értelemben mar tobb mint fél évezredes multra tekint
vissza, ha a Gallilei-féle konzoltervezést tekintjiik az elsd ilyen jellegli munkénak (Kaliszky
(1989)). A kezdeti nehézségek lekiizdésére azonban tobb évszazadot kellett varni. A 19. szédzad
vége (Pareto-optimum: Pareto (1896)) a 20. szdzad eleje (Farkas-tétel: Farkas (1902)) tekinthetd
az elméleti hattér elsd fontosabb allomasanak. Az Otvenes, hatvanas évekkel bezarolag
publikalasra keriiltek a matematikai alapok (pl. Kuhn-Tucker-tétel), a mechanikai alapok (pl. a
képlékenységtan szélsoérték-tételei), de hidnyoztak az alapvetd szamitastechnikai eszkozok.
Kiemelkedd elméleti eredmények sziilettek, de a numerikus modszerek ,.fejlettsége” nem tette
lehetdvé az optimalis tervezés széleskorti alkalmazasat. A hetvenes évek ugrdsszerii valtozast
hoztak e tudomanyteriileten is. A képlékenységtan széls6érték-tételeinek szélesebb korben valo
alkalmazasa ezen teriilet robbandsszeri fejlodését eredményezte. A BME Tartoszerkezetek
Mechanikaja Tanszékén kiillonbozé kutatdsok keretében nemlinearis anyagl tartoszerkezetek
statikai és dinamikai vizsgélatan dolgoztam matematikai programozas alkalmazasaval. Ennek
kapcsan szadmitasi modelleket és megoldasi modszereket dolgoztam ki rugalmas, rugalmas-
képlékeny és merev-képlékeny anyagu tartoszerkezetek terhelési allapotainak vizsgalatara és
optimalis tervezésére. Jelen dolgozat 3. és 4. fejezetei ennek a kozel két évtizedes munkanak az
optimalis méretezési terén végzett részét foglaljak Ossze. Egy részének a tovabbfejlesztésébol
PhD fokozatok sziilettek témavezetésem mellett. Tantargyként pedig a tartoszerkezetek optimalis
tervezése bekeriilt az egyetemi képzésbe MSc. €s PhD. szinten. Itt a kezdetektdl fogva a targy
eléadoja vagyok.

tulajdonsagait és mechanikai viselkedését kiilonb6zd paraméterek és valtozok szabjdk meg. Ezek
egy része adott, mas résziiket azonban a tervezo veszi fel, illetve hatarozza meg. Ezek a tervezési
valtozok, amelyek kifeszitik a tervezési teret. A tervezés sordn szamos kovetelményt kell
kielégiteni. A tartok alakjara, méreteire eldirt korlatokat a geometriai feltételek, a szerkezet
szilardsdgara, merevségére és stabilitdsara vonatkozo korlatokat pedig a viselkedési feltételek
fejezik ki. Ezeket egyiitt tervezési feltételeknek nevezik és ezek a tervezési térbol kimetszik a
tervezési tartomanyt. A szerkezet mechanikai viselkedését az allapothatdrozok (fesziiltségek,
alakvaltozasok ¢és elmozduldsok) jellemzik, amelyeknek ki kell elégiteniiik az

allapotegyenleteket. Az optimdlis tervezés célja a tervezési valtozok oly modon torténd
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megvalasztasa, illetve meghatarozasa, hogy kielégitve az allapotegyenleteket és a tervezési
feltételeket a szerkezet valamelyik eldnyds tulajdonsaga (pl. teherbirdsa, merevsége,
energiaelnyeld képessége) a lehetd legkedvezobb, vagy valamelyik elénytelen tulajdonsaga (pl.
koltség, suly, elmozdulés) a lehetd legkisebb mértékii legyen. A fenti tulajdonsagok mindegyike
a tervezési valtozok fliggvényében adhaté meg. Ezt a matematikai kifejezést célfiiggvénynek
nevezzilk. Az optimalis tervezés feltételes szélsOérték-feladat, amelyben a célfiiggvény
maximumat, illetve minimumat keressiik. A feltételek egyenletek ¢és egyenl6tlenségek
formajaban adottak. Az esetek tobbségében a célfiiggvény a tartd sulyat, térfogatat vagy
koltségét fejezi ki. Ez utobbi a tartdszerkezeti tervezés teriiletén igen fontos (Farkas és Jarmai
(2003), Jarmai és Ivanyi (2001)).

A rugalmas-képlékeny anyagu tartok optimalis tervezése rugalmas allapot vagy képlékeny
allapot alapjan végezhetd el. Rugalmas optimadlis tervezés esetén az egyensulyi, geometriai €s
anyagegyenletek kielégitésén kiviil fesziiltségi, elmozdulasi és stabilitasi feltételeket kell
figyelembe venni. Mivel iizemi allapotban maradé alakvéltozasok &ltalaban nem engedhetdk
meg, ezért rugalmas optimalis tervezést lizemi terhek vizsgalatakor szokas alkalmazni.

A képlékenységtanon alapuld szamitdsi moddszerek (Kaliszky (1970, 1989, 1990, 1991))
tajékoztatast nydjtanak a tartok rugalmas hataron til 1étrejovo allapotardl és tonkremenetelérol,
¢s igy lehetdvé teszik képlékeny teherbirasi tartalékuk részben vagy teljes mértékben vald
kihasznalasat. Emiatt a képlékeny optimalis tervezés alkalmazdsa a rugalmas optimalis
tervezéshez képest a tartd sulyat (esetleg koltségét) tekintve nagyobb megtakaritashoz vezethet.
Ezt az elonyt még az is noveli, hogy a képlékenységtanban a felhasznalt allapotegyenletek
(egyensulyi egyenletek ¢és képlékenységi feltételek) szama kevesebb lehet, mint a
rugalmassagtanban. Ez a koriilmény viszonylag ,,jobb” megoldasok meghatirozasat teheti
lehetévé. Hétrdnya a képlékeny optimalis tervezés alkalmazasdnak az, hogy képlékeny
allapotban a terhelési folyamat soran ismételt képlékeny alakvaltozasok és novekvd maradd
elmozduldsok jonnek létre, és ezek halmozodésa a tartdé hasznalhatosdgat csokkenti és
tonkremenetelét eredményezheti. Emiatt képlékeny optimalis tervezés alkalmazasa esetén a fenti
kedvezdtlen jelenségek korlatozasa, illetve megakadalyozasa érdekében kiilonbozd feltételek
alkalmazasara van sziikség. [smétlodo terhek esetén a beallasvizsgalat alkalmazasa olyan eszkoz,
amelynek felhasznalasaval megakadalyozhatjuk a képlékeny alakvaltozdsok korlat nélkiili
halmozodasat, ezek nagysagar6l azonban nem kapunk tdjékoztatast (Kaliszky (1989), Koiter
(1960), Melan (1936, 1938), Weichert ¢s Maier (2002)). A képlékeny alakvaltozdsok nagysaga a
marad6 fesziltségek kiegészitd alakvaltozasi energidjara eldirt hatarok segitségével
korlatozhatd, a maradé elmozduldsok nagysagit pedig az ezek meghatarozasira vonatkozé

tételek segitségével lehet szabalyozni (Lange-Hansen (1998), Ponter (1972)). A fenti korlatok
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megfeleld megvalasztasa rugalmas, rugalmas-képlékeny és teljesen képlékeny allapot tartok
optimalis tervezését teszi lehetdvé (Kaliszky és Logo (1995)). Egyes esetben a tartok
tervezésekor rendkiviili terheket (robbanas, iités, iitkdzés, foldrengés) is figyelembe kell venni.
Az ilyen terhek eléfordulasanak valdszinlisége igen kicsi, ezért vizsgélatukkor jelentdsebb
képlékeny alakvaltozasok is megengedhetdk, egyes esetekben pedig elegendd csupan azt
biztositani, hogy a tart6 a teher hatdsira ne omoljon Gssze. Ilyen kiilonleges esetekben a
képlékeny optimalis tervezés alkalmazasa kiilonosen indokolt és jelentdés anyag- és koltség
megtakaritast eredményez.

Az alabbiakban ismertetem néhany feladat megoldasa kapcsan azokat az elveket, modelleket és
szamitasi modszereket, amelyeket tobbek kozott az elmult 15 évben dolgoztunk ki a statikusan
vagy dinamikusan terhelt rugalmas-képlékeny anyagu tartok rugalmas, rugalmas-képlékeny
illetve képlékeny optimadlis tervezésére (Kaliszky és Logd (1995-2006), Logo (1995-2013), Logd
¢s Ghaemi (2001-2009). A dolgozat mechanikai jellegli, matematikai szempontbdl nem
tartalmaz Uj eredményeket. A bemutatott modellek kapcsan a ,klasszikus” képlékenységtan
beallasi-tételére, illetve képlékeny hatarallapotara alapuld optimalis tervezési feladatokat
fejlesztettiilk tovabb. Legtobb feladatnal a célfiiggvény a tartd térfogata, illetve tomege. A
dolgozatban feltessziik, hogy a kis elmozdulasok elmélete érvényes és a szamitdsainkat az
elsdrendii elmélet alapjan végezziik. Az alkalmazasokat szampéldak szemléltetik.

Az értekezés négy fejezetbol és irodalomjegyzékbol dll. Tartalmilag mechanikai jellegii
problamak modellezésével foglalkozik, matematikai ujdonsdagot nem tartalmaz. A matematika
csak eszkozkent jelenik meg. Az elsd két fejezet kivételével minden fejezet szerkezete azonos: a
vonatkoz6 irodalom feldolgozasa, az Uj tudomanyos eredmény bemutatdsa, alkalmazasok,
tézisek ismertetése. Az irodalomjegyzékben szétvalasztasra keriiltek a sajat, illetve az idegen
szerzOktol szarmazd dolgozatok. Az érdemi fejezetek (a 3. és 4.) egymastol eltérd témakdroket
targyalnak. Jelolésrendszeriik az adott témakorhdz tartozd nemzetkozi irodalomban elfogadott
jelolésrendszert €s szohasznalatot koveti.

Az els6 fejezet a bevezetést, mig a masodik az optimalis tervezés alapfogalmait, alapelveit
mutatja be roviden. Ez a fejezet nem tartalmaz 01j eredményt. A harmadik fejezetben ismertetem
a rugalmas-képlékeny szerkezetek méretezését statikus, illetve dinamikus teher esetén a maradd
alakvaltozasok és elmozduldasok korlatozasdval. A rugalmas optimalis tervezési, illetve a
képlékeny optimdlis tervezési modszer hatranyainak kikiiszobdlése és eldnyeinek megtartasa
érdekében a tartok rugalmas-képlékeny allapotara alapuld rugalmas-képlékeny optimalis
tervezés alapelveit és szdmitdsi modszereit dolgoztuk ki és alkalmaztuk kiilonb6zd feladatok
megoldasara. Létrehoztunk egy olyan altalanos méretezési eljarast, amely specialis esetekben a

rugalmas optimalis tervezés, illetve a képlékeny optimélis tervezés eredményeire vezet. A
3



dc_805 13

kutatds - rugalmas-képlékeny anyagu tartokat (elsddlegesen keretszerkezeteket és racsos
tartokat) feltételezve - az alabbi feladatok vizsgalataval foglalkozott:
a. optimalis viselkedésii (maximalis merevségli, minimalis képlékeny alakvaltozasu,
korlatozott képlékeny alakvaltozast) tartok tervezése adott anyagmennyiség esetén,
b. minimalis térfogatu tartok tervezése rugalmas ¢és képlékeny alakvaltozasok és
elmozdulédsok korlatozasa esetén.
A vizsgalatok sordn linearisan rugalmas-tokéletesen képlékeny, merev—képlékeny anyagokat,
stabilitdsi feltételeket, tobbparaméteres kvazi-statikus vagy dinamikus (16késszerd, {ités,
foldrengés) terheket vettiink szamitasba. A vizsgalandé feladatok jelentds része nemlinedris
feltételes szélsdérték-probléma formajaban fogalmazhatd meg. Megolddsuk sordn vagy a
nemlinedris matematikai programozas eszkdzrendszerét vagy a feladat Osszetettsége
kovetkeztében egy iteracids eljarast alkalmaztunk. Jelen dolgozat csak a determinisztikus
tervezési adatokkal valo optimalis tervezést targyalja. A tovabbfejlesztett, sztochasztikus eset
anyagi hatterét az egymassal Osszefiiggd alapkutatasi és nemzetkozi ko6zOs projektek
biztositottak. Ezek: OTKA: 1/3/683, F014288, T015852, T029639, T037922; MKM tamogatasok:
FKFP 0397/1997 FKFP 0308/2000; TET egviittmiikodések: Imperial College, London, Heriot-

Watt University, Edinburgh, Politecnico di Milano; NATO Tudomdanyos Tandcs éltal tamogatott

kutatas: University of Essen, University of Liege, IPPT Varso.

A negyedik fejezet a linedrisan rugalmas szerkezetek topologiaoptimaldsit mutatja be
determinisztikus illetve valdszinliségi valtozokkal adott peremfeltételek esetén az optimalitasi
feltételre ¢épiild iteracids eljards felhaszndldsdval. A  szerkezetoptimalas teriiletén a
topologiaoptimalds az utébbi 20 év egyik leggyakrabban kutatott témakore. A
topologiaoptimdlas elsddleges célja a szerkezet alakjanak kialakitdsa, vagyis a tervezési
folyamatban a vazlattervi szint kialakitasa. Ebben a fejezetben ismertetésre Kkeriild
szerkezetoptimdlds megoldasi strukturajaban és az alkalmazott anyagtérvényben kiilonbozik az
elozéektdl. A kutatds célja 2D szerkezetek optimalis méretezése a matematikai programozas
elméletének felhasznalasdval igen nagyszamu (tobb tizezer) valtozd felhasznédladsaval. A
szamitasi modellhez standard végeselemes szamitogépes programot készitettiink négy
csomopontu tarcsa-elemek és két csomoponti radelemek felhasznéaldsaval linedrisan rugalmas
anyag alkalmazasaval. A tervezés sordn a kiindulaskor adottnak tekintettik a terhelést
(egyparaméteres, statikus és statisztikai adatokkal is megadhatd), a megtamasztisokat és a
téglalap alaka tervezési tartomanyt, az un. "alap"-szerkezetet. A tervezési valtozok minden
esetben a tarcsaclemek vastagsaga, illetve a radelem keresztmetszeti teriilete voltak. Két

alapmodellt készitettiink el:
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a. minimaltuk a szerkezet térfogatat a kiilsd potencidlis energia (compliance) nagysaganak

korlatozasaval,

b. minimaltuk a kiilsé potencialis energiat (compliance) adott anyagmennyiség esetén.
Ruadelemek alkalmazaséval ezen alapmodellek bdvitett valtozataival is foglalkoztunk. Ezek
lehetéséget adnak tdmaszoptimalasi, illetve megerdsitési feladatok megoldasara. Megoldottuk a
valoszinliségi valtozokkal adott terhelés, illetve a valoszinliségi valtozokkal adott kiilsd
potencialis energia (compliance) eseteit is. A szamitdsi modellek minden esetben nemlinearis
matematikai programozasi feladatra vezetnek. Az optimalitds feltételére alapuld iteracids
formulat vezettiink le. Ezt az optimalitasi feltételre épiilo eljarast a nemzetkozi irodalomban
tobben SIMP-nek (Solid Isotropic Material with Penaltization) nevezik, amely ellentétben a
standard matematikai programozasi algoritmusokkal, igen nagyszamu tervezési valtozd
felhaszndldsat teszi lehetévé. Vizsgaltuk az analitikusan kapott, illetve a numerikusan
kiszamitott optimalis topologiak egyezoségét kiillonbozé térfogati aranyok és merevségek esetén.
A disszertacioban bemutatasra keriild témakorben az aldbbi doktoranduszaim: Ivanyi P.,. M.
Ghaemi, M. Movahedi-Rad és cserehallgatoim: J. Vahanian, L. De Carcouét, D. Dehaene, N.
Montero, R. Antoun, G. Enkaoua, R. Pige, J. Chanbassoe ¢s B. Blum vettek részt. A témakorben
megjelent publikacidkban -amik ebben a dolgozatban nem keriiltek felhasznélasra- egyiitt
dolgoztam, illetve dolgozom Dr. Gaspar Zs., Pomezanski V., Dr. Rozvanyi Gy. és Dr. Querin, O.
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2 AZ OPTIMALIS TERVEZES ALAPFOGALMAI, ALAPELVEI, MEGOLDASI
MODSZEREI

A szerkezetek optimalis tervezése a mechanika napjainkban is gyorsan fejlédd teriilete. Célja
olyan szerkezetek tervezése, amelyeknél a szerkezet valamilyen jellemzd gazdasagi vagy
mechanikai tulajdonsaga (koltsége, sulya, teherbirasa, elmozdulésa, stb.) a lehetd legkedvezdbb,
azaz optimalis. Az optimdlis tervezés moddszereit a mérndki gyakorlatban széles korben
alkalmazzak, mivel segitségiikkel gazdasiagos szerkezetek tervezhetdk. Kiilondsen nagy
jelentéségiik van az Urhajézasban, a repiilogép- és jarmuiparban, ahol a szerkezet stlyanak
csokkentése nemcsak épitdanyag, de lizemanyag megtakaritast is eredményez. Ugyancsak
jelentds gazdasagi megtakaritas érhetd el alkalmazasuk révén a nagy mennyiségben eléregyartott
épiiletelemek ¢és épiiletszerkezetek tervezésénél is.

A korlatozott terjedelem az alabbiakban csak az optimalis tervezés legfontosabb fogalmainak,
alapelveinek, egyes szamitdsi moddszereinek az ismertetését teszi lehetévé, de szdmos mi
tartalmazza ezeket (pl. Bazaraa és Shetty (1979), Brandt (1984), Haftka, Giirdal és Kamat
(1990), Kirsch (1981)). A bonyolultabb feladatok (mint pl. a topoldgiai és az alakoptimalas,
matematikai programozasi eljarasok) tanulmanyozasara is rendkiviil gazdag irodalom all
rendelkezésre (pl. Bendsoe (1995), Farkas (1984), Farkas és Jarmai (1997, 2003), Jarmai (1998),
Kaliszky (1989, 1996/97), Rozvany (1976, 1997), Save és Prager (1985), Vasarhelyiné (2003)).

2.1 A tervezési folyamat

A tartoszerkezetek tervezése altalaban az alabbi fobb 1épésekben torténik.

a) A funkciondlis kovetelmények megfogalmazasa

A beruhdz6 igényeinek és a technoldgiai hasznalati kovetelmények ismeretében meg kell
hatarozni a szerkezet elrendezését és altalanos méreteit.

b) Koncepcionalis tervezes

A kivitelezési lehetdségek €s technologiai szempontok figyelembevételével ki kell valasztani a
szerkezet anyagat (pl. acél, vasbeton), a szerkezet tipusat (pl. racsos tartd, keretszerkezet,
héjszerkezet) és meg kell hatarozni a geometriai elrendezését. Nagyobb jelentOségii szerkezetek
esetén tobb variaciot is ki kell dolgozni. Ez a 1€pés a tartdészerkezet gazdasdgossaga ¢€s
viselkedése szempontjabol alapvetden fontos, igen nagy tapasztalatot és kivaldo mérnoki érzéket
igényel.

¢) Mechanikai vizsgalat

A legelonyosebb szerkezet, illetve szerkezetek kivalasztasat kovetden el kell végezni a részletes
mechanikai vizsgalatot. Ennek soran van mdd az optimalis tervezés modszereinek alkalmazéasara

¢s az optimalis megoldas (geometriai elrendezés, szerkezeti méretek, stb.) meghatdrozésara.
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Tobb variacid esetén ezek eredményeinek Osszehasonlitdsa révén lehet a miszaki és
gazdasagossagi szempontbdl legeldnydsebb szerkezetet kivalasztani.

d) Részletes tervezés

Sziikség esetén szerkezeti €s kivitelezési szempontok alapjan modositani kell az optimalis
megoldast, el kell végezni a szerkezeti elemek szilardsagtani méretezését és el kell késziteni a
szerkezet részletterveit.

A tovabbiakban csak a c) Iépésben szerepld optimalis tervezés kérdésével foglalkozunk. A
modszerek ismertetését megelézéen az alabbi fogalmakkal kell megismerkedniink:

allapotvaltozok, tervezési valtozok, feltételek, célfiiggvények.

2.2 Allapotvaltozék

Amint ismertes, egy szerkezet mechanikai allapotat az alabbi allapotvaltozok jellemzik:
Q - altalanositott fesziiltségek, q - altalanositott alakvaltozasok, u - elmozdulasok, P - terhek.
Ezek kozott az: egyensulyi-, geometriai- és az anyagegyenletek, azaz az allapotegyenletek

teremtenek kapcsolatot.

2.3  Tervezési valtozok

Egy szerkezet alakjanak, geometriai elrendezésének, méreteinek és szilardsagi tulajdonsagainak
egyértelmii megaddsdhoz szdmos adatra, paraméterre van sziikség. Ezek kozott vannak kotott
értékek, amelyek elére meg vannak szabva, €s vannak tervezési valtozok, amelyeknek ki kell
elégiteniiik a mechanikai és szerkezeti kovetelményeket. Optimalis tervezésnél a tervezési
valtozok azon értékeit keressiik, amelyek alkalmazasakor a szerkezet valamilyen jellemz6
tulajdonsaga (koltsége, sulya, teherbirdsa, elmozdulasa, stb.) a lehetd legkedvezdbb, azaz
optimalis.

A tovéabbiakban a tervezési valtozokat az x[x;, Xp,..., X,]| vektorban foglaljuk 6ssze. Ezek
altalaban folytonos valtozok, vannak azonban olyan feladatok, amikor csak elére megadott
diszkrét értékeket vehetnek fel. Ilyenkor diszkrét optimalizalasrol beszéliink.

A tervezési valtozok a szerkezet alabbi tulajdonsagainak leirasara alkalmasak:

a) Egyes feladatoknal a szerkezet tobbféle fajtdju és mindségli anyagbol is megépithetd (pl.
acél, beton, fa stb.), illetve egyes meg nem hatarozott részei kiilonbozé anyagokbdl késziilhetnek
(pl. vasbeton, kompozit szerkezetek). Ezeknek az anyagoknak a gazdasagi és mechanikai
tulajdonségait az anyagi valtozok adjak meg. Ezek rendszerint diszkrét valtozok.

b) A tervezést sok esetben egy teljesen altalanos elrendezésti és halozatth bonyolult szerkezet
alapjan végzik, amelyben egyes elemek elhagyhatok, vagy 0j elemek alkalmazhatok, és igy a

szerkezet topologiaja - bizonyos megkotések mellett - szabadon valtozhat. A szerkezet
8
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topologidjat jellemzo szabad paramétereket topologiai valtozoknak nevezzik.

c) A tervezés sordn a szerkezet geometriai elrendezése gyakran szabadon valaszthatdé meg (pl.
csomopontok, tdmaszok helye). Az ennek megfeleld szabad méreteket geometriai valtozoknak
nevezziik.

d) A szilardsagi és alakvaltozasi kovetelmények a keresztmetszetek geometriai jellemzoit
(alakjat, teriiletét, merevségét, stb.) altalaban nem hatarozzak meg egyértelmiien. A szabadon
megvalaszthatd keresztmetszeti méreteket keresztmetszeti valtozoknak nevezziik. Egyes
esetekben (pl. hengerelt szelvények esetén) ezek diszkrét valtozok.

Aszerint, hogy az optimalis tervezésnél milyen tipusu tervezési valtozok szerepelnek
ismeretlenként az aldbbi feladatokat kiilonboztetjiik meg: anyagoptimalas, topologiaoptimalés,
alak- vagy geometriai optimalés, keresztmetszet-optimalas.

A tovabbiakban elsdsorban a keresztmetszet-, illetve a topologiaoptimalas témakorébe tartozod

feladatok megoldasat ismertetjiik.

2.4 Feltételek

Egy tartoszerkezetnek az dallapotegyenleteken kiviil rendszerint még tovabbi szerkezeti,

technologiai, geometriai és mechanikai kovetelményeket is ki kell elégiteni. Ezek a

kovetelmények feltételek segitségével fejezhetdk ki. A feltételek két csoportba sorolhatok.

a) A tervezési feltételek funkciondlis, gyartasi és geometriai kdvetelményeket fejeznek ki.
Ilyenek példaul a szerkezet lehetséges sz€éls6 méretei, a lemez vagy héj legkisebb ¢és
legnagyobb vastagsaga és a keresztmetszetek minimalis teriilete.

b) Az allapotfeltételek a szerkezet viselkedésére vonatkozoan fejeznek ki kovetelményeket.
Ilyenek példaul a fesziiltségekre, elmozdulasokra, alakvaltozasokra, stabilitasra,
onrezgésszamra, stb. vonatkozo korlatok.

A tervezési és allapotfeltételek a tervezési valtozok fliggvényében egyenldtlenségek formajaban

fejezhetok ki:
g,(x)<0; (=1.2,...m), 2.1)

ahol x a tervezési valtozok vektora, g, a j-edik egyenlétlenségi feltetel, m az egyenlétlenségi

feltételek szama. Egy tartdszerkezet allapotegyenletei altalaban egyenletek forméjaban irhatok
fel, és amennyiben kozvetlentil kifejezhetdk a tervezési valtozok fliggvényében, akkor az alabbi

altalanos alakban adhaték meg:
h, (x):O; (G=12,...k), (2.2)

ahol £, (X) a j-edik egyenldségi feltétel, k az egyenldségi feltételek szama.

9
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2.5 A tervezési tér
Az X1, Xa,..., Xy tervezési valtozok egy n dimenzids tervezési térben abrazolhatok. Ebben a térben
minden megoldasnak egy pont felel meg. Azokat a megoldasokat, amelyek kielégitik a

g; (X)S 0; (j=1,2,...,m) feltételeket, lehetséges megoldasoknak nevezziik. Azok a megoldasok,

amelyeknél akarcsak j egyetlen értékénél gj(x) > 0, nem lehetségesek.

A tervezési térben a gj(x)=0; (j=1,2,...,m) egyenletek m szdmu hiperfeliilettel abrazolhatok,
amelyek a teret két tartomanyra osztjdk. Azt a tartomdnyt, amelynek minden pontjara
vonatkozoan kielégiil a gj(x) < 0; (=1,2,...,m) feltétel, lehetséges tartomanynak nevezziik. A j-
edik feltétel aktiv, ha egy valasztott x megoldas esetében gj(x)=0. Ellenkezd esetben a feltétel
nem aktiv.

Az egyenlfség alakjaban kifejezett 4, (X) =0; (=1,2,...,k) allapotegyenleteket a tervezési térben
k szamu hiperfeliilet dbrazolja. A lehetséges megolddsok koziil csak azok alkalmazhatok,
amelyek a fenti feltételeket is kielégitik, azaz megfelelé pontjaik a 4 j(x):O; (=1,2,...,k)

hiperfeliiletek kozos tartomanyaban helyezkednek el.

2.6 A célfiiggvény

A célfiiggvény a szerkezet valamilyen jellegzetes gazdasagi vagy mechanikai tulajdonsagat
fejezi ki a tervezési valtozok fliggvényében: f(x). Az optimdlis tervezésnek az a célkitiizése,
hogy a lehetséges megoldasok koziil azt a megoldast valasszuk ki, amelynél a célfiiggvény

optimalis, azaz értéke minimalis, illetve maximalis:
min f(x), illetve max f'(x) (2.3)

A tovabbiakban csak a min f(x) feladattal foglalkozunk, mivel a masodik eset is

visszavezethetd minimum keresésre:
max [ f(x)]=-min [- £(x)]. 2.4)

A célfiiggvény megfeleld megvalasztasa az optimalis tervezés egyik legfontosabb része. Az a
leggyakoribb, hogy a célfliggvény a szerkezet anyaganak koltségét fejezi ki, ami homogén
anyagu tartok esetében aranyos a tart6 stlyaval, illetve térfogataval. Altalanos esetben azonban a
célfiiggvény magaba foglalhatja a gyartds, a szallitas, a fenntartas és javitas koltségeit is, vagy
mas esetben a tartd valamilyen mechanikai tulajdonsagat (pl. teherbirds, elmozdulés, stabilitas)

fejezi ki. A kiilonboz0 célokat kifejezd tagok a célfiiggvényben stilyozott formaban szerepelnek:

Ax) = af(x) + opfP(x) + .+ ayf(x) (2.5)

10
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Itt op,02, ..., O, a sulyokat jeloli. Egyidejiileg tobb célfiiggvény is alkalmazhato, pl.:

min f{(x), min fi(x), min fi(x). (2.6)
Ennek a tobbcélfiiggvényes feladatnak a megoldasa rendszerint igen bonyolult szamitasokat

igényel. Ha a célfiiggvényre kiilonb6zo f; > £, > ... > f;, értékeket vesziink fel, akkor a

f(X): f], f(X): fz, ...,f(X): f, (27)

egyenletek adjdk a célfiiggvény szintfeliileteit, amelyek a tervezési térben hiperfeliiletek. A
tervezés szempontjabol ezeknek a hiperfeliileteknek csak azon szakaszai johetnek szadmitasba,
amelyek a lehetséges tartomanyon beliil, illetve annak hataran helyezkednek el. Ha példaul a
célfiiggvény koltséget fejez ki, akkor a f(x)=f; feliilet lehetséges tartomanyon beliil 1évo
szakaszan elhelyezkedd pontok mind olyan lehetséges megoldasnak felelnek meg, amelyek
koltsége f1. Az optimalis tervezésnél azt a hiperfeliiletet keressiik, amelyhez a legkisebb koltség
tartozik, ¢és ugyanakkor a feliiletnek legalabb egy pontja rajta van a lehetséges tartomanyon,

illetve annak hataran. Ez a pont adja az optimalis megoldast.

2.7 Az optimalis tervezés megoldasi modszerei
A 2.1 abra az optimalis tervezés éallapotegyenleteit és Osszefiiggéseit szemlélteti. Altalanos

esetben az allapotegyenletek a tervezési valtozok fliggvényében nem, vagy csak bonyolult

Tervezés valtozdk by {x} =10
allapotegyenl etelr
K1 E7 . Hy |E| —ranyag— :E|
Tervezes 1 egyenletek 1 Al apot
feltételek optimutn Feltétel iz i feltételek
eotnettal egyenailyi
g;{0=0 e i g;{g=0
egvenletek  egyvenletek 4
Jlx)= mmin! |E| E
U
Optimalis
megoldas

2.1 abra. Az optimalas folyamata
alakban fejezhetok ki, és az allapotfeltételek és sokszor a célfiiggvény sem linearis. Emiatt a
feladatok megoldasahoz kiilondsen nagyméretii szerkezetek esetén szamitdgépes programokra és
nagyteljesitményli szamitogépekre van sziikség. Az aldbbiakban a teljesség igénye nélkiil
roviden attekintjiik az optimadlis tervezésnél leggyakrabban alkalmazott modszereket. Ezt
megeldzden azonban 0sszefoglaljuk a szélsdérték-szamitas alapelveit (Bazaraa €s Shetty (1979),

Brandt (1984), Haftka, Giirdal és Kamat (1990)).
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2.7.1 A szélsoérték-szamitas alapelvei

2.7.1.1 Feltétel nélkiili szélséérték-feladat
Az f(x)eC' n-valtozos fiiggvénynek egy X pontban akkor van lokalis minimuma, ha az x* pont
kozvetlen kornyezetében 1évo valamennyi x pontra teljesiil az

SxX) < fix) (2.8)
feltétel. A Vf (x*):O egyenlet teljesiilése esetén a lokalis minimum létezésének sziikséges
feltételét kapjuk. Itt V/ az f fiiggvény gradiens vektora. Az ezt kielégitd x pont az f(x)

fliggvény stacionarius pontja.

2.7.1.2 Feltételes szélséérték-feladat
Vizsgaljuk meg azt a széls6érték-feladatot, amikor az f(x) fliggvény minimumanak
meghatarozasakor egyidejiileg a

h(x)=0; (=1,2,....k), (2.9)

J
egyenldségi mellékfeltételeknek teljestilniiik kell.
A (2.9) feltételi egyenletek ¢és az f(x) fiiggvény minimalasaval definidlt feltételes

sz¢lsoértekfeladat Lagrange-fliggvénye a kdvetkez6 modon irhato fel:

L(x,A)= f(x )+zk:xjhj(x ). (2.10)

Az ffiiggvény lokalis minimumpontjaban ki kell elégiilniiik a

ko Oh,
o Ox,

ox, Ox, '
(2.11)
a—L—h (x)=0; (j=12,...k)
a}\(] j ’ _] gLy
feltételeknek, amelyek (rn+k szamu) egyenletre vezetnek. A fenti képletek fejezik ki az f(x)
fliggvény minimuméanak sziikséges feltételét. Ebbél a lokalis minimumpont x;°, X', ..., Xn

koordinatai €s a Aj, Ay, ..., Ak szorzOk meghatdrozhatok. Altalanos esetben a mellékfeltételeket
egyenldségek €s (2.1) alaku egyenldtlenségek fejezik ki. Az ilyen jellegli szélsoérték-feladatokat

matematikai programozasi feladatoknak nevezziik.

2.7.2 A matematikai programozas alkalmazasa
Eddigi ismereteink alapjan a szerkezetek optimalis tervezése az aldbbi formaban fogalmazhat6
meg:
min f(x) (2.12.a)
h,(x)=0; (j=12,..,k), (2.12.b)
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g,(x)<0; (j=L2,...m). (2.12.¢)
Ez éltalaban egy nemlinearis matematikai programozasi feladat, melynek megoldasara szamos

eljaras és algoritmus ismert. Ezek koziil csak az altalunk hasznalt médszerekkel foglalkozunk.

2.7.2.1 A Lagrange-fiiggvény alkalmazasa
A matematikai programozéasban szerepld (2.12.c) egyenlStlenségek s; ismeretlen Un.

hianyvaltozok bevezetésével egyenldséggé alakithatok at:

g(x)+s7=0; (=12, .., m) (2.13)
¢és ekkor a (2.12) feladat a kovetkezoképpen fogalmazhatd meg:

min f(x)
hi(x)=0; (j=12,..k), (2.14)
g(X)+s7=0; (j=12,..m).

Ennek a feladatnak a Lagrange-fiiggvénye az alabbi alakban irhato fel:
k m
LOx,pA,s)=f(x)+ D wh(x)+D A [g,(x)+5°]. (2.15)
Jj=1 Jj=1

Ebben pj; (j = 1,2, ..., k) és Aj; (j = 1,2, ..., m) az ismeretlen Lagrange-szorzokat jelolik. Az f(x)

fliggvény lokalis minimumanak sziikséges feltételét az alabbi egyenletek fejezik ki:

oL af(x) Gh(x e ag() .
=L 2 =0; (i=12,..,n), 2.16
R T e 21
oL —=h(x)=0;(j=12..k), (2.17)
J
oL .
E:gj(x)ﬂyj.=o,-(J:1,2,...,m), (2.18)
J
(%Lzzxjsj=o,-(j:1,2,...,m). (2.19)

J

A (2.16)-(2.19) képletek alapjan a kovetkez6 megallapitasok tehetdk. Ha a j-edik feltétel inaktiv,
azaz gj(x) < 0, akkor (2.13) szerint sj2;t0, és igy (2.19) szerint A;=0. Ha viszont a j-edik feltétel
aktiv, azaz gj(x)=0, akkor (2.13) szerint sj2=0, és igy (2.19) szerint A; > 0. (Igazolhatd, hogy
minimum esetén A nem lehet negativ.) A fentiekbdl kovetkezik, hogy valamennyi j=1,2,...,m
esetben gj(x) A;=0. Ezt figyelembe véve a (2.16)-(2.19) képletekben a (2.18) helyett az alabbi két
feltételt adhatjuk meg:

g, (X)L, =0;(j=12,...m). (2.20)

g,(x)<0;(j=12,...m), (2.21)

A fenti 6sszefiiggésekben a j=1,2,...,m feltétel koziil r aktiv és (m-r) inaktiv. A (2.20) egyenletek

szerint az r szamu aktiv feltételnél gj(x)=0, és ezért A; tetszdleges értéket felvehet. Az (m-r)
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szamu 1inaktiv feltétel esetén gj(x)<0, és ezért A=0. A (2.16.-2.17) és (2.19-2.21)
Osszefliggésekben az x;,Xa, ..., X, tervezési valtozok, p, o, ..., W €s Ai, Ag, ..., A valtozok
szerepelnek, melyek Osszesen (n+k+r) ismeretlent jelentenek. Ezek a (2.16.-2.17) és (2.19-2.20)
valamint a gj(x)=0; (j = 1,2, ..., r) azaz (n+k+r) szamu képletbdl meghatarozhatok.

A (2.16.-2.17) ¢és (2.19-2.21) egyenletek a lokalis minimum sziikséges feltételét fejezik ki. Az

elégséges feltétel csak a magasabb rendii derivaltak segitségével definialhato.

2.7.3 A Kuhn-Tucker feltétel
A tovabbiakban vizsgaljuk azt az egyszeriibb esetet, amikor a (2.12.b) egyenleteket hidnyoznak.
Ekkor a (2.16) egyenlet az aldbbi egyszertibb alakot 6lti:

V)= 0V g,0%). (2.22)

A képletben a V differencial operatort jelol. A lehetséges tartomadny egy irregularis (sarok)
pontjaban a gj(x)=0; (=1,2,....J) felilletek metszik egymast és a ponthoz tartozé gradiens
vektoraikat a A;Vy gj(x); (7=1,2....,J) kifejezések adjak meg. A vektoroknak a A; > 0 nemnegativ

szorzokkal kifejezett
J
> AV.g,(x); 4,20 (2.23)
j=1

linedris kombinacidi egy, a vizsgalt irregularis ponthoz illeszthetd konvex kupot hataroznak
meg. A (2.22) egyenlet alapjan tehat megallapithatjuk, hogy a f(x) fiiggvény minimumanak az a
sziikséges feltétele, hogy valamelyik x pontjdhoz tartozé negativ gradiens vektora az ezt a
pontot tartalmazé gj(x)=0; (j=1,2,...,J) aktiv feltételek gradiens vektorai 4ltal meghatarozott
kapon beliil, vagy annak feliiletén helyezkedjék el. A fentieckben megfogalmazott in. Kuhn-
Tucker feltétel a lokalis minimum sziikséges feltételét fejezi ki. A Kuhn-Tucker feltétel az

optimalis tervezés egyik fontos eszkdze.

2.7.4 Szekvencialis kvadratikus programozasi modszer

A matematikai programozasi modszerek (Bazaraa és Shetty (1979), Brandt (1984)) koziil az
egyik leggyakrabban, illetve legszélesebb korben hasznalt eljarast ismertetjiik, ami szamos
szamitogépes program elméleti hatterét szolgaltatja (Schittkovski (1985/86)). Az itt bemutatasra
keriilé eljaras Powell modszerének egyszertisitett valtozata Haftka alapjan (Haftka, Giirdal és
Kamat (1990), Kirsch (1981)). Tekintsiik a (2.12) matematikai programozasi feladatot tovabbra

is a (2.12.b) egyenldségi feltételek nélkiil. Jeloljiik az i-edik f6 iteracidos 1épésben x;-vel a

tervezési valtozok vektorat. A matematikai programozasi feladat megoldasi algoritmusénak azon
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»kérdésére”, hogy a kovetkezo iteracios 1épésben milyen irdnyban (d) és mekkorat (a) kell

Iépniink a célfiiggvény értékének javitdsa érdekében ugy, hogy az eredeti feltételeket
kielégiiljenek, egy feltételes ¢és egy feltétel nélkiili kvadratikus programozasi alfeladatot kell

megoldanunk. A d irany meghatarozasa a kovetkez6 feladatbol kaphato:
: . T 1.7
min @ (d) = min (f(xl.)+d fo(xi)+5d A(xi,ki)d] (2.24.a)
az alabbi feltételek mellett
gj(xl.)+dTngj(xi)S 0, (j=12,...m), (2.24.b)

ahol A egy pozitiv definit matrix és a kovetkezOkben definidlt Lagrange-fliggvény Hesse-

matrixanak kozelitésére képezziik. Legyen a (2.24) feladat optimalis megoldasa d és A,. fgy a

fentiekben emlitett x,,, =X, + ad 1épéshez az o 1épésnagysadg meghatarozasa sziikséges. Ez a:
W(a)=f(x)+Dy, \max(o, g, (x))‘ (2.25)
j=1

fuggvény szélséertékeként kaphaté meg. Itt p, kezdSértéke a Lagrange-szorzok abszolut

értékével azonos, mig a tovabbi iteracidkban a

l( (1)

(1)
7\‘1' 2 J

W, = max{ 7&;‘1)‘)} (2.26)

alapjan szamitando. Itt 1 az eredeti feladat i-edik f0 iteracids lépésre utal. A fentiekben -(2.24.b)-
emlitett A pozitiv definit matrixot a kezddlépésben egy egységmatrixként vessziik fel, mig
minden tovabbi 1épésben a BFGS (Broyden—Fletcher—Goldfarb—Shanno) algoritmus alapjan
szamitjuk (Haftka, Giirdal ¢s Kamat (1990)):

AT AXAXT A AIAIT

Adj — Arégi _ . i + - ,
AX' A Ax AX' Ax

(2.27)

ahol Ax=x,, —x,, A=V L(x,,,A,)-V L(x,A,) ¢ L a (2.12) feladat Lagrange-fiiggvénye.
Az A matrix pozitiv definit voltdnak garantalasara a Al értékét modositanunk kell, ha fennall a
Ax" Al € 0.2Ax" AAX feltétel, és ekkor a modositott érték:

Al'<S OAl+(1-©)AAX, (2.28)

T
ahol O = (T)'SAX AAXT . A tovébbiakban részben erre az algoritmusra épiilé szamitogépes
Ax" AAx—Ax" Al

programot hasznaljuk a numerikus feladatok megoldasanal az NLPQL szubrutin beépitésével.
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2.7.5 Az optimum feltételre alapulo modszerek

A matematikai programozds alkalmazéasakor a teljes vizsgdlat soran biztositjuk a feltételekre
eloirt egyenldségi és/vagy egyenlOtlenségi feltételek kielégitését, és alkalmas algoritmusok
felhasznaldséaval keressiik a célfiiggvény minimumat. Az optimum feltételen alapulé modszerek
esetében viszont az iteracidé soran - megfeleld Osszefliggések bevezetése révén - a minimum
feltétel kielégiilését biztositjuk, és a tervezési valtozok alkalmas valtoztatdsdval fokozatosan
elégitjiik ki az egyenldségi és/vagy egyenldtlenségi feltételek altal eldirt feltételeket. A modszer
hatékonyan alkalmazhat6 egyes optimalizalasi feladatok iteracids Uton torténd megoldasara.
Bizonyos 0Osszefiiggések alkalmazasa a konvergencia gyorsitasara is lehetdséget nyujt. Az
alabbiakban roviden Gallagher (1973), Gellatly és Berke (1973) altal bemutatott két modszert

ismertetiink, amelyek a mérnoki optimalasban széles korben elterjedtek.

2.7.5.1 A teljesen kihasznalt fesziiltségek modszere

A teljesen kihasznalt fesziiltségek modszerének (fully stressed design (FSD)) az a kézenfekvd
alapgondolata, hogy a szerkezet stlya akkor a legkisebb, vagyis az az optimalis megoldas, ha
valamennyi eleme teljesen ki van hasznalva. Rugalmas anyagu szerkezetek esetén ez annyit
jelent, hogy valamennyi elemben a legnagyobb fesziiltség eléri a megengedett fesziiltséget.
Egyparaméteres terhelés miikodésekor statikailag hatarozott szerkezetek esetén, az egyenstlyi
egyenletek az igénybevételek eloszlasat egyértelmiien meghatarozzak, ezért nyilvanvalo, hogy a
teljesen kihasznalt fesziiltségek modszere a globalis optimalis megoldast adja meg. Statikailag
hatarozatlan szerkezetek esetében az igénybevételek eloszldsa a tervezési valtozok (pl.:
keresztmetszeti méretek) fiiggvénye, ezért tobb olyan megoldds is lehetséges, amelynél
valamennyi elem teljesen ki van haszndlva. Ebben az esetben tehat egy megoldas altalaban csak
a lokalis minimumot adja meg. Tobbparaméteres terhelés esetén statikailag hatarozott tartoknal
sem adja meg a kihasznalt fesziiltségek modszere a globalis optimumot. Ilyenkor statikailag
hatarozott és hatarozatlan szerkezetek esetében egyarant arra szoktak torekedni, hogy minden
egyes elem legalabb egy terhelési eset miikodésekor legyen teljesen kihasznalva.

A modszer az igénybevételek ismételt meghatarozasat és a tervezési valtozoknak a megengedett
fesziiltségek kihasznalasa érdekében torténd fokozatos korrigalasat teszi sziikségessé mindaddig,
amig valamennyi tartéelem teljesen ki nincs kihasznalva. A célfliggvény ebben az esetben a tartd
sulya (térfogata), de ennek kiilon bevezetésére nincs sziikség, mivel a suly minimumat a
megengedett fesziiltségek teljes kihasznaltsaga biztositja.

A modszer szemléltetése érdekében vizsgaljunk egy egyparaméteres teherrel terhelt rugalmas
anyagu, statikailag hatarozatlan ricsos tartdt, és tételezziik fel, hogy a rudak x*

keresztmetszeteit és o; " fesziiltségeit egy k-adik iteracios 1épés soran meghataroztuk. Egyes
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rudakban ezek a fesziiltségek nem ¢érik el, masokban pedig tullépik a o, megengedett
fesziiltséget. Ekkor a (k+1)-edik iteracios 1épés alapjaul szolgald x;*™" keresztmetszeteket az
alabbi korrigalt értékekbdl kell kiszamitani:

o

B (2.29)

g,

Ennek alapjan a (k+/) )-edik 1épésben a o;*™" fesziiltségek meghatarozhatok. Az iteraciot a
(2.29) képlet felhasznalasaval addig kell folytatni, ameddig valamennyi radban a fesziiltség a
megkivant pontossidggal megkdzeliti a megengedett fesziiltséget. Mivel a legtobb szerkezet
esetén az egyik keresztmetszet méretének valtozasa egy masik keresztmetszetben ¢bredd
fesziiltség nagysagat csak csekély mértékben befolyasolja, ezért az iterdcid rendszerint gyorsan
konvergal €s a konvergencia szempontjabol az ismeretlenek szamanak nincs 1ényeges befolyasa.

Gyorsithat6 a konvergencia, ha a (2.29) képlet helyett az aldbbi 6sszefliggést alkalmazzuk:

i

o2, 250

ahol v > 1, egy alkalmasan megvalasztott kitevo.

2.7.5.2 Az optimum feltételre alapul6 altalanos modszer

Az alédbbiakban egy olyan altalanosabb alakban megfogalmazott optimum feltételen alapul6
modszert ismertetliink, amely a (2.16.-2.17) és (2.19-2.21) Osszefiiggések altal meghatarozott
egyenlOségi és/vagy egyenldtlenségi feladat iteracios uton torténd megoldasara alkalmas. Az
egyszerliség kedvéért csak azoknak a specidlis, de a gyakorlatban sokszor eléforduld
feladatoknak a vizsgalataval foglalkozunk, amelyeknél a A;(x)=0 alaku feltételek nincsenek
megadva, illetve ki lettek kiiszobolve, tovabba a célfiiggvény, és a feltételek olyan tagok

0sszegébol allnak, amelyek mindegyike csak egyetlen tervezési valtozo fiiggvénye:

f(x)=if,.(xi), (2.31)

gj(x) = gj(x)_gj() = zgj[(xj)_gjo < 0; (] = 1:2’---:m)~ (232)
i=l
Itt g, aj-edik feltételben talalhato konstans értéket jeloli, mig g,(x) a tervezési valtozok adott

kombindciojat fejezi ki. Ha (2.32)-t a (2.16) egyenldségi feltételek torlésével modositott
egyenletébe

V. X)+ikjvxg,-( x)=0. (2.33)

behelyettesitjiik, a kovetkezot kapjuk:
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), +x1@+...+x 9B =0

dx, dx, " dx,

............................................... (2.34)
d—f"+kl a8, +ot A, B _ 0

dx, dx, dx,

Mivel mindegyik fenti egyenletben csak egyetlen tervezési valtozo szerepel, ezért az n szamu
egyismeretlenes egyenletbdl a tervezési valtozok viszonylag egyszertien kifejezhetdk a 2,

szorzok fliggvényében:
xi=fiN); (=12, .., n;j=12,..m). (2.35)

Ezek a (2.33) optimumfeltétel alapjan levezetett egyenletek az iterdcid soran az optimum
sziikséges feltételének kielégiilését biztositjak. -Ezek a disszertacid topoldgiaoptimalasi
fejezetében ismertetett mechanikai problémak nagy tobbségénél az egyes elemek fliggetlensége
miatt mindig a (2.35)-nek megfelelé6 formaban jelentkeznek.- Ha a (2.31) képletbe
behelyettesitjiik oket, akkor a célfiiggvény megfeleld atalakitdsok utan az alabbi altalanos

formaban irhat6 fel:
f(xX)=g (X)\, + ... +§j(x)kj +..+g,(X)\, . (2.36)

Az iteracidos megoldas alapjat a (2.34) optimumfeltétel képezi. EbboOl szamithatjuk ki
mindenegyes 1épésnél a A; paraméter Gjabb értékeibdl az 0j x; tervezési valtozokat. Az egyes
1épéseknél A, értékeit ugy modositjuk, hogy a (2.32) feltételek fokozatosan kielégiiljenek. Ennek
biztositasara és a tapasztalati konvergencia gyorsitasara a (2.37) Osszefliggés szolgal. Ez azt

fejezi ki, hogy az egyes felteteleknek megfelelé g A, tagok hogyan befolyasoljak az f(x)
célfliggveny nagysagat. Ha példaul a j-edik feltétel nincs kihasznalva, azaz g, <g,, , akkor az
ennek megfelelé g A, tag a célfliggvény csokkentése érdekeben csokkenthetd. Ez A

csOkkentésével érhetd el. Ennek kovetkeztében a (2.35) képlet szerint az x; tervezési valtozok
csokkennek, ami egyben a j-edik feltétel jobb kihasznélasat eredményezi. Ha viszont a j-edik

feltétel nem elégiil ki, azaz g, > g, , akkor az ennek a feltételnek megfeleld g A tagot ndvelni

jo?
kell, ami az x; tervezési valtozok novelését eredményezi, és ezzel eldsegiti a j-edik feltétel
kielégiilését. Ez A; novelésével érhetd el. A fenti szempontokat figyelembe véve, az
optimumfeltétel biztositasa mellett a feltételek fokozatos kielégitése és az iteracid gyorsitisa az

alabbi képlet alkalmazésaval érhetd el:

J J

S\
Ak :}L('k)[gj J (j=12,...,m). (2.37)
Jjo
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Ebben (k) az el6z6 és (k+1) a jelenlegi 1épés eredményére utal, és v a konvergenciat szabalyzé
alkalmasan valasztott kitevd. A A; szorzok ismételt meghatarozasara az alabbi iteracios képletet

is szoktak hasznalni:
A =M+ a( gt g, N (j=12,...m). (2.38)

Ebben a jeloli a konvergenciat szabalyzo tényezot.
A tovédbbiakban a topoldgiaoptimalasi feladatokban az erre a megoldasi elvre épiild eljarast

hasznaljuk.
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3 RUGALMAS-KEPLEKENY TARTOSZERKEZETEK MERETEZESE A MARADO
ALAKVALTOZASOK ES ELMOZDULASOK KORLATOZASAVAL

Ez a fejezet a korabbi eredményeink alapjan (Kaliszky és Logo (1995-2006)) a rugalmas-
képlékeny anyagu vazas szerkezetek (racsos tartok, gerendak, keretek) és feliiletszerkezetek
(tarcsak és lemezek) optimalis tervezését ismerteti. Racsos tartok, keretek és tarcsak esetében a
tartot kvazi-statikus tobbparaméteres teher, gerenddk ¢és lemezek esetében pedig nagy
intenzitasy, rovid ideig tartd dinamikus teher (robbands, iités, litkozés, foldrengés) terheli. A
tulzott mértéki képlékeny alakvaltozasok és a nagy marad6 elmozdulasok korlatozasa érdekében
a javasolt szdmitasi modellek a bedllasvizsgalat mellett a marado fesziiltségek kiegészitd
alakvaltozasi energidjara és a marado elmozdulasokra vonatkozéd korlatokat is tartalmaznak,
racsos tartoknal pedig a rudak stabilitasvizsgéalatat is eldirjak. A vizsgalat célja a fenti
feltételeket kielégitd minimalis térfogatu, illetve tomegl tartok tervezése. Mindegyik feladat
matematikai megfogalmazasa két, kapcsolt nemlinedris matematikai programozasi feladatra
vezet. Az alkalmazast szampéldak szemléltetik. Az anyag nemzetkdzileg jelentdés tudomanyos

szaklapokban keriilt publikélésra.

3.1 Rovid irodalmi attekintés

A képlékeny optimadlis tervezés alkalmazasaval jelentds anyagmennyiség takarithatdé meg. A
képlékeny alakvaltozasok megengedése kovetkeztében a tartdszerkezetekben nagy marado
fesziiltségek, illetve alakvaltozdsok maradhatnak, és ez a mindennapi hasznalatkor jobb esetben
esztétikai, rosszabb esetben hasznalati problémaékat okozhat, illetve 6sszeomlds is eléfordulhat.
Ezért alapvetd fontossagu ezen alakvaltozasok és elmozduldsok meghatarozasa, amely viszont
megkoveteli a teljes terhelési folyamat vizsgalatat. Az elmult évtizedekben szamos moédszert
fejlesztettek ki a teherndvekményeket [épésrdl 1épésre kovetd iteracids eljarasokra az
egyparaméteres statikus és dinamikus teherrel terhelt szerkezetek vizsgalata esetén (De Donato
(1977), Maier ¢és szerzétarsai (1977, 1979), Freitas (1990), Kaliszky (1989), Martin (1975),
Borino és tarsai (1990), Lloyd Smith (1990, 1991)). Ezek célravezetd eljarasok, de igen
hosszadalmas szamitasi munkat igényelnek és dinamikus teher esetén kiilondsen bonyolultak.
Tobbparaméteres terhelés esetén a terhelési folyamat teljesen nem ismert, és a hatdsara kialakuld
képlékeny alakvaltozasok és elmozdulasok szédmitdsa igen bonyolult vagy megoldhatatlan
feladat, de itt is az igen hosszadalmas 1épésrdl-1épésre eljarasok alkalmazhatok (Koiter (1960),
Horne (1954), Capurso (1974), Neal (1977)). Ebbdl kovetkezéen igen fontos a tervezési
folyamatban olyan eljarasok ismerete, amelynek felhasznalasaval a képlékeny alakvaltozasok és

elmozduldsok nagysagara korlatokat tudunk adni, illetleg kozelitdleg ki tudjuk szamolni azokat.
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Erre vonatkozoéan Symonds és Neal (1952), Corradi (1977), Ponter (1972) hatékony eljarast
dolgozott ki egyparaméteres statikus terhelés esetén. Dinamikusan (lokésszertien) terhelt
rugalmas-képlékeny, illetve merev-képlékeny szerkezetek képlékeny elmozduldsainak
szamitasara tobbek kozott Kaliszky (1984, 1989), Martin (1975), Ponter (1975), Symonds ¢és
Wierzbiczki (1975), Jones (1989) munkaiban taldlhatunk médszereket, amelyekben a szerzok a
tonkremeneteli modok kozelitését és az energia megmaradas elvét hasznaljak.

Tobbparaméteres terhelés esetén a valtakozo, illetve Osszeadodd képlékeny alakvaltozasok
kovetkeztében a szerkezeti elemek rideg torésének, illetve a szerkezet §sszeomlasanak veszélye
nagy, ezért kiilonosen fontos a képlékeny alakvaltozasok, illetve elmozdulasanak ismerete. Erre
a legalkalmasabb eszkoz a klasszikus beallasvizsgalat (Melan (1936, 1938), Koiter (1960)). Az
altaluk ismertetett eljarasra épililve szamos kutatd (Maier (1969), Polizzotto (1982), Konig
(1987), Kaliszky (1996), Weichert és Maier (2002)) szamitdsi modszert vezetett be és a
kiilonboz6 tipust szerkezetek vizsgalatara, tervezésére, és sikeresen alkalmazta azokat. Ezen
klasszikus bedalladsvizsgalatra alapulé modszerek f6 hibédja, hogy az Osszegzddd képlékeny
alakvaltozasok, illetve marad6é fesziiltségek nagysagar6l nem kapunk informaciot. Az elmult
években olyan moddszerek keriiltek kidolgozasra, amelyek segitségével képesek vagyunk
kozelitéleg meghatarozni a képlékeny alakvaltozasok, illetve maradd fesziiltségek ¢és
elmozduldsok nagysagat és azokra also, illetve felsd korlatokat tudunk adni (Ponter (1972),
Corradi (1977), Capurso és tarsai (1978), Kaneko és Maier (1981), Polizzotto (1982), Kaliszky
és Logo (1995), Kaliszky (1996, 1996-97), Rozvany (1997), Lange-Hansen (1998), Tin-Loi
(2000), Weichert és Maier (2002)).

Mint ahogy lathatd, az irodalomban szamos eljarés talalhatd egy- illetve tobbparaméteres kvazi-
statikus teherrel terhelt rugalmas-képlékeny tartoszerkezetek képlékeny alakvaltozasainak,
elmozdulédsainak becslésére, kozelité szamitdsara. Most réviden ismertetjiik a munkdnk alapjat

képzo Capurso-Ponter elmélet alkalmazasat szilard testekre (Kaliszky és Logo (1995)).

3.1.1 A képlékeny viselkedés altalanos korlatja
Tekintslink egy linedrisan rugalmas-tokéletesen képlékeny, id6tdl és homérséklettd] fiiggetlen

anyagu V térfogatu és § feliiletli szilard testet. Az S feliilet S, -val jelzett részén megtamasztott,
az S, rész pedig q(t) kvazi-statikus teherrel terhelt. Tegyiik fel, hogy a térfogati erék zérus

nagysaguak, és a test kis alakvaltozdsokat végez a terhelés kovetkeztében. Egy adott ¢

idépontban a q(t) kvézi-statikus teherhez a kovetkez6 mennyiségek rendelhetdk: a c(t): a

tényleges fesziiltség vektora, €(7) és u(z): a tényleges alakvaltozas és elmozdulas vektorai,
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c’ (t) : egy képzeletbeli fesziiltség vektor, amely akkor alakulna ki, ha a test linearisan rugalmas

anyagl lenne, &” (t) és u” (t) a o (t) képzeletbeli fesziiltség kovetkeztében kialakulo
képzeletbeli rugalmas alakvaltozas, illetve rugalmas elmozdulas vektorai. Tovabba vezessiink be
harom kiilonbozé sajatfesziiltség-vektort: o* (t): a tényleges marado fesziiltségek vektorat, G*
és 6" két, id6tél fiiggetlen sajatfesziiltség-vektort, értelmezésiikre lentebb tériink vissza.

A test egy adott pontjdban a 0'(2‘) tényleges fesziiltsége felirhaté a o (t) képzeletbeli és a
o” (¢) marado fesziiltségek dsszegeként:

o(t)=0c"(t)+o"(1). (3.1)
Jelolje W, (t) azt a képlékeny kiegészité munkat, amely a #=0 idéponttol a 7=t id6pontig a

zavartatlan terhelési folyamat sordn szamithatd. Ez egy alkalmas mérészam a teljes képlékeny
viselkedés mérésére és annak a fels6 korlatjara is egyben. Ezen képlékeny kiegészité munkéat

Capurso alapjan (Capurso (1974), Capurso és tarsai (1978)) a kovetkezoképpen szamithatjuk: ha

talalhat6 egy G~ 1d6tdl fiiggetlen sajatfesziiltség-eloszlas amelynél az
f(c"(t)+3")<0 (3.2)
képlékenységi feltétel kielégiil a V térfogat minden pontjadban barmely ¢ <t idépontig, akkor a

teljes képlékeny munka soha nem nagyobb, mint az alabbi moédon szamithaté6 mérészam:

4 (T)S%I(B‘R ) cstay. (3.3)

Itt C az anyagi tulajdonsadgokat tartalmazd matrix, * a transzpondlds jele. Az igy kapott

mérdszam egyben a képlékeny viselkedés mértékének felso korlatja.

3.1.2 A képlékeny elmozdulasok korlatja

Jeldlje J, azt a virtudlis erét, amely a vizsgélt test feliiletének A pontjaban hat, tovabba ¢”” " azt
a fesziiltség-eloszlast, amely a J, er6bdl a test V tartomanyaban oly médon szdmithatd, mintha a
test korlatlanul linedrisan rugalmas viselkedésii lenne. Tovdbba u’, jeldlje azt az elmozdulast,
amely a ¢ =1 1d6pontban az A pontban a q(t) kvazi-statikus teherbdl linedrisan rugalmas anyag
esetén szamithatd. Az A pontban keletkezd u (1:) tényleges elmozdulas (a linearisan rugalmas —

tokéletesen képlékeny anyagu testen) Ponter és Capurso (Ponter (1972), Capurso (1974),

Capurso ¢és tarsai (1978)) altal kidolgozott elmélet alapjan kozelitdleg az aldbbi moddon

szamithatd: ha taldlhaté egy 6" id6tol fiiggetlen olyan sajatfesziiltség-eloszlas, amely kielégiti
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az
f(c"(1)+6" +6")<0 (3.4)

képlékenységi feltételt a V térfogat minden pontjaban minden ¢ <t iddpontig, akkor az A

pontban keletkezd u (1:) tényleges elmozdulésnak a 1 =0 idéponttdl a 1 < 1 idépontig 1étrejovo

felso korlatja és az aldbbi modon szamithato:
(9,) u,(1)<(5,) w’(x)+=[(6") C&*ar . (3.5)

Jelolie ; a J, erd nagysagit, illetve az A pontban az u,(t) a tényleges és u, (1) a
képzeletbeli rugalmas elmozdulds-komponenseket a J, erd irdanydban, ekkor az alabbi
Osszefliggések fennallnak:

(5,) u, ()= Fu, (1), illetve (3,) v’ (1) = Fug (7). (3.6)
A (3.6) kifejezéseket behelyettesitve a (3.5) egyenldtlenségbe a tényleges elmozdulas korlatjara

egy konnyen kiszamithato felsé korlatot kapunk:

uy (T) Suy (T)+% (6R )*CéRdV. (3.7)
0

Az igy kapott u, (1) elmozdulasi korlata 7] és 6" értékek ,,alkalmas” megvalasztasaval tovabb

javithatd. A tovéabbiakban a — (3.3) és (3.7) egyenldtlenségekkel kiszamithato — felsd korlatok
felhasznaldsaval mutatjuk be az optimalis tervezés feladatait statikus terhelési tartoszerkezetek
(racsos tartok, gerendak, tarcsak, lemezek) esetén. Az elmozdulési korlatot és a teljes képlékeny
viselkedést szabalyzd maradd fesziiltségek alapjan szamitott képlékeny kiegészité munkaval
bovitett képlékeny hatarallapot vizsgalat, illetve a bedlladsvizsgélat alapfeladatai megtaladlhatok
tobb dolgozatban (Kaliszky és Logo (1995, 1997), Kaliszky (1996)). Ezek nem részei a jelen
dolgozatnak.

3.2 Kbvazi-statikus terhelésii tartoszerkezetek tervezése
3.2.1 Jeldlések
A fejezetben a vizsgalt tartok linearisan rugalmas—tokéletesen képlékeny anyaguak, alakjuk és

elrendezésiik (topologidjuk) adott. A racsos tartok, gerendak és keretek n szdmu A4 4allando
keresztmetszetll (i=1,2,...,n) és /¢, hosszlsagl rudat tartalmaznak, a lemezek és tarcsak pedig
(i=1,2,...,n) szam h, vastagsadgu és A, teriiletll véges elemre vannak felosztva. A tovabbi
fontosabb jelolések az alabbiak:

E,, o

J0» P, az anyag rugalmassagi modulusa, folyasi hatéra €s stirtisége,
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g: a nehézségi gyorsulas,
M, m: atest-, szerkezet tomege,

P,; (h=1,2,...,s): az eldirt terhelési kombinaciokban a tehervektor,
Q7 :a P, teherbdl a rugalmassagtan alapjan szamitott csoméponti erék, illetve riderék

Q’": amarad6 csomdponti erdk, illetve raderdk a csomdpontokban, illetve a rudakban,

Q" =Q” +Q’": a tényleges csomodponti erdk, illetve riderdk a csomdpontokban, illetve a

rudakban,

f; (Q, o, ) : azi-edik véges elem, illetve a radelem folyasi fiiggvénye,

F, K, G, G": hajlékonysagi, merevségi, geometriai és egyensilyi matrix (a geometria matrix

transzponaltja).

3.2.2 Alakvaltozasi és elmozdulasi korlatok
A itt ismertetendd optimalis tervezési mddszerek azon a feltevésen alapulnak, hogy a tartok
képlékeny alakvaltozasokat is végezhetnek, ezek azonban nem halmozodhatnak korlat nélkiil,
mértékilk ¢és a maradd elmozdulasok nagysaga adott hatart nem Iéphet tal. Ezeknek a
feltételeknek a teljesiilése statikus terhelés esetén a tovabbiakban ismertetendd feltételek
figyelembevételével biztosithato.
Tobbparaméteres terhekkel terhelt tartok esetén a képlékeny alakvaltozasok korlatlan
halmozddasa a bedllasvizsgalat segitségével elézheté meg. Az ismertetendd0 modszereknél a
beallasvizsgalat statikai tételét alkalmazzuk (Melan (1936, 1938), Kaliszky (1989)).
Mivel a beallasvizsgélat a tartokban kialakuld képlékeny alakvaltozdsok nagysagardl nem ad
tajékoztatast, ezért sziikség van olyan korlatok alkalmazasara, amelyek nagysdgukat ugyan nem
feltétleniil, de az atlagos mértékiiket biztosan szabdlyozzak. Mivel a marado fesziiltségek
nagysdga a marado alakvaltozdsok nagysagara is bizonyos tdjékoztatast nyujt, ezért ilyen korlat
lehet a marado fesziiltségek kiegészitd alakvaltozéasi energidjara vonatkozd aldbbi feltétel
(Kaliszky ¢és Logo (1995, 1997, 2000), Kaliszky (1996) -ennek szilard testekre vonatkoz6 alakjat
illetéen a 3.1.1 fejezet (3.3) képletére utalunk):

= i > (Q)FQ <w,,. (3.8)

Itt W,, a megengedett képlékeny alakvaltozasi energiat, F, az i-edik rad (elem) hajlekonysagi
matrixat jelenti. A W, nagysagat példaul a W, = oWV, képlet alapjan becsiilhetjik meg, ahol

W, a dominans (legnagyobb) terhelés alapjan szamitott rugalmas kiegészitd alakvaltozasi
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energia és o a szerkezettdl fliggd, megfeleld konstans, ami 1 < o <3 hatarok kozott vehetd fel a

gyakorlati tapasztalatok alapjan.
Egy P, tobbparaméteres teherrel terhelt képlékeny allapoti tart6 A pontjaban létrejove Uy,

eltolodas legjobb U, felsd korlatjat a 3.1.2 fejezetben ismertetett, Ponter (1972) altal kidolgozott

modszer alapjan diszkretizalt szerkezet esetén az alabbi matematikai programozasi feladat

megoldasa adja meg:

i, =min ﬁ ,»: (R,)FR, (3.9.2)

az alabbi feltételek mellett G'R=0; (3.9.b)
Q’=F'GK'g,; |9,|=1; (3.9.c)

L (QF +R, +[9]Q°); 0, |<0, (h=1,2,...5), (i=1,2,...,n); (3.9.d)

|7]0. (3.9.¢)

A képletekben J, a tarto A pontjadban az U, irdnyaban miikodd egységerd, J ismeretlen
nagysagu, de a J,-vel azonos irdanyu erd, nagysagat a |5 | jeloli, R pedig ismeretlen marado
erfket jelol. A tovabbiakban, bevezetve egy u,, megengedett eltolodast, a tartd6 A pontbeli

eltolddasa az alabbi mdodon korlatozhato:

i, —u, <0, (3.10)

3.2.3 Racsos tartok optimalis tervezése a beallasvizsgalat statikai tétele alapjan
Az alabbiakban tobbparaméteres statikus erdkkel terhelt racsos tartok optimalis tervezését

ismertetjiik (Kaliszky és Logo (2000d, 2002b)). A vizsgalat sordn a rudak A keresztmetszeti

tertiletét tekintjiik tervezési valtozoknak. Racsos tartok esetében a 3.2.2 fejezetben ismertetett
korlatok alkalmazéasan kiviil a rudak kihajlasat is meg kell gatolni. Ez az aldbbi kritikus
nyomofesziiltségek bevezetésével biztosithato:

O.=¢0,, (i=l,2,...,n). (3.11)

Itt @, az A tervezési valtozo fiiggvénye és az EUROCODE 1993 vonatkozo eldirdsai alapjan

2
I+a, E—O.Z + N
2 bz bi bi
: (3.12)

(Pi:Bi_ Bi_k_,-z’ Bi:

hatarozhaté meg:
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Itt A, az i-edik rad karcsusagi tén;ezc’ije, Z , illetve b, a keresztmetszet alakjatol és alkalmazott
anyag mindségétol fiiggd konstansok. A beallasvizsgalat statikai tételén alapuld optimalis
tervezési feladatban a nyomott elemek kritikus fesziiltségeit az egyes iteracios lépésekben
mindig modositani, aktualizalni kell, mert a keresztmetszet mérete az ismeretlen.
Felhasznalva a (3.8) ¢és (3.9) Osszefliggéseket, €s a racsos tartd térfogatat valasztva
célfiiggvénynek, az optimalis tervezési feladat az aldbbiak szerint fogalmazhatd meg: hatarozzuk

meg az A keresztmetszeti méreteket ugy, hogy a beldliik épitett racsos tartd
o kelld szilardsagt — viseli a P, terhet,

e Dbeall,

o kielégiti a képlékeny alakvaltozasokra, illetve a maradd elmozdulasokra vonatkozé
korlatokat,

e anyomott rudak megfelelnek kihajlasra,

e atartd minimadlis térfogati.

Ez a feltételes széls6érték-feladat az alabbi médon fogalmazhatd meg:

V=min ) A4¢, (3.13.a)
i=1
az alabbi feltételek mellett G'Q =0; (3.13.b)
Q" =F'GK'P,, (h=12,..,5); (3.13.c)
4o, S(Q;h +Ql_")g Ao, (h=12,.s), (i=12,.,n); (3.13.d)
1 & 0
- TLON W <0; 3.13.e
2E0;Q’ 4 O -W, ( )
i, —1, <0; (3.13.9)
A,-A4<0, (i=1,2,..,n). (3.13.g)

Itt az U, eltolodas a (3.9.a-€) képletekkel adott matematikai programozasi feladattal hatarozhat6
meg, A, pedig a rudak eldirt minimalis keresztmetszeti teriiletét jeloli. Megallapithato, hogy az
optimalis tervezés elvégzése két, az A, tervezési valtozok altal kapcsolt nemlinedris matematikai

programozasi feladat megoldasat teszi sziikségessé. Erre, a két feladat egymastol fiiggetlen,
ismételt megoldasara alapulod, iterdcidos eljarast dolgoztunk ki. A (3.11) alatti kritikus
fesziiltségeket minden 1épésnél Gjra meg kell hatdrozni. Az optimalis megoldas lokalis minimum,
mivel a (3.13.e) feltétel nem konvex, de a megoldas mérnoki szempontbol megfeleld és

mindsitheto.

3.2.3.1 Megoldasi algoritmus

A (3.13.a-g) kifejezésekkel meghatidrozott kapcsolt nemlinedris programozési feladat
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megoldasara a kovetkezo6 hatékony, iteracids eljaras javasolhato:

1. 1épés

2. 1épés

3. 1épés

4. 1épés

5. 1épés

6. 1épés

Vegyiik fel az A, keresztmetszeti méreteket és hatdrozzuk meg ennek
felhasznalasaval a Q" képzeletbeli rugalmas erdt,

Felhasznalva Q" erdt és alkalmazva a (3.13) matematikai programozasi feladatot,

az u, elmozdulasra vonatkoz6 korlat nélkil, hatirozzuk meg a feladat
megoldasat. Szamitsuk ki az 4,, Q" és a nyomott rudaknal a o, értékeket.

A 2. lépésben megkapott A, felhasznalasaval hatdrozzuk meg Q< és Q°
rugalmas erdket.

A 2. és 3. 1épésben megkapott 4., o, illetve Q" és Q° felhasznildsdval a (3.9)

matematikai programozasi feladat felhaszndlasdval hatarozzuk meg az u,
elmozdulasi felsd korlat nagysagat.

A 3. és 4. 1épésben megkapott Q" és u, értékeket felhasznalva hatdrozzuk meg a
(3.13) matematikai programozasi feladat optimalis megoldasat. Szamitsuk ki jra
az 4;, Q" és o, értékeket.

Az 5. lépésben megkapott 4, és o, értékek felhasznalasaval ismételjiik 2. — 5.

Iépéseket mindaddig, mig két egymast koveto teljes ciklusban a szamitott értékek

kozotti kiilonbség elegendden kicsi.

3.2.3.2 Tobbcélfiiggvényes matematikai programozasi feladat megfogalmazasa

Felhasznalva a tobbcélfiiggvényes matematikai programozas alapelveit (Logo (1988)) a (3.9) és

(3.13) nemlinearis matematikai programozasi feladatok konnyen atirhatok vektoroptimalasi

feladatta (Kaliszky és Logo (2002c)). A tobbeélfiiggvényes megfogalmazas célfiiggvényében

minimaljuk a tarté térfogatdt ¢és a maradd elmozdulasok felsd korlatjat. A feladat

feltételrendszere megegyezik a (3.9) és (3.13) feladatok feltételrendszerével. A bedllasvizsgalat

statikai tételén alapuld tobbcélfiiggvényes megfogalmazas a kovetkezOképp adhatd meg:

min (Zn:Al[i G |ZR °R] (3.14.a)

az alabbi feltételek mellett

G'R=0, (3.14.b)

Q =F'GK"g,, |9,|=1; (3.14.c)
—40,<(Q"+R +|5|0f )< 40, (h=12,...5), (i=12,..n); (3.14.d)
Q" =F'GK™P,, (h=12,..5); (3.14.¢)
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~40,<(0"+0/ )< 40,, (h=12,..5), (i=12,..n); (3.14.1)
G'Q =0; (3.14.g)
&,
LW, <0 3.14.h
2E0 ;Qt Ai Q[ PO ( )
0, —, <0; (3.14.0)
|7)0; (3.14.)
Ay —A4. <0,  (i=1,2,..,n). (3.14.k)

A fenti tobbcélfiiggvényes programozasi feladat Pareto-optimalis megolddsok halmaza (Logd
(1988), Kaliszky és Logd (2003a)) adja az optimalis tervezés megoldasait. A mérnoki
szempontbo6l ez a halmaz egy szélesebb lehetdséget nyujt a tervezés soran, hiszen ezen Pareto-
optimumokbdl valaszthatd ki a kivitelezni szdndékozott szerkezet. Numerikusan a (3.14)
feladatot szamos eljarassal (Logo (1988)) megoldhatjuk (pl. sulyozott célfiiggvények, optimalas
parametrikus szintekkel, sztochasztikus kereséssel). A (3.14) feladat nem konvex, de a
célfiiggvények terébe torténd leképzés miatt a vektor-optimdldsi feladat gyenge —efficiens

pontjai meghatarozhatdk (Logo (1988)).

3.2.3.3 Mintafeladat
Az ismertetett modszer alkalmazédsat az 3.1 abran lathatd, racsos tartdé optimalis tervezésén
mutatjuk be.

Adatok:
A, =0.15cm?,
E =21000kN/cm”,
o, =20kN/cm’,

3.1 abra. Kilenc rudas racsos tartod

A tartora hato kétparaméteres terhelés terhelési tartomanyat a 3.2 4bra tiinteti fel. A stabilitas-
vizsgalathoz a (3.12) képletekben az EUROCODE alapjan az a=0.21 és b=93.01 értékeket vettiik
figyelembe. A nemlinedris matematikai programozasi feladatot szekvencidlis kvadratikus
programozasi algoritmus felhasznalasaval oldottuk meg (Schittkovski (1985/86)). A 3.3 dbra

mutatja a térfogat valtozasat a kiegészitd marado alakvaltozasi energia és a maradd elmozdulas

fuggvényében. A W, =10kNm, illetve a U,, =1, 3, 5 és 7cm értékekhez tartozé optimalis
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keresztmetszeti méretek a 3.1 tablazatban taladlhatok. Az optimalis megoldas konvergencidja egy
adott eltolodasi korlathoz kapcsoléddan néhany iteracios 1€pés utan lathatd volt. Ennek részleteit
itt nem kozoljik. A mechanikai modell helyességét, konvergenciajat irodalmi (Tin-Loi, F.

(2000)) adatokkal vald Osszehasonlitdssal (5 rudas szerkezet - Kaliszky és Logd (2002c) -)

ellendriztik.
A P2 Térfogat- marado eltolodas
100
-30 100 P
-30 Marad elolédss 2. csomépontrl (cm)
3.2 abra. Terhelési tartomany (kN). 3.3 abra. A tarto térfogatanak valtozasa a marado

eltolédasok fiiggvényében.

3.1 tablazat. A kilenc rudas racsos tartd optimalis keresztmetszeti méretei

urz Ai [ cm 2 ]

[cm] 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 23.02 | 16.54 | 62.87 | 45.26 | 24.75 | 87.25 0.15 0.15 27.30

41.73 2.93 2.17 86.03 | 67.60 | 2.98 | 41.01 | 24.25 8.49

34.12 1 2040 | 26.13 | 82.18 | 60.20 | 0.15 0.15 28.23 | 10.71

N 0| W

34.08 | 20.19 | 25.87 | 82.28 | 60.11 0.15 0.41 27.85 | 10.49

3.2.4 Tarcsak optimalis tervezése

Vegyiink szemiigyre egy h, 4lland6 vastagsagu, sikjaban P, (h=12,..,s) statikus
tobbparaméteres erdkkel terhelt tarcsat. A tarcsa anyaganak rugalmassagi modulusa E, folyasi
hatara o, ¢s fajlagos siiriisége p,. Az € tervezesi tartomanyt osszuk fel i=12,...n
végeselemre, ahol az i-edik elem teriiletét A, jeldlje.

A topologiaoptimalési feladatok numerikus nehézségeinek elkeriilése érdekében Kohn és Stang
(1986) bevezette a pordzus anyag koncepcidjat, amely a homogenizacié egyik formdja, és
Rozvany (1997) munkdjaban kapunk részletes ismertetést alkalmazasarol a topoldgiaoptimalas

témakorében. A tovabbiakban a pordzus anyag koncepcidjdn alapuld szamitdsi modellt
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alkalmazzuk. Eszerint a vizsgélatnak egy fiktiv inhomogén tarcsa képezi az alapjat, amelyben a

véges elemek kiilonbozd, ismeretlen nagysdgu p, fajlagos siirliséggel rendelkeznek. Az

X, =(& viszony a tervezési valtozd, és az elemek folyasi hatdra valamint rugalmassagi
Po

modulusa ennek a tervezési valtozonak a fliggvénye:
E =x/E,, 0,=x]0,, (3.15)
Ahol B és vy célszerlien felvett paraméterek, amelyek az anyag tulajdonsdgaval nincsenek

kapcsolatban, csupdn szamitastechnikai szerepiik van. A tovabbiakban legyen B=y=1. Az

x, valtozok meghatarozasat kovetden az eredeti homogén tarcsa vastagsaganak optimalis

eloszlasat a h, = x,h, (3.16)

képletbol kapjuk meg.

A 3.2.1 fejezetben bevezetett mennyiségek koziil néhany az alabbi mdodon valtozik:

F,, F :&: az E,, illetve az E rugalmassagi modulusok alapjan szamitott hajlékonysagi

1

matrixok,

F (x,,), K (xl.) : az inhomogén tarcsa hajlékonysagi, illetve merevségi matrixa,

f; (Qf’ X, cyo): az i-edik végeselem folyasi fliggvénye az elem Gauss-pontjaiban szamitott Q/

erok fliggvényében.
Tovabba a porozitasi tényezd figyelembevételével a (3.8), illetve a (3.9) Osszefiiggések az alabbi

modon értendok:

1 n . *E ,
72.(Q0) “5Q =W, <0; (3.17)
i=1 i
1 7, =min—— Y (R,) Fo R 3.18
etve uA—mmm;( ) R (3.18.2)
az alabbi feltételek mellett G'R=0; (3.18.b)

Q" =F'(x)GK '(x))9,,

g|=1, ((=12,...n); (3.18.c)
LL(Q"+R, +[51Q"); (o,0) | <0, (B=12,.08), (i=12,0m); (3.18.d)

|5|>o_ (3.18.¢)

3.2.4.1 Az optimalis tervezés alapfeladata tarcsakra vonatkozoan

Felhasznalva a (3.17) ¢és (3.18.a-e) kifejezésekkel meghatarozott korlatokat, és a tarcsa tomegét
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valasztva célfliggvénynek, a bedallasi hatarallapot statikai tételén alapuld optimalis tervezési

feladat az alabbiak szerint fogalmazhaté meg:

m = min hopoz Ax, (3.19.a)

i=1
az alabbi feltételek mellett G'Q =0; (3.19.b)
Q" =F'(x)GK'(x)P,, (h=12,...,s); (3.19.c)

L@ +Q); (x,0,0) <0, (h=1.2,8), (1=1,2,...m); (3.19.d)

W, =E;(Qi) x—;Qi —W,, <0; (3.19.¢)
i, —u,<0; 3.19.
A A0
X=X <0, (i=12,.,n). 3.19.
i0 i g

Itt x,, a tervezési valtozok eldirt also korlatjat jeloli. Megallapithato, hogy az optimalis tervezés
elvégzése két, az x;, tervezési valtozok altal kapcsolt nemlinedris matematikai programozasi

feladat — a (3.18) ¢és a (3.19) - megoldasat teszi sziikségessé. Erre iteracios eljarast dolgoztunk ki
(Kaliszky ¢és Logoé (2002b)), amely lényegében megegyezik a 3.2.3.1 pontban ismertetett

iteracios 1épésekkel. A kiilonbség az, hogy 4. keresztmetszeti méretek helyett x, tervezési

valtozokat kell hasznalni. Az ismertetett modszer megfeleld atalakitds utan keretek, lemezek és

héjak optimalis tervezésére is alkalmazhato.

3.2.4.2 Tobbcélfiiggvényes megfogalmazas

Itt is kovethetjiilk a racsos tartok tervezésénél ismertetett eljarast a vektoroptimalasi feladat
felirasa kapcsan. A célfliggvény a tarcsa tomegét ¢s a maradod elmozdulas felsé korlatjat
tartalmazza. A bedllasvizsgalat statikai tételére alapuld tobbcélfiiggvényes megfogalmazas a

kovetkezOképp adhatdo meg:

min [ﬁZ(Ri ) l;_}oR"" hopoiZ::Aix[J (3.20.a)

az alabbi feltételek mellett G'Q =0; (3.20.b)
G'R=0; (3.20.c)

Q" =F'(x, )GK'(x,)P,, (h=12,..s), (3.20.d)

Q7 +Q)) (x0,)]<0, (h=12,.5), (i=12,..n); (3.20.¢)
Q“=F"(x,)GK'(x,)9,, |3|=1 (i=12...n); (3.20.f)
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£, [((_)f”+l_li+|5|(_)f°_); (xys;)]so, (i=1,2,...n), (h=12,...s);  (3.20.g)

xmin S xl - xmwc: (l = 1;2,“-;”); (320h)

~>(Q)) —2Q[-W,, <0; (3.20.)
2 i=1 xi

Uy =ty <0; (3.20.)

|7])0. (3.20.k)

A (3.20.a-k) feladat optimalis megoldasaként kapott Pareto-megolddsok halmaza mérndkileg
egyenértékl lehet a (3.19) feladat optimalis megoldasaval. A jelenlegi mérndki gyakorlat sok

esetben a Pareto-optimumok halmazanak eldallitasat koveteli meg a kezdeti tervezési fazisban.

3.2.4.3 Mintafeladat
Az ismertetett eljaras alkalmazasat a 3.4.a dbran lathat6 tarcsa optimalis tervezésén mutatjuk be.
A sziikséges adatok -Onkényesen felvéve- az dbran vannak feltiintetve. A tarcsara kétparaméteres

teher hat, melynek

0 cm
P, P, Adatok:
N h, =3cm,
E, = 10000 kN/cm®

Tervezési tartomany 90 cm O, = 120MPa ,

A . p, = 78kg/m’,

P, > x,=10"cm,

, 100 cm " 100 cm x... =20cm,
! 1qu =2cm ! n=180 véges elem.

3.4.a dbra. Tarcsafeladat
terhelési tartomdnya a 3.4.b abran lathatdo. A matematikai programozasi feladat folyasi
feltételeként a Huber-Mises-Hencky képlékenységi feltételt hasznaltuk. A végeselemes
diszkretizalt feladatban négycsomopontu tarcsaelemeket alkalmaztunk (csomdpontonként két
elmozdulési szabadsagfokkal). A szamitdst a Gauss-pontokon végeztiik (irdnyonként két-két
Gauss-pont). Az egyszerliség kedvéért a maradd csomoponti erdket Ot-szabadsagfoku erd-
(fesziiltség) rendszer alkalmazdsaval szamoltuk. A nemlinedris matematikai programozasi
feladatot szekvencialis kvadratikus programozasi algoritmus felhaszndlasdval oldottuk meg

(Schittkovski (1985/86)). A megoldashoz viszonylag kevés szamu (386) iteracios 1€pés kellett.
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A 321
B
314
304
100
o 291
F g
274
# 26
-30 120 P,
25 T
0 1 2 3 4 5 6 7 8
-30 Maradé eltolédas
3.4.b abra. Terhelési tartomany. 3.5 abra. A tarcsa tomegének valtozasa a marado

eltoloédasok fiiggvényében

A 3.5 édbra a tarcsa tomegének a megengedett u,, maradd eltolodas fliggvényében vald
valtozasat adja meg rogzitet W, =744,6kNm korlat esetére. Jol lathat6 a 3.5 abran az eljaras

konvergencidja. A tomeg nem csokken, csak a marad6 alakvaltozasok ndének ezért a

képlékenységtan alapjan a konvergencia fenall.

g N N
[/ [
i i
V‘ﬂ E’V
EN% 7
/ N - \
) N | g {
r:l N o
I 1 ‘

0bo-08 Do08-1,6 m16-24 mW24-32 mW324

3.6 abra. Optimalis topologia

W, =744,6kNm ¢és u,, =2cm korlatok alkalmazdsa esetén a tarcsa minimalis tomege
m,, =27,86 kg és ennek az optimalis megoldashoz tartozo eloszlasat a 3.6 abra szemlelteti, ahol

az egyes szinek a porozitas jelenitik meg.

Abban az esetben ha W, =0, a (3.19) matematikai programozasi feladat optimalis megoldasa a
rugalmas megoldassal azonos. Ha W, illetve u,, kelléen nagy (jelen példa esetén
W,, 21000kNm ¢és u,, >10cm), akkor a W, -ra és az u,-re vonatkozo feltetelek inaktivva

valnak és az optimalis megoldas a képlékeny megoldassal lesz azonos. A kozbensd esetben a
rugalmas-képlékeny allapotu szerkezet megoldéasat kapjuk meg.

Tovabbi mintapéldak mas dolgozatokban is talalhatok (Kaliszky és Logo (2000, 2001, 2002)).
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3.3 Dinamikusan terhelt tartéoszerkezetek optimalis tervezése

A mérnoki gyakorlatban igen gyakran fordul eld rendkiviili teher (robbands, iités, iitkozés,
foldrengés, stb...). Ezekben az esetekben a képlékeny alakvaltozdsok rendszerint
megengedettek, de a tartoszerkezeteket olyan merevségi ¢és szilardsagi tulajdonsadgokkal kell
megtervezni, hogy a rendkiviili hatasok kovetkeztében ne legyenek talzott mértékli képlékeny
alakvaltozasok, a szerkezeti elemek ne szenvedjenek torést, illetve a szerkezet dsszeomldsa ne
kovetkezzék be. A téma fontossaga kovetkeztében szamos jelentds elméleti €s kisérleti munkéat
ismeriink a témakdorben, melyek koziil kiemelhetd Jones (1997), Kaliszky (1984, 1989), Martin
(1975) é&ltal kozzétett tanulmdnyok. Szinte valamennyi munka csak a szerkezet globalis
viselkedésével foglalkozik. Feltételezik, hogy az anyag merev—képlékeny, a kis elmozdulasok
elmélete érvényes. A nagy intenzitasu, rovid ideig tartd terhelést impulzusteherrel helyettesitik.
Ezek az egyszerlsitések lehetdveé tették egyszerli megoldasi modszerek kifejlesztését. Szinte
valamennyi modszer esetén a fo cél a szerkezet valaszidejének, az alakvaltozdsoknak és az
elmozdulédsoknak meghatarozasa (Jones (1997), Kaliszky (1970, 1984), Martin és Ponter (1972),
Martin és Symonds (1966), Symonds (1955, 1973), Symonds ¢és Wierzbicki (1975), Wierzbicki
(1970), Wierzbicki ¢és Florence (1970)). A hivatkozott dolgozatok koziil néhany a nagy
elmozdulédsokat ¢és az alakvaltozasi sebességet is figyelembe veszi. Lokésszerii teherrel terhelt
rugalmas-képlékeny szerkezetek szdmitasara szamos hatékony numerikus eljards és
szamitogépes program is késziilt (Capurso (1972), Jones (1985), Lloyd Smith és Sahlit (1991)).
Sajnos csak kevés szaml dolgozat foglalkozik a dinamikusan terhelt képlékeny szerkezetek
tervezésének témakorével. A tervezési feladatok a fentiekben emlitett kozelitéseket tartalmazzak,
¢s merev-képlékeny szerkezeteket tételeznek fel (Heinloo és Kaliszky (1981), Kaliszky és Logod
(1991), Lellep (1984), Lepik és Mroz (1977)).

Ebben a részben olyan kozelitd optimalis tervezési eljarast mutatunk be dinamikusan (16kés,
robbanas, iitkozés, szeizmikus) terhelt képlékeny tartoszerkezetek (racsos tartdok, gerendak,
lemezek) optimdlis tervezésére, ahol a mindenkori terhelésbdl az impulzus megmaradas
tételének felhasznaldsaval egy egyenértékii sebességmez6t szamolunk. Ezt a sebességmezot
hasznaljuk impulziv teherként a mar terheletlen tarton (Jones (1997), Kaliszky (1984, 1989),
Martin (1975)). Mivel ilyen esetekben az elmozdulasok rendszerint nagyok, mérsékelten nagy
elmozdulasokat vesziink szamitasba. A tartoszerkezet képlékeny viselkedésének szabdlyozasara
Wierzbicki (1970) altal kidolgozott elméletet alkalmazzuk. Ennek felhasznaldsaval a
mérsékelten nagy marado6 alakvaltozasok nagysaganak egy felsd korlatja szdmithat6. Mivel nagy
sebességekrdl van sz0, az alakvaltozas-sebesség ¢érzékenységét (viszkozitas) figyelembe
vessziik, tudva, hogy ezzel ndvekszik a szerkezet teherbird képessége.

Az optimalis tervezés numerikus megfogalmazasanal a porozus anyagelméletet (Kohn €és Stang
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(1986), Maute és tarsai (1998)) hasznaltuk fel a 3.1 fejezetben ismertetettek szerint. A
szilardsagi tulajdonsagokat leir6 (3.15) egyenletek érvényesek. A tervezés sordn a
keresztmetszeti méretek egy alapértékét (pl. lemez vastagsaga) ismertnek tételezziik fel, és a
folyamatban valtozatlanul hagyjuk. A tényleges méretet az x, tervezési valtozd (porozitasi
tényez0) felhasznalasaval a (3.16) szerint szdmoljuk (lemez esetén 4, = x A, ).
A tovabbiakban a jobb megérthetdség kedvéért lemez-feladaton keresztiil mutatjuk be a tervezési
munkat. A kapott eredmények természetesen minden nehézség nélkiil atirhatok racsos tartokra,
gerendakra vagy héjakra is (lasd. pl. mintapélda vagy Lelep és tsai.(2010)).
A bemutatasra keriild eljaras az alabbi kdvetelményeket és feltételt elégiti ki:
e aszerkezet sulya legyen minimalis,
e cgy elore megadott pontban a maradd eltolédasok nagysaga nem haladhat meg egy
megadott értéket,
e a deformacios folyamat alatt a teljes kinetikus energia képlékeny munka formajaban
disszipalodik.
Jelen fejezet a korabban kozzétett dolgozatainkon alapszik (Kaliszky és Logé (1999, 2000, 2001,
2002, 2003, 2004)).

3.3.1 Nagy intenzitasu, rovid ideig hato, 1okésszerii teher esete
3.3.1.1 Kinematikai egyenletek
Induljunk ki abbdl a feltevésbdl, hogy a dinamikai egyenletekben szerepld tomeg két részbdl

tehet6 Ossze (3.7.a abra.):
m(y,z)=my(y,z)+m(y,z). (3.21)
Legyen (i = 1,2,...,n) a diszkretizalt szerkezetben a végeselemek szdma ¢és a (3.21) kifejezésben:
o my(y,z) > m,,: jelenti azt a tdmeget, ami nem vesz részt az optimalasban,
o m/(y,z) > pyh,x, : jelenti a tartdszerkezet tomegének az optimalasban szamitando részét,

amely a tervezési valtozoval kifejezhetd,

e y¢észalemez kozépfeliiletének koordinatai.
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«— q,(y,z): teher

m,(y,z): alap szerk.

I'd

m_(y,z) tervezendo szerk.

z

3.7.a abra. A kiils6-teher €s a tartod tomegének eloszlasabol az onstly terhek

A fentiek szerint az i-edik végeselem tomege az alabbi mddon fejezhetd ki:
m; =my, + P,h,X, . (3.22)
Tételezziik fel, hogy a vizsgalt merev-képlékeny anyagu lemezt olyan, nagy intenzitasu, rovid

ideig tart6 dinamikus teher terheli, mely az alabbi szeparalhat6 alakban van megadva:

q(y,z,t)=p(t)qy(y.z) (3.23)
Illetve a diszkretizalt szerkezet i-edik eleménél
q; = p(Oq,; (i =1,2,....,n). (3.24)

Itt p(¢) a lokés id6beli valtozasat, ¢,(y,z) pedig a teher lemezen val6 eloszlasat irja le (3.7.b

abra.). A tovabbiakban alkalmazzuk a leggyakrabban felhasznalt 16késterhet (3.7.c abra.),

amelyben a 16kés id6beli valtozésa a kovetkezd kifejezésekkel irhato le:

p(t)=p,, ha t<t (3.25)
p(t)=0, ha t>¢, '
Itt ¢, a lokés id6tartamat, p, pedig nyomas csucsértékét jelenti. Amennyiben p, igen nagy
(p, > ) és ¢, igen kicsi (¢, = 0), akkor a 1okésszerli teher az

Iy = pyty (3.26)

impulzussal meghatarozott impulziv terheléssel helyettesithetd (Jones (1997)).
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p(t)

3.7.b abra. A 16kés teher idObeni valtozasa

p(t) o= p(t)
Dy > ®©

Do
1, = pyty

Ly t -«

t, >0

3.7.c ébra. Impulziv terhelés

A lemez ennek hatdsara v('y,z) kezddsebességli mozgasnak indul, amelynek eloszlasa impulzus

megmaradas tételébol vezethetd le:
j j (v, 2.t )dtdA = j m( v,z )v(y,z)dA. (3.27)
A0 A

Felhasznalva a (3.24-3.26) kifejezéseket

lojqo(y,z)dA:jm(y,z)v(y,z)dA. (3.28)

Itt A a lemez kozépfeliiletének teriiletét jelenti. A tovabbiakban feltételezziik, hogy v, sebesség a
lemez mentén valo eloszlasa a g, teher eloszlasaval aranyos, igy:

V=vq,(¥.2). (3.29)
Itt v, egy ismeretlen sebességparaméter.

Ennélfogva a (3.28) ¢és (3.29) egyenletek felhaszndldsaval a sebességmezd szamithato:

[90(.2)d4

) :
[m(y.2)a,(7.2)dA

v(y,z)z]oqo(y,z (3.30)

A kapott kifejezést felhasznéalva, a diszkretizalt szerkezet i-edik (i=1,2,...,n) elemére jutd v,
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kezddsebesség az alabbi formaban szamithato —ha a parcialis terhelés esetét kizarjuk-:

9o,
! ;(i=1,2,...,n). (3.31)

_ i-
v, =14 —

Z mquiAi
i=1

Itt A, az elem teriilete, 1 pedig az elem jele.
Ezzel a nagy intenzitast, rovid ideig tartd 10késszerti teherrel terhelt szerkezet dinamikai
vizsgalata egy terheletlen, a (3.30), illetve (3.31) egyenletekkel meghatarozott v(y,z)

kezddsebességii lemez dinamikai vizsgalatira vezethetd vissza.

3.3.1.2 Dinamikai egyenlet megadasa lokésszerii teher esetén
A dinamikai egyenlet felirasahoz felhasznaljuk Wierzbicki (1970) feltételezését, ami szerint a
szerkezet minden pontjdban a mozgés egyidejiileg szlinik meg. Tovabba feltételezziik, hogy az
impulzus teher hatasara a szerkezet minden eleme mozgas kozben éalland6 gyorsuldssal mozog a
megallasig és egy adott A pontban az u, elmozdulds elér egy u,, elmozdulds értéket. A
szerkezet mozgasa kdzben a lemez €s az allandd teher sulyanak, a tehetetlenségi erdknek és a
belsd erdknek dinamikus egyenstlyban kell lenniiik, €s a diszkretizalt szerkezet minden
elemében ki kell elégitenilik a képlékenységi feltételeket. Bizonyos egyszerisitési feltételeket
bevezetve ezek a kdvetelmények az aldbbi egyenletek kielégitése esetén teljesiilnek (Kaliszky és
Logo (2001a, 2003c¢):
G'Q+P(x)-D(x,)=0; (3.32)

f,.(Q,,,x,a;’i) <0,(i=12,..,n). (3.33)
Itt G az egyensulyl matrix, f, az i-edik elem folyasi fliggvénye, 0';11, a ,,dinamikus” folyashatar
(benne vessziik figyelembe az alakvaltozas-sebesség (viszkozitds) hatasat is (Kaliszky és Logo
(2003c¢)), ezt egy késObbi pontban (3.3.4 fejezet) részletezziik).

A kiilsé er6k két részbol tevddnek Ossze. A 16késsel egyidejileg fellépd normal (hasznalati)

csomoponti teherbdl €s az onsulybol, amelyet a kovetkezd egyenlettel adhatunk meg:
P =P"+gA,(my, + pyhyx,); (i =1,2,...,n). (3.34)
Itt P" jelenti a normal (hasznalati) csomoponti terhet, amelyet a nagy intenzitasu, rovid ideig

tart6 dinamikus teherrel egyidejiileg figyelembe vesziink.

A D(x,) inerciaerfket lokésteher esetén a kovetkezd kifejezéssel adhatjuk meg (Kaliszky

(1989), Martin (1975)) diszkretizalt esetben:
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Zn:quAi

D, = ZqOA 102 ni:l mqoA; (i = 1,2,...,71). (3.35)
“ao ZmquiAi
i1

3.3.2 Leeso teher
3.3.2.1 Kinematikai egyenletek
Tekintsiik egy a 3.3.1 fejezetben (3.7.a abra.) ismertetett elrendezésii merev-képlékeny anyagu

lemezt, amelyre a lemez A pontjdban v, sebességgel egy M tomegli test merdlegesen

becsapodik.

Mo——f
%m v ;///% j i 1 §
7 - \

o}]
(o

3.8 4bra. LeesO teher két oldalon befogott szerkezet esetén

Tovabba tegyiik fel, hogy az {itk6zés utdn a lemez és a test egyliitt mozog, ¢és az iitkdzés
kovetkeztében keletkezd helyi szerkezeti karokat figyelmen kiviil hagyhatjuk. A lemezekre
bemutatott megoldasi mddszer és a megadott kifejezések kis modositdsok utdn alkalmasak
gerendak, héjak és egyéb véddszerkezetek optimalis tervezésére is.

Tételezziink fel egy kinematikailag lehetséges sebességmezdt, ahol az i-edik elem sebessége a

v, = v, egyenlettel kifejezhetd. Itt v, az M tomeg kezdd sebessége az iitkozés utan. Felirva

az impulzus megmaradas torvényét:

n
Mvy=Mv,+v,> Bm, (3.36)
i=1
a lemez minden i-edik elemének sulypontjaban a kezdeti sebesség konnyen szdmithato:
M B,
LY. - (3:37)
M+ Z Bm,
i=l
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3.3.2.2 Dinamikai egyenlet megadasa iitésszerii teher esetén
Felhasznalva a 10késszer(i teher esetén bevezetett feltevéseket (3.3.1 fejezet), az el6z0 fejezetben
megadott (3.32 ¢és 3.33) dinamikai egyenletek természetesen valtozatlan forméban érvényesek,
csak az egyes kifejezések tartalma modosul. A leesd tehernek megfelelden az inerciaerd
szamitasa a

2
vy M

D = > -
Y0 M+Zmi,b’i
i=1

i

[6M +m,BA,]; (i=12,..n), (3.38)

egyenlet szerint torténik, mig a szamitasban figyelembe vett kiils6 erdt a
P =P"+gA (my+ pohyx,)+0,eM ; (i =12,...,n). (3.39)
szerint szamitjuk.

Itt 6, =1 ha i=4,illetve 6, =0 ha i # 4 (az i-edik elem és a becsapddasi ,,A” pont viszonya).

3.3.3 Marado elmozdulasok felso korlatja

Az egyszeri alkalommal mikodé 10késszerli terhelés vizsgalatakor a beéllasvizsgalat
sziikségtelen, ¢s a képlékeny alakvaltozasok mértékét korlatozd eldzdéekben ismertetett feltételt
sem alkalmazzuk. A varhatéan nagy alakvaltozdsok miatt a rugalmas alakvaltozasokat figyelmen
kiviil hagyjuk, a marad6 eltolddasokra azonban mérsékelt mértéki nagy elmozdulasok
figyelembevételével korlatot alkalmazunk. Wierzbicki (1970) tétele szerint impulziv terhelés
esetén egy mérsékelten nagy elmozduldst végzd merev-képlékeny anyagu tartd egy adott A

pontjaban létrejovo eltolodas legjobb u , felsd korlatjat az alabbi 6sszefiiggés adja meg:

a+l
T [uA+ hya (M_Aj ]SK. (3.40)

l+al h

Ebben a és a>1 mérsékelten nagy elmozdulas figyelembevételével elvégzett statikai vizsgalat

alapjan kiszamithat6 allandok (Kaliszky 1984),
K :%Zmiva. (3.41)
a lemez kezdésebességének megfeleld kinematikai energia és .7, a tartd A pontjaban, az U,

eltolddas iranyaban miikodé .7, statikus koncentralt eré képlékeny hatarértéke. Ez a képlékeny

hatarallapot vizsgalat statikai tétele alapjan hatarozhaté meg:

max J, (3.42.a)
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az alabbi feltételek esetén

G'R=5; (3.42.b)
fl.(Ri,O'yO)S 0, (=12,..,n); (3.42.¢c)
xX,—x,<0, (i=12,..,n). (3.42.d)

Itt R az ismeretlen csomdponti erdket jeloli. A fentiek felhasznalasaval a tovabbiakban az A
pontbeli eltolodas nagysagara az aldbbi korlat irhato elo:

u,—u,<0. (3.43)

Itt u ,, az eltolodds megengedett értékét jelol.

3.3.4 A dinamikus hatarfesziiltség meghatarozasa
Mivel a lemez nagy sebességli mozgast végez, ezért indokolt az anyag viszkézus viselkedésének

figyelembevétele (Perrone (1965), Martin és Symonds (1966)). Ezt a hatast
o, =%0, (3.44)

a dinamikus folyasi hatar bevezetésével vessziik szamitasba, amelyet a részleteket melldzve az

alabbi mddon fejezhetiink ki:

o) =0, {lw(z%j] . (3.45)

Itt ¥, C' ésr az anyag viszkozus tulajdonsagait jellemzd allanddkat jelolnek és a y allando a

= T kifejezés alapjan szamithato. A rovid ideig tartd, nagy intenzitasi teher esetén a
r+

(3.45) egyenletekben a szogletes zardjelben 1€vo kifejezést az alabbi médon adhatjuk meg:

1,q,; Z "IAY ’
i=1

¥ o=|1+y (3.46)

2Chzn: Mo,

i=1

Figyelembe véve (3.15) kifejezéseket a porozitdsi elméletnek megfeleléen, a mindenkori

hatarfesziiltség a o, = x,07, kifejezés alapjan szamitando. Mivel o7, > o

flope az anyag viszkozus

y0>
tulajdonsdgainak (az alakvaltozds-sebesség) figyelembevétele mindig ndveli az anyag
szilardsagi, illetve merevségi tulajdonsagait, ezért felhasznalasaval gazdasagosabb szerkezetek

tervezhetok.
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3.3.5 Az optimalis tervezés alapfeladata dinamikus teher esetén

3.3.5.1 Kapcsolt, nemlinearis matematikai programozasi megfogalmazas

Felhasznalva a fentiekben ismertetett képleteket, és a lemez tomegét valasztva célfiiggvénynek,
az optimalis tervezés feladata rovid ideig tartd, nagy intenzitdsu terhelés esetén az aldbbiakban

fogalmazhat6 meg:

min sy, Y A X, (3.47.2)
i=1
az alabbi feltételek mellett
G'Q+P(x)-D(x,)=0; (3.47.b)
-f;(Qiﬂxi\Pio-yO) SO: (121,2,,1’1), (347(:)
Xio —X; <0 > (347(1)

ha lu atl 1 quiAi n
Tho| g+ {—AJ ——1| —= D om(x,)geA, <05 (3.47.¢)
1+0[ hO 2 zmi (xi)quAi i=1

i=1

u,—u,,<0. (3.47.1)

Osszekapcsolva a max J, (3.48.2)
az alabbi feltételek mellett

G'R=7; (3.48.b)

Si(R,x,0,,)<0, (i=12,..,n); (3.48.c)

X,—x,<0, (=L2,..,n). (3.48.d)

feltételes szélsOérték-feladattal. Megallapithatd, hogy a tarcsa-feladathoz hasonldan a

dinamikusan terhelt lemez optimalis tervezését is két, az x, tervezési valtozok altal

Osszekapcsolt nemlinearis matematikai programozasi feladat hatarozza meg. A megoldéasra

iteracios eljarast dolgoztunk ki.

3.3.5.1.1 Iteraciés megoldasi eljaras
A (3.47.a-f) és a (3.48.a-d) egyenletekkel meghatdrozott kapcsolt nemlinedris programozasi

feladat megoldésara a kovetkezd hatékony, iteracids eljaras javasolhato:

1.1épés  Vegyiik fel az x, értékeit. Ezek felhasznalasaval (3.44) alapjan a;’i szamithatd. Majd
oldjuk meg a (3.48) matematikai programozasi feladatot, mely megadja a 7, értéket.

2.1épés  Felhasznalva az 1. 1épésben kapott of’,i ¢s 7, értékeket, oldjuk meg a (3.47)
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matematikai programozasi feladatot. Ennek optimalis megoldasa a tomegeloszlast
meghatiroz6 x; porozitasi tényezo.
3.1épés A 2. 1épésben megkapott x, felhasznaldsaval szdmitsuk ki Gjra (3.44) alapjan Uj,- és
oldjuk meg (3.48) matematikai programozasi feladatot, amely .7, 0 értékét adja.
4.1¢épés A 3. Iépésben megkapott O';i ¢s 7, felhasznalasaval ismételjiik a 2.-3. l1épéseket

mindaddig, mig két egymast kovetd teljes ciklusban a szémitott értékek kozotti

kiilonbség elegendden kicsi.

3.3.5.2 Tobbcélfiiggvényes megfogalmazas

Itt is kovethetjiik a racsos tartok tervezésénél ismertetett eljarast a vektoroptimalasi feladat
felirasa kapcsan. Ebben a megfogalmazasban a leesd teher esetén megadott egyenleteket
hasznaljuk. A célfiiggvény a lemez tomegét és a statikailag elérhetd erdt tartalmazza. A
képlékeny hatardllapot statikai tételére alapuld tobbcélfiiggvényes tervezési feladat
megfogalmazasa a kovetkezoképp adhatdo meg (Kaliszky és Logd 2003a):

min(hpoz Ax,, —onj (3.49.2)
i=1
az alabbi feltételek mellett
G'Q+P(x)-D(x)=0; (3.49.b)
Ji-( X; yo)<0 (i=12,.,n); (3.49.c)
X, —x,<0;(i=12,..,n); (3.49.d)

) h a+l
40[uA+1+aa(7] ]—{Zm x)A, +Mv;, (x )}<0; (3.49.¢)

u,—u,,<0; (3.49.1)
G'R=9,; (3.49.2)
f(R.x,0,0)<0; (1 =1,2,..m). (3.49.h)

Itta 0';’0 (x,.) dinamikus hatarfesziiltség minden 1épésben Ujra szamitandd. Rovid ideig tartd, nagy

intenzitasu teher esetén a (3.49) feladatban M=0 a (3.49.¢) kifejezésben. Ez a tény felhasznalhat6
(3.47) feladatban, ha a leesd teherre kivanjuk megoldani. A (3.49) feladat numerikus
megoldasara tobb moddszer 1étezik. Ezek megtalalhatok (Logod (1988), Kaliszky és Logod
(2003a)).
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3.3.6 Szeizmikus teher esete

Szeizmikus terhelésti rugalmas képlékeny keretek optimalis tervezését mutatjuk be ebben az
alfejezetben. A kapott eredmények a vazlatszinti tervezésben jatszanak szerepet ¢&s
meghatarozhatd vele a végleges szerkezet optimalis geometriai elrendezése, “layout”-ja.

A bemutatasra keriil6 eljaras alapja egy nemlinearis statikus elmozduldsmodszerre (,,pushover”,
- Chopra(1995), Krawinkler és Seneviratne (1998), Dulacska, Jo6 és Kollar (2008), Dulacska
(2009)-) ¢épiild vizsgalat, ami az EUROCODE 1998-ban is megjelenik. A médszer 1ényege, hogy
a tobbszabadsagfokll dinamikus feladatot a mddszer statikus jellegli vizsgalatra redukalja, amit
egy egyenértékli egyszabadsagfoku rugalmas-képlékeny szerkezet szamitdsanak a
felhasznaldsaval valosit meg. Ebben meghatarozzuk az épiilet elmozdulds igényét, melyet
célelmozdulasnak neveziink. A célelmozdulas szamitdsat az EUROCODE 1998 szabvany is
megadja. Az eljaras szerint a szerkezetre allandd gravitacids és monoton ndvekvd vizszintes
terheket miikddtetiink a két 0 vizszintes iranyban. A monoton névekvo terhekkel a szerkezetet
egészen addig toljuk vizszintes iranyban, ameddig a folydsi mechanizmus kialakul (az
O0sszeomldshoz sziikséges utolsd képlékeny csukld 1is kialakul). Minden kontrollponti
elmozdulashoz tartozik egy un. alapnyirderd. Ennek felhasznalasaval egy alapnyirderd —
kontrollponti elmozdulads fiiggvényt allitunk eld, melyet kapacitdsgorbének neveziink. Az
alapnyirderd az alapozas felsd sikjan fellépd teljes eltolderd, melyet a foldrengésbdl keletkezd
terhek eldjeles Osszegeként kapunk meg. A kontrollpont jellemzden az épiilet sulypontjanak
vetiilete legfelsé fodémen. A kapott kapacitasgdrbét ezutan atalakitjuk egy ekvivalens bilinearis
fliggvénnyé¢. A kapacitasgorbék ekvivalencidjat a munka azonossag alapjan fejezziik ki (a gorbék
alatti teriiletek azonosak). A mérndki tapasztalatok szerint, ha az épiilet alakvaltozasi képessége
elég nagy a tonkremeneteli folyamat sordn, akkor a szerkezet megfeleld teherbirassal rendelkezik
a foldrengésteherre. A tovabbiakban egy egyszerlsitett optimalis tervezési modellt mutatunk be
erre az egyszerusitett eljarasra alapozva. A szeizmikus terhelésbdl a fliggdleges hatasokat itt nem

vessziik figyelembe, mert feltételezziik, hogy az ilyen irdnyt gyorsuldsok kicsik.

3.3.6.1 Egyszerisitett modal analizis

Tekintsiink egy k=1,2,...,r szintes keretszerkezetet, ahol minden szinthez M, nagysagu tomeget
rendeliink. Itt M, a k-adik szint valamennyi gravitacios jellegii tomegét reprezentalja.

Elészor egy egyszertsitett rugalmas modal analizist végziink az egyik f6 vizszintes iranyban.

Ennek eredményeképpen megadhaté a 7, alap rezgésidd, az alap rezgésalak és az egyes M,
szinttomegekhez tartozd wu, vizszintes elmozduldsok. A kapott értékek felhasznaldsdval a

foldrengés terhet helyettesitd P, normalt vizszintes szintterhek felirhatok a k-adik szinthez
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tartoz6 ®, normalt vizszintes eltolddasok fliggvényében:

P=M®; © =% (k=12,..7), (3.50)

P, =gP =gM ®,; (k=1,2,...r), (3.51)
itt g a gravitacios gyorsulast jelenti.
3.3.6.2 Az egyenértékii, egyszabadsagfoku rendszerbe torténé transzformalas

Az egyenértékli, egyszabadsagfoku rendszer M redukalt tomege az alabbi 6sszefiiggés alapjan
hatarozhat6 meg: M =Y M®, =>F. (3.52)
k=1 k=1

Az P’ helyettesité erd és a helyettesité u* elmozdulashoz sziikséges képletek kiszamitasdhoz az

alabbi kifejezéseket kell hasznélni a ,,pushover” modszer szerint:

R .
P =%. (3.53)

Itt a P, alapnyirderét az épiilet teljes M tomege és az S,(7)) elmozdulasi valaszspektrum
szorzataként hatarozzuk meg:
B =S,T)M, (3.54)

felhasznélva egy I' transzformacids tényezdt:

* k
M =

Sy w[P)
S 0% z(Mj

k=1 k

r

(3.55)

A u,_ eltolodas a tobbszabadsagfoku rendszer kontrol pontjanak (a tetdé egy dedikalt pontja)
eltolodasat jelenti. Az S,(7)) elmozduldsi valaszspektrum az EUROCODE 1998 alapjan

allithato eld.

3.3.6.3 Az egyenértékii egyszabadsagfoku rendszerben az ellendrzé szamitas

Elészér a tobbszabadsigfoki rendszer folydsi mechanizmusat létrehozod P torderdt kell

meghatarozni. Feltételezzliik, hogy ez egyenld a helyettesité egyszabadsagfoku rendszer
torderejével. Ezutan, egy 1épésrdl-1épésre torténd rugalmas-képlékeny vizsgalat soran
meghatarozzunk az alapnyiroero €s a kontrollelmozdulas kozotti osszefiiggést (3.9 abra), azaz az

un. kapacitdsgorbét. Az dsszeomlasi u eltolodésa a helyettesité egyszabadsagfoku rendszernek

olyan mddon hatarozhaté6 meg, hogy az idealizalt gorbe és az aktudlis gorbe alatti teriiletek
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azonosak legyenek: u, = 2(11:; - Z’” ] . (3.56)

*

y

P*

y

A helyettesité rendszer T° periddusideje: T = (3.57)

A T° periusid6 felhasznalasaval a korlatozas nélkili, rugalmasan meghatarozott u, cél

eltolodast az alabbi képlet felhasznalasaval tudjuk kiszamitani:

2
T*
u, =|—| S,(T7). 3.58
et ( 272_] e ( ) ( )
Itt S, (T *) az EUROCODE 1998 alapjan definialt rugalmas gyorsulasi valaszspektrumot jelenti.
A
P*
Osszeomlas
L |
rdE
0 u, u, u

3.9 &bra: Er6-eltolodas diagram.
Felhasznélva a (3.58) egyenletet a 7™ periddusid6 és a szabvany altal meghatarozott, az épiilet

alapjat megtamaszt6 talajfajtatol fliggé 7, periodusidé viszonya alapjan két esetet

kiilonboztetiink meg. Felhaszndlva az P, torSerét a u; cél eltolodas,

ha T°(T. u = h{l+(qu -1) 11:‘* } >u,, (3.59)
qll

Osszefiiggés alapjan szamithat6, ahol
q,=———F. (3.60)

Behelyettesitve a (3.57) és (3.58) egyenleteket a (3.59) egyenletbe a u, cél eltolodas

meghatarozasa az alabbi osszefliggés szerint modosul:
* * T; *
u, :uy{l+(qu—l)F}Zuet. (361)
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P
Abban az esetben, ha 7" >T, vagy A/; R\ (T *) feltételek valamelyike teljesiil, akkor a

szerkezet rugalmas marad és u, =u,,. A T, referencia periodusidd meghatarozasara az alapozasi

talajfajtatol fiiggéen az EUROCODE 1998 ad irdnymutatast.
Végezetiil a tobbszabadsagfoku rendszerhez tartozo céletolodas a &k =r referencia pontban a
kovetkezd Osszefliggés alapjan szamithatjuk:

u =Tu; . (3.62)
Az épiilet viselkedését az igy meghatarozott u, eltolodas felhasznalasaval szabalyozhatjuk. A

talzott mérték képlékeny eltolodasok és a karosoddsok megakadalyozasara a kovetkezd
eltolodasi feltétel adhatd meg:
—u, <0. (3.63)

t ta

Itt a u,, megengedett hatar eltolodas a szabvany adta értékkel vehetd szamitasba.

3.3.6.4 Az optimalis tervezés iteraciora alapulo szamitasi modszere

Egy vazas épiilet (keretszerkezet) optimalis tervezése, amely egy iteraciora alapuld szamitasi
modszer, szeizmikus teher esetén a ,pushover” eljaras felhasznaldsaval az aldbbiakban
ismertetett 1épések alapjan elvégezhetd:

1.1épés: Induljunk ki, egy a végeselemes diszkretizacionak megfeleld, adott keresztmetszeti
méretekkel rendelkezd n elemi vazas szerkezetbdl és végezziik el a 3.3.6.2 és 3.3.6.3 pontokban
ismertetett szamitast.

2. lépés: Felhasznalva a (3.51) egyenlet alapjan szamitott vizszintes eréket, mint terhelést, oldjuk

meg a kovetkez6 képlékeny hatarallapotra alapul6 optimalis tervezési feladatot:

anéiAi =min!. (3.64.a)
i1
az alabbi feltételek mellett
G'Q=P; (3.64.b)
=M <AL M (i=1,2,..,0); (3.64.c)
M= M, L0, (=12,..,n); (3.64.d)
4=0,(.4,),(=12,..n). (3.64.¢)

Itt G* az egyensilyi matrix, Q a bels6 er6k vektora, P a helyettesitd vizszintes er6k vektorat

jelenti. Az ./, (,, A;, és A, jeloli az i.-dik elemhez tartoz6 rudvégi nyomatékot, a radelem
hosszat, a radelem keresztmetszeti teriiletét, a radelem képlékeny hatarnyomatékat. Az ./,
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nyomatékot hasznaltuk a minimalis keresztmetszeti méret kifejezésére (Kaliszky (1989)). A

(3.64.e) egyenlet adja meg a kapcsolatot a keresztmetszeti méret és az adott keresztmetszethez

szamitott képlékeny nyomaték kozott. Az adott keresztmetszethez tartozd O, (f/%pi) fliggvény a

keresztmetszet alakjatol fiiggd tényezd (lasd pl. Kaliszky (1989)). A kapott matematikai
programozasi feladat megoldasaként megkapjuk a vdzas szerkezet egyes rudelemeinek optimalis

4, keresztmetszeti méretét és ./, képlékeny hatdrnyomatékat.
3. lépes: Felhasznalva a 2. lépésben megkapott optimalis megoldasokat, az egyes elemek 4,
keresztmetszeti méretét és ./, képlékeny hatarnyomatékat, biztosak lehetiink, hogy az igy

megépitett radszerkezet kelld teherbirasu az alkalmazott helyettesitd erdkkel szemben, de nem
lehetiink abban biztosak, hogy a (3.63) egyenlettel kifejezett elmozdulési korlat is teljesiil. Az
elmozduldsra vonatkozd (3.63) feltétel teljesitése érdekében végezziink el egy nemlinearis
(1épésrol-1épésre) rugalmas-képlékeny szamitast —,pushover” vizsgalat-. Itt az egyes radelemek

ﬁ/ﬁ_/? ;  képlékeny hatdrnyomatékat a 2. [lépésben kapott optimalis ./, képlékeny
hatdrnyomatéknak ¢€s egy ismeretlen A paraméter (A >1) szorzataként tekintjiik -g/%?p = ﬂg/% .-
Tovabba a keresztmetszetek ./ inercia nyomatéka felirhato az M_éi képlékeny hatarnyomaték

fiiggvényeképp -. i(u[[ .), pl. Kaliszky (1989)-. Hatarozzuk meg az ismeretlen A paraméter

pi
fliggvényében a 3.9 dbran bemutatott eré-elmozdulés fliggvényt a (3.51-3.62) egyenletek alapjan

¢s adjuk meg a (3.62) egyenlettel meghatarozott wu, céleltolodast. Veégezetiill ezek

t

felhaszndldsdval a A paraméter az ut(/”t)=u feltételbdl meghatarozhatdo. Ennek a A

ta
paraméternek a felhasznaldsaval az az optimalis megoldashoz tartozo M%i = /L/%, (i=12,...,n)

képlékeny hatarnyomatéka az egyes rudelemeknek felirhatd, a vonatkozo Zl., (i=1,2,...,n)

keresztmetszeti terliletek a (3.64.e) egyenlet alapjan szamithato.
4. 1épés: A 3. lépés utan kapott megoldas javithato az 1.-3. lépések ismétlésével. Ez kiilonosen
indokolt, ha mérnoki szempontbdl jelentds kiilonbség mutatkozik az 1. lépésben vizsgalt és a 3.

lépésben kapott szerkezet keresztmetszeti méretei kozott.

A fenti eljaras megismerésébdl lathatd, hogy nem kiilondsebben bonyolult 1épések sorozata utan
kapjuk a mérnoki szempontbol optimalis megoldast. Ez az optimalis szerkezet, egy
egyszerlsitett modalanalizis utan a (3.64) egyenletekkel megadott matematikai programozasi
feladat megoldasanak a felhasznalasaval egy kiterjesztett rugalmas-képlékeny teherbirasi feladat

megoldasaként kaphaté meg. Természetesen sziikséges az EUROCODE 1998 eldirasainak az
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ismerete.

3.3.7 Mintapéldak dinamikus teher esetén
A nemlinedris matematikai programozasi feladatotokat szekvencialis kvadratikus programozasi
algoritmus (Schittkovski (1985/86)) és Schittkovski altal a rendelkezésre bocsatott forraskodu

FORTRAN 77 nyelven irt optimalasi csomag felhasznalasaval oldottuk meg.

3.3.7.1 Rovid ideig tartd, nagy intenzitasu teherrel terhelt lemez
A (3.3.5.1) fejezetben bemutatott szamitdsi modszer alkalmazasit egy R =5.00m sugaru,

h, =0.40m vastagsagli egyenletes eloszlasu (g, =1) lokésszerli terheléssel terhelt lemez

optimélis tervezésén szemléltetjiik. A 16kés csucsnyomdsa p, =1000; 2000kN/m?,

A korlemez porozitasa

elérhet6 eltolédas=40cm

0,8

tervezési valtozé

0,6 4

=

0,4 4

S

0,2 4

N}

I‘ [

13 5 7 9 11131517 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 51

végeselemek a kérlemez atméréjén

[=m0=20 mm0=10 Om0=35|

3.10. abra. A tervezési valtozé véltozasa a korlemez dtmérdje mentén
o . , : kNs’
id6tartama ¢, = 0.1s, az egyenletes eloszlasu allando teher nagysaga m, =0; 10; 20, 35—, a
m

lemez kozéppontjanak u ,, megengedett eltolodasa pedig 0.10m és 0.40m kozott valtozik.
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Korlemez

7000

6000 p0=2000

\

@
3
3
3

£

N

<

»

=z

X 4000

[

=}

)

£

'2 3000

N

o

£

2

<C 2000

1000 p0=100
0+ T T T T T 1
01 0,15 0,2 0,25 03 0,35 04
megengedett eltolodas (m)
=4—m0=20 =#~m0=10 =#—=m0=0 m0=35 =6=m0=20

==m0=10 =A=m0=0 =©-m0=35

3.11 abra. A lemez tomegének valtozasa
1
A (3.40) és (4.45) képletekben szerepld allandok nagysiga o = 3’ a=2, ('=40.4s" és r=5

(Jones (1997)). A szamitas eredményeit az 3.9 és 3.10 abrdk szemléltetik. Az 3.10 dbra az x,
tervezési valtozok eloszlasat mutatja be m, kiilonboz6 értékeinél. A 3.11 abran pedig a lemez

tomegének valtozasa lathatd a megengedett u ,, eltolodas és a p, paraméter fliiggvényében.

3.3.7.2 Lees6 teher gerenda esetén
A (3.3.5.1) fejezetben bemutatott szamitasi modszer leesé teherre modositott egyenleteinek
alkalmazasat egy két végén befogott gerenda optimdlis tervezésén keresztiil mutatjuk be

(3.12.abra.). A tamaszkoz L=10.00m, és derékszogl négyszog keresztmetszetet alkalmaztunk.

(D o,
I
%& W
% A A N\
a b
L/2 L/2

3.12 édbra. Leesd teher két végén befogott gerendan
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kozpontos leesé teher (e=0)

&

a gerenda tomege (kNs*2/m)
8

8

0,1 02 0,3 0,4 0,5 0,6

megengedett eltolodas (m)

=\ 0=4( =ty (=50 ==sr==v0=60 v0=50 === v0=40

3.13 abra. Optimalis tomeg valtozasa a kezddsebességek fiiggvényében

A keresztmetszet alapmagassaga 4, =0.60m és a szélessége b=0.20m. Tresca féle képlékenységi

feltetelt hasznaltuk, melyben az anyag hatarfesziiltsége o, =40kN/cm”. A (3.40) egyenlet
felhasznaldsdhoz sziikséges paraméterek o = %; a=2,(C =40.45" és r=5.

A gerenda normadl terhelése p,, =5, 10, 25 kN/m, az onsuly teher p, =5, 10 kN/m. A rendkiviili

teher most egy leesé tomeg, melyet kiilonbozd tomegértékekkel, kiilpontossaggal ¢&s

sebességekkel vettiink szamitasba. Ezek a tomeg esetében M=5, 10, 15 kN, a sebesség v, =40,

50, 60 m/s és a kiilpontossag értékek e=0, 20, 120, 260 cm.

Kiilpontosan lees6 teher
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3.14 abra. Optimalis tomeg valtozasa a kiilpontossag fiiggvényében
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3.15 abra. A tervezési valtozé valtozasa a gerendan

A végeselemes diszkretizaldsban a gerendat 51 elemre osztottuk. A 3.13 abran lathat6 a gerenda
tomegének valtozasa abban az esetben, ha az M tomeg a gerenda kozéppontjara esik. Az
eredmények Osszhangban vannak a vart értékekkel. Kiilonboz6 kiilpontos becsapodasi pont
esetében a 3.14. é&bra diagramjai mutatjdk az optimalis tomeg valtozasdt a megengedett
képlékeny eltolodasok fliggvényében. A 3.15. dbran lathatd a tervezési valtozd valtozdsa a
gerendan kiilonboz6 kiilpontos teher esetén. Jol kovethetd a kiilpontossag hatasa.

Valamennyi esetben az optimalis megoldds, a konvergencia matematikai ellendrzéséhez
felhasznaltuk a Schittkovski altal rendelkezésre bocsatott matematikai programcsomag kontrol
adatait.

A tobbcélfiiggvényes megfogalmazashoz tartozo alkalmazasok, illetve tovabbi mintapéldak tobb
dolgozatban megtalalhatok (Kaliszky és Logd (2002b, 2003a, c). A foldrengésteherre vald
optimalis tervezési feladathoz tartoz6 mintapéldat egy masik dolgozatban talalhatjuk meg

(Kaliszky és Logo (2006)).

3.4 Osszefoglalas, tézisek

A 3. fejezetben bemutattam, hogy hogyan alkalmazhatdk a statikusan és a dinamikusan terhelt
rugalmas-képlékeny tartok optimalis tervezésénél az alakvaltozasokra, elmozduldsokra
vonatkoz6 korlatozasok, amelyek a képlékeny viselkedés globalis és lokalis mérdszadmai.
Kutatasaim azt mutattdk, hogy a képlékenységtan alaptételei (beallas- és teherbirds vizsgalat)
alapjan tortént optimalistervezés a feltételi egyenletek bovitésével javithato. El0szor a képlékeny
viselkedés szabalyzojaként, mint globalis feltételt, a marado alakvaltozasi energiat hasznaltam.
A kapott eredményekbdl arra a kovetkeztetésre jutottam, hogy ez a tervezés mérnoki

szempontbol még javithatd. Igy lokalis szabalyzo korlatként a maradd elmozduldsok
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nagysaganak bizonyos helyeken vald korlatozasat is feltételnek vettem. Ekkor olyan tervezési
eredményeket kaptam, ami lényegesen jobb megoldast jelentett a szerkezettervezd szamara.

fgy a képlékenységtan beallas vizsgalatara és képlékeny teherbiras vizsgalatara épiilé statikus,
illetve dinamikus teherrel terhelt szerkezetek optimalis tervezésére komplex eljarasokat
dolgoztam ki, amelyek a globalis és a lokalis képlékeny viselkedést egyrészt a maradd
alakvaltozasi energia, masrészt a marad6 elmozdulas legjobb felsd korlatjdnak a bevonésaval
veszi figyelembe. Az egyes elemek (korlatok meghatarozasa) mar masok kutatdsaiban és a
sajatoméban is szerepeltek, de egyiitt, Osszeépitve nem. Ujdonsdg még, hogy a maradod
alakvaltozasi energia korlatozasaval a rugalmas, rugalmas-képlékeny és a képlékeny optimalis
tervezés egy modellel szdmithatd, a képlékeny viselkedés szabdlyozhatd egy paraméter
megfeleld kivalasztasaval.

Az ismertetett szamitdsi modellek elénye, hogy kiilonleges esetként a rugalmas, illetve a teljesen
képlékeny allapotu tartok optimalis tervezését is magukba foglaljak. Amennyiben ugyanis a
bemutatott optimdlis tervezési feladatokban - (3.13), (3.14), (3.19), (3.20), (3.47) és (3.49)

egyenletekben - a W =0 értékeket irjuk eld, akkor a kapcsolodd matematikai programozasi
feladatok a rugalmas optimalis megoldast adjak meg. Ha viszont W -t és u, -t elegendéen
nagyra vélasztjuk, akkor a teljesen képlékeny tartok optimalis megoldasat eredményezik. A W,
és u,, értékek alkalmas megvalasztasaval a tartd képlékeny viselkedését e két sz€1s6 eset kozott

lehet szabalyozni.

Az ismertetett feladatoknal a minimalis térfogatq, illetve tomegl tartok tervezését tliztem ki
célul, a szdmitasi modellek azonban arra is alkalmasak, hogy adott térfogat, illetve tomeg esetén
az eltolodast vagy a maradd fesziiltségek kiegészitd alakvaltozasi energidjat tekintsiik
célfiiggvénynek. Bemutatasra keriilt, hogy tobb célfliggvény egyiittes alkalmazasaval is
elvégezhetd az optimalis tervezés. A szamitasi modelleket kis mddositassal, mas tartd tipusok
(gerenda, keret, lemez, héj) optimalis tervezésére is alkalmaztam. Dolgozatainkban racsos tartok
tervezése alapjan bemutattuk, hogy a tervezés diszkrét keresztmetszetek esetén is elvégezhetd a
diszkrét matematikai programozas felhasznalasa nélkiil (Kaliszky és Logd (1997b, 1998, 1999a),
de ez itt nem szerepelt. A 16késszer, illetve a leesd terheléssel terhelt tartok optimalis
tervezésénél alkalmazott elveket a foldrengés esetére is kiterjesztettik az EUROCODE 1998
ajanlasainak figyelembevételével (Kaliszky ¢és Logo (2004a, 2006)). A fentiek alapjan a
kovetkezd harom tézist fogalmazom meg:

1. TEZIS
1(a) Statikus teherrel terhelt, rugalmas-képlékeny anyagt ridszerkezetek optimalis tervezésére

matematikai programozasi feladatként képlékeny alakvaltozasokra és marad6d elmozduldsokra
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vonatkozo korlatokkal bovitett bedllasvizsgalati modelleket dolgoztam ki.
1(b) A mérndki szemléletre alapuld iteracidos szamitasi eljarasokat és megolddsi modszereket

dolgoztam ki a bedllasvizsgalati modellek numerikus megoldaséhoz.

2. TEZIS
2(a) Felhaszndlva a porozus anyag koncepcidjat a mechanikai modelleket kiterjesztettem
tarcsak, lemezek beallasvizsgalatra alapul6 optimalis tervezésének az elvégzésére.
2(b) A bemutatott (rudszerkezeti, feliiletszerkezeti) modellek specialis esetként a tokéletesen
rugalmas allapotban és a képlékeny hatarallapotban 1évd szerkezetek optimalis megoldasat is

megadjak ugyanazon mechanikai modell hasznélataval.

3. TEZIS

3(a) A matematikai programozas eszkdzeinek felhasznaldsaval a korlatokkal bdvitett képlékeny
hatarallapot vizsgalat statikai tételén alapulé mechanikai modelleket, és a mérnoki szemléleten
alapul¢ iteracios szamitasi eljarasokat és megoldasi moédszereket dolgoztam ki nagy intenzitasu,
rovid ideig tartd, lokésszerii teherrel és leesd teherrel terhelt rugalmas-képlékeny anyagt
szerkezetek (gerenddk, tarcsak, lemezek) optimalis tervezésére korlatozott képlékeny
alakvaltozasok és elmozdulésok figyelembevételével.

3(b) A foldrengésszamitas kozelité moddszerének alkalmazasaval a képlékeny hatarallapot
vizsgalat statikai tételének felhasznalasdval optimalis tervezési feladat megoldasara alkalmas
mechanikai modellt adtam meg ¢€s iteraciora €piild szamitasi eljarast dolgoztam ki. A kapott

optimalis szerkezet jo kiindulési alapul szolgalhat a pontosabb részlettervek készitéséhez.
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4 LINEARISAN RUGALMAS SZERKEZETEK TOPOLOGIAOPTIMALASA

A topoldgiaoptimalas jelenleg a szerkezetoptimalds egyik legnépszeriibb agazata. Ebben a
témaban igen sok dolgozat jelent meg, konferencidkat szerveztek az elmult években, a
résztvevok koziil ki kell emelniink néhany kutaté munkéjat (Bendsoe (1989), Bendsoe ¢s Mota
Soares (1992), Bendsoe ¢és Sigmund (1999, 2003), Jarmai (1998), Maute ¢€s tarsai (1998),
Rozvany (1989, 1997, 2001, 2009, 2013)). A topologiaoptimalas alapfeladata egy matematikai
programozasi feladat, melynek numerikus megoldasa még a modern matematikai programozasi
eljarasok és szamitégépes programok felhasznaldsdval is csak néhany szadz valtozd
alkalmazasaval volt lehetséges. Az a kivdnalom, hogy tobb ezer valtozot alkalmazzunk a
tervezési feladatban, elére vetiti az optimalitasi feltétel (OC) modszerének alkalmazasat és egy
iteracios Osszefiiggés felhasznaldsat. A matematikai programozas hagyomdanyos eljarasai azt az
elvet hasznaljak, hogy a megoldasi folyamatban egy pontbol elindulva milyen irdnyban és
mekkora 1épéssel lehet a célfliggvény értékét a legjobban csokkenteni. Az optimalitasi feltétel
modszere valamely szarmaztatott vagy intuici6 alapjan megfogalmazott optimalitési feltétel vagy
feltételek kielégitésére torekszik az egyes iteracios 1épésekben, ezzel indirekt modon csokkenti a
célfiiggvény értékét. Az optimalitasi feltétel modszere a mérnoki problémamegoldas egyik
jelentds példaja.

Maga az eljaras négy jol definidlhatd 1épésre oszthato. Ezek:

1. lépés Az optimalitasi feltételt leird egyenletek szarmaztatdsa. Ilyenek lehetnek valamely
intuici6 alapjan megfogalmazott feltételek (pl. teljesen kihasznalt szerkezetek tervezése (FSD),
egyidejii 0sszeomlasi moédok modszere (SFMD), egyenletes alakvaltozasi energia stirliségre vald
tervezés (USEDD), konstans belsderéeloszlas modszere (CIFFDD)) vagy kozvetlenil a
matematikai programozasi feladat elsérendii optimalitasi feltételeibol matematikai eszkozokkel
kifejezett optimalitasi feltételek. Ez utdbbiak koziil kiemelhetd a klasszikus optimalitdsi modszer
(COC), a dualis optimalitasi modszer (DOC), az altaldnos optimalitasi médszer (GOC).

2. lepés A tervezési valtozok iterdcids szamitasa.

3. lépés A Lagrange-szorzok szamitasa.

4. lepés A szamitdgépes végeselemes program alkalmazasa.

Ez a fejezet a linearisan rugalmas anyagu szerkezetek topoldgiaoptimalasat mutatja be iteracios
eljaras felhasznalasaval és kiterjeszti a feladat megoldasat valosziniiségi valtozokkal megadott
terhelés esetére is. Mar az el6z6 fejezet is tdgabb értelemben a topologiaoptimalashoz tartozik,
de az ebben a részben ismertetésre keriild szerkezetoptimalds a feladat felépitésében (sok
tervezési valtozd, kevés feltételi egyenlet, terhek sztochasztikusak is lehetnek) és megoldasi
struktarajaban kilonbozik azoktol. A kutatds célja 2D szerkezetek topologiaoptimalisa a

matematikai programozas elméletének €s az optimalitasi feltétel modszerének felhasznalasaval
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igen nagyszamu (tobb ezer) tervezési valtozo alkalmazasaval. A szdmitasi modellhez standard
végeselemes szamitogépes programot készitettiink négycsomodponti tarcsa-elemek  és
kétcsomopontu rudelemek felhasznalasaval linedrisan rugalmas anyag alkalmazisaval. A
tervezés sordn a kiindulaskor adottnak tekintettiik a terhelést (egyparaméteres, statikus, lehet
valoszintiségi valtozokkal adott is), a megtamasztasokat és a tervezési tartomanyt, az Gn. "alap"-
szerkezetet. A tervezési valtozok minden esetben a tarcsaelemek vastagsagai, illetve a radelemek
keresztmetszeti teriiletei voltak. Két alapmodellt készitettiink el:

— minimaltuk a szerkezet térfogatat a kiilsé potencialis energia (compliance) nagysaganak

korlatozasaval,
— minimaltuk a kiils6 potencialis energiat — (compliance minimization) - adott anyagmennyiség
eseten.

Ebben a fejezetben az elsé feladattipussal foglalkozunk egy alapfeladat, egy bdvitett
(tamaszoptimalasi) probléma ¢és a valoszinliségi valtozokkal megadott terhelési tarto
topologiaoptimalasa kapcsan. A szamitdsi modellek minden esetben nemlinedris matematikai
programozasi feladatra vezetnek. Felhasznalva az optimalitds feltételét, egy iteracids formulat
vezettiink le — SIMP (Solid Isotropic Material with Penaltization) -, amely ellentétben a standard
matematikai programozasi algoritmusokkal, igen nagyszamu tervezési valtoz6 felhaszndldsat
teszi lehetévé. Vizsgaltuk az analitikusan kapott, illetve a numerikusan kiszamitott un. Michell-
tipust optimalis topoldgiak egyezdségét kiilonbozo térfogati ardnyok, merevségek ¢€s terhelési
esetek kapcsan. A fejezet a kovetkezO dolgozatok alapjan késziilt: Logd (2005a, 2006a, 2007¢,
2007d, 2012). A Logo (1995a,b 1999), Logé és Ivanyi (1996), Logd és Ghaemi (2001, 2002,
2003, 2005), Gaspar, Logo és Rozvany (2002), Ghaemi és Logo (2005), Rozvany, Logod és
Kaliszky (2003), Rozvany, Lo6g6 ¢és Querin (2004) dolgozatokban hasznalt elvek is
felhasznalasra keriiltek. Szerkezetileg, jelolésrendszerében a fejezet az el6zd (3.) fejezettdl

fiiggetlen.

4.1 Rovid irodalmi attekintés

A topologiaoptimalés torténete mar 100 éves multra tekint vissza. Az elsé 80 évben féleg vazas
szerkezetek, azon belill is a racsos tartok optimalasdra hasznaltdk a leggyakrabban alkalmazott
eljarast, a teljesen kihasznalt szerkezetek tervezésének (FSD) modszerét. Cilley (1900) és hires
dolgozataban Michell (1904) statikailag hatarozott szerkezetek tervezésével foglalkoztak, és arra
a kovetkeztetésre jutottak, hogy eredményiik azonos a minimdlis sulyra valo tervezés
eredményével. Barta (1957), illetve Schmit (1960) statikailag hatarozatlan szerkezeteknél

alkalmazta a modszert (FSD) ¢és megallapitottak, hogy a torzstartdo felvétele lényegesen
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befolyasolhatja a végeredményt. Sajnos mddszerilk numerikusan nagyon instabil volt. Erre a
kovetkeztetésre jutottak Lansing és tarsai (1971) is egy numerikusan sokkal stabilabb eljaras
alkalmazasaval, és megallapitottdk, hogy a helyes eredmény kialakulasanak egyik feltétele az,
hogy az egyes iteracios ciklusokban a statikai hatarozatlansagbol szarmazo f6los belsdé erdk
konstans értékeket vegyenek fel. Gellatly és Gallagher (1966) az FSD moddszert mint kezdd
iteracios lépést hasznaltdk a nemlinearis matematikai programozasi feladat megoldasakor.
Gallagher (1973) megallapitotta, hogy az FSD modszer nem megfeleld a minimalis stlyt
szerkezetek altaldnos tervezésére. Berke és Khot (1974) szerint a minimalis stlyra val6 tervezés
esetén ,,a szerkezetnek van olyan eleme, amely teljesen kihasznalt és vannak a keresztmetszeti
méretek also korlatjat tartalmazo elemek is”. Fleury (1979) Osszehasonlité elemzése jelentds
1épés volt az intuicion alapuld (FSD) eljarés, illetve a matematikai egyenletek felhasznalasaval
megfogalmazott altalanos optimalitasi feltétel (GOC) modszer alkalmazhatosaganak megitélése
tekintetében.

Az intuicidé alapjan megallapitott modszerek koziil a masik fontos eljards az egyenletes
alakvaltozasi energiastiriségre vald tervezés (USEDD) mddszere. Kiindulva a varacioszamitas
hagyomanyos modszereibdl és ezeket diszkretizalt szerkezetekre alkalmazva, Taylor (1967),
Sheu és Prager (1968a,b), Prager ¢s Schield (1968), Prager és Taylor (1968), Prager (1970) egy
Uj altalanos optimalasi modszert mutattak be. Az els6 ilyen eljaras a fesziiltségi feltételekkel
korlatozott egyenletes alakvaltozéasi energiastiriségre vald optimalis tervezés feladata volt.
Prager és Taylor (1968) megmutatta, ha a kiilsé er6k munkdja egyenldségi feltétellel korlatozott,
akkor az optimalis szerkezetben az alakvaltozasi energiasiiriség eloszlasa egyenletes. A
»modern” topoldgiaoptimalas elsd dolgozata a Rossow és Taylor (1973) altal ismertetett
végeselemes alkalmazas. Az USEDD modszer legaltalanosabb megfogalmazasat Venkayya
(1971) adta meg, miszerint ,,az optimalis szerkezet minden elemében az alakvaltozési energia és
az alakvaltozasi energia kapacitasanak aranya konstans”.

A klasszikus optimalitasi feltétel (COC) modszere a 70-es évekre tehetd. Berke (1970) egy
altalanos, a matematikai programozasi feladatbol szarmaztatott algoritmust vezetett le, az FSD-
hez hasonléan, amely néhany iteracio alkalmazasaval az optimumot adta. O alkalmazta elészor
azt a megoldast, hogy a tervezési valtozokat egy ,,aktiv”, illetve egy ,,passziv’ halmazba kell
csoportositani. Mddszere, talmutatva az FSD mddszeren, mar hatékonynak bizonyult a
statikailag hatarozatlan szerkezetek esetében is. Fontos 1épést jelentett Gellathy és Berke (1971,
1973) ,,boriték” mddszere a tobbszords elmozdulasi feltételt tartalmazo feladatok megoldésara.
Nagy jelentdségli még Fleury és Geradin (1978) munkaja, amelyben megmutatjak a matematikai
programozasi, illetve az optimalitasi feltételre épiild klasszikus modszerek kozotti kapcesolatot,

¢és a két eljaras 0sszehangolasaval egy hatékony vegyes eljarast is kidolgoztak. Hasonld Khot,
57



dc_805 13

Berke ¢és Venkayya (1979) Osszehasonlitd elemzése is. Amennyire a nagyszamu tervezési
valtoz6 kedvezd, annyira elénytelennek bizonyult a viszonylag kevés szamu feltételi egyenlet a
matematikai programozasi megfogalmazasban. gy a tobb feltételi egyenlet alkalmazhatosaganak
céljabol Fleury (1979) ebben az idészakban fejlesztette ki a matematikai programozas ,,dual”
modszerére alapuld igen hatékony eljarasat. Ebben a modszerben a tervezési valtozok reciprok
értekével kifejezett feltételi egyenleteknél szekvencidlis, linedris kozelitést alkalmazott, de a
Lagrange-szorzok meghatarozasanal ,komoly” nehézségei voltak. Ezek a problémaék sikeresen
megoldodtak Fleury és Schmit (1980), illetve tovabbfejlesztve Fleury és Braibant (1986)
munkaival. S6t Schmit és Fleury (1980a, b) a ,,dudl”, illetve a kozelitdé modszerek alkalmas
kombinaciojaval egy hatékony eljarast dolgozott ki vegyes (folytonos, illetve diszkrét) valtozoju
feladatok megoldasara. Ahogy az el6zéekben emlitettiik a végeselemes topoldgiaoptimalas
Rossow és Taylor (1973) nevéhez kotddik. Majdnem 10 évvel késébb 1981-ben Cheng és Olhoff
(1981) tudott csak hasonld eredményt felmutatni, mivel az optimalis tervezési feladatokban csak
a vazas szerkezetekkel tudtak a numerikus nehézségek miatt eredményeket elérni. Nagyon fontos
volt az 1988-ban publikalt Bendsoe ¢s Kikuchi (1988) dolgozat, melyben a homogenizaciot
alkalmaztdk a topoldgiaoptimalasi feladat megoldasandl, és a tovabbiakban szdmos kutato ezt
hasznalta, és fejlesztette tovabb modszeriiket (Allaire és Kohn (1993)). Kaliszky és Logé (1991)
mar dinamikai feladat megoldéasara hasznalta a Berke-féle OC modszert. Hung, Log6 és Kikuchi
(1991) munkajaban vazas szerkezetek (tobbnyire racsos tartok) optimalasat végezte az
optimalitdsi feltételre alapuld kiilonb6z6 eljarasok alkalmazédsaval. A kontinuum-tipusu
szerkezetek topoldgiaoptimalasa Rozvany, aki a 70-es években is szamos munkaval bovitette az
OC eljarasokat (pl. Prager és Rozvany (1977), Rozvany és Mroz (1977)) és kutatocsoportjanak
nevéhez fiiz6dik. Bevezette a SIMP eljarast - a klasszikus optimalitasi feltétel modszerének
kontinuum-tipust szerkezetekre vald alkalmazésa -, ami forradalmasitotta a topologiaoptimalast.
Munkaik (pl. Rozvany (1989, 1997a,b, 2001), Rozvany, Bendsoe és Kirsh (1995), Zhou és
Rozvany (1991, 1992/1993), Géspar, Logd és Rozvany (2002), Rozvany, Logé és Kaliszky
(2003), Rozvany, Logd és Querin (2004), Rozvany, Querin, Logd és Pomezanski (2005),
Rozvany, Pomezanski, Querin, Gaspar és Logo (2005)) a topoldgiaoptimalas szinte minden
kérdésével foglalkoznak (analitikus, numerikus megoldasok, tdmaszoptimalas, ,,sakk-tabla”
minta, stb...).

A sztochasztikus topologiaoptimalds, mint kutatasi teriilet, hianyként jelentkezett és csak az
elmult néhany évben kezdett a kutatasok teriiletén megjelenni. A teriilet attekintése megtalalhato
L6go6 és Pintér (2012) munkajaban. Itt csak néhany munkat emeliink ki a teljesség igénye nélkiil.
Az elsésorban matematikai jellegli munkak -Marti és Stockl (1999, 2000)- tekinthetfk a

sztochasztikus topologiaoptimalas kezdeti publikacidinak. Az ezredforduld utan Kharmanda,
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Olhoff, Mohamed és Lemaire (2004) munkija adta az attorést a megbizhatosagelmélet
topoldgiaoptimalashoz valo alkalmazasanak. Logo, Ghaemi és Vasarhelyi (2007) sztochasztikus
»compliance” korlatot hasznalt és iteracios formuldt dolgozott ki topoldgiaoptimalashoz.
Dunning és tarsai a ,,level-set” modszert terjesztették ki sztochasztikusan megadott erd nagysag
¢s irany esetén. Mechanikai modelljiikben a kiilsé potencialis energia —a ,,compliance”- varhatd
értékét minimaltak a szerkezet tervezéshez. Csébfalvi (2013a, b, 2014) foglalkozott racsos tartok
optimalasaval. Szdmos dolgozat kapcsolodik a Guest vezette csoporthoz. Guest és Igusa (2008)
topologiaoptimalast végzett bizonytalan teherérték és tdmadaspont esetén. A terhelési
bizonytalansagokat osztott biztonsagi tényezok alkalmazasaval vették szamitasba. A diszkretizalt
szerkezet csomopontjainak geometria bizonytalansagat is figyelembe vették. A modelljiik
altalanositasahoz kiilonbozo feltételekkel egészitették ki a mechanikai feladatokat. Ezek a
globalis stabilitas-vesztés figyelembe vétele -Jalalpour, Igusa és Guest (2011)-, az anyagi
tulajdonsagok bizonytalansagainak beépitése -Asadpoure, Guest és Igusa (2010)-. Szamitasi
stratégiat mutattak be, ahol a determinisztikus topologiaoptimalédsi eljarast kombindltdk az
altaluk kifejlesztett perturbaciés technikaval (Asadpoure, Tootkaboni és Guest (2011)). Ez
utobbit a geometriai bizonytalansdgok becslésére hasznaltdk. A modszerrel jelentdsen
csokkentették a szamitasi idét a Monte-Carlo alapu szimulacids eljarashoz képest.

A tovabbiak a topoldgiaoptimalasi kutatdsok szerzd altal elért néhany alapvetd eredményét
targyaljak. Az itt bemutatottak tovabbfejlesztésébdl szamos dolgozat, doktori disszertacid

sziiletett (Ghaemi (2010), Movahedi Rad (2011), Pomezanski (2011)).

4.2 A topolégiaoptimalas feladatai

4.2.1 Az alkalmazott végeselem tipusa

A tervezési tartomanyt a szokdsos modon diszkretizaljuk (4.1 abra.). Ahogy a bevezetében
emlitettik a szokdsos alkalmazott elemtipus a négycsomopontd, csomdpontonként
kétszabadsagfoku tarcsaelem (4.2 abra.), mert ennek hasznalata a legalkalmasabb a Prager altal
definialt ,,racsos tartd” tipusti optimalis szerkezet kialakuldsdhoz (Hegenier és Prager (1969)).
Tovabba a szerkezeti megerdsitések szamitdsakor (kiilsd, illetve belsdé) 2D radelemet is
hasznaltunk. A két tipus csomdpontonként azonos elmozduldsi szabadsagfoku, igy a
szamitasokban jol kombinalhato.

A tovabbiakban a diszkretizalt szerkezet csomOpontjait tarcsa, vagy/és radelemekkel kotjiik

Ossze. A tarcsa interpolacidos flggvényei (alakfiiggvényei): Nl(§,77):i(l—§)(l—n);

NG =+ =15 NiEm = (+E14m; NG =4 (-1 +7). A szerkere
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megtamasztasaként fix tamaszok, linearisan rugalmas rugok, illetve rugalmas rudelemek

kertltek alkalmazasra.

csomopontok
0 < '3
4 3
S 1 =
E=-1 =1 )
3
derékszogli n—-
halozat ! :
_/_,J | ’X
4.1 abra. A diszkretizalt tervezési tartomany 4.2 abra. Lokalis koordinata-rendszer és a
tarcsaelem

4.2.2 A determinisztikus feladat megfogalmazasa
Ahogy azt az el6z6 fejezetben jeleztiik, itt is az optimalitasi feltétel (OC) modszerének négy o
1épését valdsitjuk meg. Eldszor a topologiaoptimalasi feladat matematikai programozasi
megfogalmazasat adjuk meg rudelemek hasznalata nélkiil. Majd alkalmazva a Lagrange-féle
dualitési elvet, felirjuk a Kuhn-Tucker-feltételeket, és ezeket felhasznalva tudjuk megadni az
optimalitasi iteraciés képletet. A jobb megértés érdekében, alkalmazva a végeselemes
alapfogalmakat, tekintsiik az alabbi tervezési esetet:
e Legyen a linedrisan rugalmas anyagu szerkezet (tarcsa) 2D tervezési tartomanya ismert.
A szerkezetet a végeselemes diszkretizalds szabalyi szerint osszuk fel G (g=1,2,...,G)

alaptartomanyra. Indulaskor az egyes tartomanyok ¢, vastagsaga legyen konstans

(egységnyi). Minden alaptartomanyt osszunk fel tovabbi E  (e=1,2,...,E ) elemre.
(Gyakorlatilag ez azt jelenti, hogy a halozat generalaskor egy elsédleges haldzatot
készitiink, majd ezt tovabb osztjuk egy masodlagos halozattal.)
e A terhelés egyparaméteres, statikus, determinisztikus adatokkal leirt.
¢ A megtamasztasok adatai adottak, bizonytalansagok nincsenek.
e Adottak az elmozdulasi korlatokat definidlo feltételek — hely (d=1,2,...,D) és nagysag -.
Felhasznalva az elébbi normalt vastagsagi szerkezetet, a linearitas miatt a feladat konnyen

vastagsagu szerkezet vizsgalatara. Belathato, hogy a terheket

X

attranszformalhato egy 7, =1,

1, =1, tetszoleges értékkel beszorozva a kapott feladatban a fesziltsegek, alakvaltozasok ¢s

elmozdulésok azonosak lesznek az eredeti normalt feladat eredményeivel.

A szerkezet W sulyat az alabbi modon szamithatjuk:
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G
VVZZQ}%A%@. (4.1)
p

Itt y, a szerkezet anyagéanak fajsilya, 4, a g-edik alapelem teriilete. Az elmozdulasi korlat a

szerkezet adott pontjaban a tényleges elmozdulas ismeretében, amit a tartok statikdjaban ismert

moddon (Szabo és Roller (1971)) szamithatunk, felirhato:
ﬁdTKu—Ad <0; (d=1,...,D), (4.2.2)
ahol @, a d-edik helyen ¢és adott irdnyban (A,) hato, egységnyi nagysagu virtualis er6bdl

szamitott virtudlis csomoponti elmozdulasok vektora, K a szerkezet merevségi matrixa, u a P

teherbdl szamitott tényleges csomdponti elmozdulasok vektora, A, a d-edik elmozdulasra el6re

megadott korlat nagysaga.
Abban az esetben, ha egyetlen elmozdulési korlatot (D=1) vesziink fel a szerkezet egy megadott
pontjaban, és a teher is csak itt hat, belathatd, hogy (4.2.a) feltétel helyettesithetd a kovetkezo
kifejezéssel:

u'Ku-C<0; (4.2.b)
ahol C a kiils6 potencidlis energia (nemzetkozileg hasznalt kifejezéssel ,,compliance”). A
tovabbiakban ezt az (4.2.b) egyenl6tlenséget hasznaljuk a topoldgiaoptimalas matematikai
programozasi feladataban. (Ezt az Un. (compliance) tervezési mddszer elméletét Hegemier és
Prager (1969) bizonyitotta és altalanos tervezési modszernek javasolta.)

Tovabba adjunk meg minden alaptartomany ¢, vastagsagara egy also, illetve egy felso korlatot
(praktikusan ¢z, =0 és ¢ =1):

~t, +1,, <0; (g=1...G),

4.3
f, =l <0, (g=1...G). *3

Ezek a korlatok (0 és 1) gyakorlatilag azt szolgéljak, hogy a tervezés eredményeként azt adott

elem létezik-e vagy nem. Ahhoz, hogy elkeriiljiik a kdzbensd vastagsagi értékeket a szerkezet

1

G —
sulyat egy modositott képlettel szamoljuk. Az ) formula W:Z}/gA,tf’ , ahol p (p=1) a
g=1

g8
biintetd paraméter, és szerepe ugyan az, mint a klasszikus OC mddszereknél hasznalt biintetd
paraméteré. Megjegyezzik, hogy 7, =0 és 7, =1 esetén a modositott keplet is a tényleges stlyt

szolgéltatja.
A topologiaoptimalds alapfeladata biintetd paraméterrel kifejezett suly-célfiiggvény és

,compliance”-feltétel alkalmazasaval a kdvetkezOképpen adhatd meg:
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1

. G 1
min W = minZygAgt; (4.4.2)
g=1
az alabbi feltételek mellett
w'Ku-C<0;
~t, +1,,, <0; (g=1...G), (4.4.b-d)

t, =l <0 (g=1...G).

Az (4.4) matematikai programozasi feladatban az u csomoponti elmozduldsok vektora a Ku =P
linearis egyenletrendszerbdl meghatarozott P teher hatdsdra. Megjegyezziik, hogy az itt
bemutatott feladat nemkonvex. A kapott optimalis megoldas mérndki szempontbol még
elemzésre szorul. A feltételi egyenletek tovabbi feltételekkel bovithetdk (stabilitasi, fesziiltségi

korlatok), de ez nem témadja ennek a dolgozatnak.

4.2.2.1 Lagrange-fiiggvény
Jeloljiik az egyes Lagrange-szorzokat a kapcsolodo feltételi egyenleteknek megfeleléen v -vel,

a,-vel ¢s B, -vel. Tovabba legyenek A, h,, ¢s hy, a hianyvaltozok jelei. Alkalmazva a

Lagrange-féle dualitasi eljarast, a (4.4) matematikai programozasi feladatbol a kovetkezd

Lagrange-fiiggvény irhat6 fel:
G 1 G
£(tg,u,ag,,8g,hl,h2g,h3g) =y At! +v(uTKu—C+h12)+Zag (—tg ‘it +h22g)+
g=1

. ¢! (4.5)
B (1, — o + 1, ))

4.2.2.2 Kuhn-Tucker feltételek

Az ismeretlen vastagsag szerint derivalva az (4.5) Lagrange-fliggvényt, az eredmény:

or 1 =2 (" ) e o, Ou
—=~=—y At? +v Ku+tu —u+u K— |-+ =0 =1,...,G). 4.6
ot, p}/g g8 ot, ot, ot, P (g ) (46)
A K merevségi matrix szimmetriajat kihasznalva az (4.6) egyenlet egyszerlsitheté és a

kovetkezd kifejezést kapjuk:

L» L T 8K
a_£=l7gAgtgp _Vzu = uge_ag+18g :0; (g:1,...,G), (4'7'a)
o, p =

ahol a ge index a g-edik alapelem e-edik végeselemét jelenti. Jelentse K e 4Z Un. ,normalt”
((¢,=1) az egységnyi vastagsaggal szamolt) elemi merevségi matrixot. gy a t, aktualis

vastagsaggal kiszamolt K, elemi merevségi matrix az alabbi modon kifejezheté K, =1¢ gK e C8
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E, -
fennall a £ -K . Osszefligges. Bevezetve a R, = téZu; Keu,, jelolest az (4.7.a) egyenlet
4 e=1
atalakithato:
1 =2 R
EygAgtgp —vt—zg—angﬁg =0. (4.7.b)
4

A Lagrange-szorzok szerinti derivaltakbol szarmazé egyenletek:

%:uTKu_cHLf:o és a—*’C=2vh1 =0; (4.8)
ov Oh,
a_*’g:_tg+tmm+h22g=() és 6—£=2agh2g=0; (4.9)
aag 2g
oL 2 v« OL
——~=t,—t  +h,=0¢é ——=28h_=0; 4.10
aﬂg g max 3g 8h3g ﬁg 3g ( )

Az (4.7.b), (4.8), (4.9) és (4.10) egyenletekbdl az ismeretlen Lagrange-szorzok, a hidnyvaltozok

¢s az eredeti feladat ismeretlenjei, az egyes alapelemek 7, vastagsaga kiszamithato.

4.2.2.3 Aziteraciés formula szamitasa
Ahogy a klasszikus optimalitasi feltétel (COC) modszereknél ismert, a v Lagrange-szorzo
kiszamitasa elétt az ismeretlen vastagsagi értékekre egy tartomanyt kell megadnunk, amely

alapjan a kapott vastagsagi értékeket (<) aktiv, illetve (/) passziv vastagsagi értékek halmazaba

tudjuk sorolni.
Hérom eset lehetséges:

Ha ¢, <t <t (vagyis a g-edik alapelem “aktiv’, ge.«) akkor a,=pf,=0 és (4.7.b)

max

felhasznalasaval a ¢, vastagsag szamithato:

P
vpR |
fo=| 2P 4.11)
g A]/

g’ g

Abban az esetben, ha 7, =t¢ akkor a kapcsolodé Lagrange-szorzokra igaz, hogy «, 20,

h,, =0. Az (4.7.b) egyenlet magaba foglalja a:

P

vpR |+
x| 2P 4.12)
g A 7/

£ &

egyenldtlenseget. Ez azt jelenti, ha a (4.12) alapjan szamolt 7, vastagsag also korlatja kisebbre

jonne ki mint 7, , akkor a (4.12) egyenlGtlenség a 7, =t esetén mindig teljesil. Hasonld

min ?
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modon jarunk el a 7, =7, esetén is. Ebben az esetben is igaz a kapcsolodo Lagrange-szorzokra,

hogy 8,20, h,, =0 és az (4.7.b) egyenlbtlenség magaba foglalja a:

P

1% R p+l
 <| 22 (4.13)
g A 7/

g/ 8

feltételt. Ez megengedi, hogy a ¢, =7, legyen, amikor a (4.11)-bdl szamolt 7, vastagsag

nagyobb min 7, . Ha 7, =1 vagy 1, = akkor a g-edik alapelemet “passziv’-nak nevezziik

(ge”).
A numerikus nehézségek csokkentése érdekében alkalmazzuk azt a feltételt, hogy az ismeretlen
alapelem vastagsdgok (fmin) alsé korlatjanal a zérus vastagsagok helyett egy véges, de igen kicsi

értéket vegyiink fel (pl. ¢, =107"). Ezzel a lépéssel a végeselemek szama a teljes szamitds sordn

konstans érték lesz és a rosszul kondicionalt merevségi matrixot elkeriilhetjiik. Ha az
energiakorlat — a compliance-feltétel - aktiv (azaz egyenloségként teljesiil) az (4.4) matematikai
programozasi feladatban, akkor az el6zd feltételek felhasznédldsaval a kovetkezd egyenletet
kapjuk:

R
—£=0. (4.14)
tg

G

-2,

=1

Mivel mind a passziv (g € /), mind az aktiv elemek g e.«/ vastagsaga ismert, azaz az el6z6

pont alapjan szamithat6 volt, igy felirhatjuk a

CZ Z _y RgL (4.15)

ge/ g ged t ge /(VpRg ]pﬂ
A7,

egyenldséget, amelybdl a v Lagrange-szorzo értéke szamithato:

P

Z (A }/g j R "
P g
a s/ P (ahol .o/ #0). (4.16)

VP
C- Z—

ge”

Az (4.4) matematikai programozasi feladat optimalis megoldéasat tehat megkaphatjuk az iteracios
eljaras alkalmazasaval, ha az (4.11), illetve (4.16) egyenletekbdl, megfeleld sorrendben, a 7,
vastagsagokat, illetve a v Lagrange-szorzo értékét kiszamitjuk.

Koénnyen bizonyithatd, hogy ha az (4.4) matematikai programozasi feladatban a célfliggvényt

felcseréljiik az energia korlattal, és az Gn ,,compliance” lesz a célfiiggvény, a szerkezeti suly

pedig feltételként szerepel, akkor az eredeti megfogalmazassal egyenértékii feladatot kapunk.
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Ennek optimalis megoldasa, bizonyos feltételek mellett, azonos az (4.4) feladat optimalis
megoldasaval, azaz ugyanazt az optimalis topologiat kapjuk. Ez az elsérendli optimalitasi
feltételek azonossagabol kovetkezik.

4.2.2.4 Az alkalmazott SIMP algoritmus

1. Adjunk a 7, ismeretlen vastagsagoknak egy maximum ¢s egy minimum értéket, (praktikusan

t, =1

gmax 2 tg min

=107%).
Allitsuk be a biintetd paraméter kezdéértékét (rendszerint p=1) és adjuk meg annak maximalis
értékeét.
3. Adjuk meg a tervezesi tartomanyt, a ¢, =t kezd0 vastagsagokat, a terhelést ¢és a
tamaszokat.
4. Végezziik el a végeselemes szamitast.
5. Hatarozzuk meg az u csomodponti elmozdulasokat.
Adjuk meg a maximalis értekét a C (compliance) kiilsé potencialnak (altalaban ez 150%-a

annak a compliance értéknek, amit akkor kapunk, ha minden elemet 7, =7 =1

vastagsaginak vesziink, azaz a mérndki gyakorlatban a C=1.50*u’P képlet alapjan
szamitjuk). Ezt a lépést csak egyetlen egyszer, a legelsé iterdcios ciklusban kell elvégezni.

7. Hatarozzuk meg minden elemnél a Ee, ¢s R, crtékeket a ¢, vastagsaggal meghatarozott
elmozduldsok felhasznalasaval. Az alkalmazott elemi merevségi matrix (I~(e) a t,=1

vastagsag alapjan az eljaras elején egyszer kiszamitott érték:

- u’K
C,=u,Ku,.

e

8. Hatdrozzuk meg a v Lagrange-szorzo értékét:

(i

e V4
y=£2 o (ha./ #0).
R P
c-> =
ge” tg
A
, g o VPR, |7 i o
9. Hatarozzuk meg az 0j vastagsagi értékeket: 7, = A—g ; ahol v"" a 8. Iépésben
’ e
878

szamolt Lagrange-szorzo6 hatvanyozott értéke.

10. Csoportositsuk az elemeket az eldzéekben bemutatott ,aktiv, illetve passziv” szabaly
alapjan, azaz:
ha ¢ <t =107 akkor ee.” és t =t

g,new min g,new — “min ?
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ha ¢ >t =1; akkor ee.” és to=t

g,new max ?

ha ¢. <t <t =1; akkor eec.« és t,o =t

min goew = Lmax goew — Lo new

11. Amennyiben az ,,aktiv”’ elemek szama megvaltozott, menjiink vissza az 5. 1épésre, amelyben
mar az Uj vastagsagi értékeket hasznaljuk. Ha az ,,aktiv”’ elemek szama (illetve besorolasa)
nem valtozott az el6z0 iteracids 1épéshez hasonlitva, akkor ugorjunk a 12. 1épésre.

12. Noveljik a p biintetd paraméter értékét - p=p+névekmény (a 1€pésnagysag dinamikusan
szabalyozott) - és folytassuk a szamitast az 5. 1épést6l Uijra, amig valamennyi elemiink
passzivva nem valik vagy elértiik p maximalis értékét.

A topoldgiaoptimalas teriiletén az un. sakktablaminta egy olyan optimalis megoldas, ami

numerikusan lehetséges, de mérnoki szempontbdl hibas (Diaz és Sigmund (1995), Jog és Haber

(1996)). Szamos, de igen bonyolult modszer létezik ennek elkeriilésére (pl. Zhou és tarsai

(2001), Poulsen (2002), Sigmund és Petersson (1998)). Itt egy egyszerli eljarast alkalmazunk

(Gaspar, Logd, Rozvany (2002)). A moddszer lényege az, hogy egy elsddleges haldzat

kialakitasaval, egy azonos vastagsaggal rendelkezd alapelem csoportot hozunk létre. Majd ezen

alapelemeket még tovabbi 2x2 elemekre bontjuk és ezek vastagsaga minden alapelemre ugyanaz.

(Nagyobb felbontas nem sziikséges, mert az eredmény lényegesen nem javul.) A sakktdblaminta

elkeriilése érdekében jelen dolgozatban a dupla halozast alkalmaztuk a fent emlitett végeselemes

szamitasnal.

4.3 A determinisztikus topologiaoptimalas bdvitett feladata

A mérnoki gyakorlat sokszor kivan megoldani olyan tervezési feladatot, hogy a megtamasztasok
helyét, illetve a belsé megerdsitések mennyiségét vagy/és mindségét kell meghataroznunk. Ez a
feladattipus alkalmas a passziv modon (koltségként vald figyelembe vétellel) valé tamaszerd
szabalyzasra, a stlyelhelyezés miatt a konzolhatas erdsitésére, a sajatfrekvencia modositasra. A
klasszikus tdmasz-optimalasi feladatok megjelenése a 70-es évek kozepére tehetd (Rozvany és
Mroz (1977)) és az optimalitasi feltétel (OC) moddszerén alapulnak. A probléma a numerikus
nehézségek miatt szinte feltaratlan maradt, és csak néhany éve keriilt ismét a kutatok vizsgalata
targyadva. Buhl (2002), Pomezanski (2004) a tdmaszoptimalas szamitasara alkalmas modszert
mutatott be. Rozvany, Log6 és Kaliszky (2003) egy ,,koltség”-fiiggvény alkalmazédsaval oldotta
meg a feladatot radtdmaszok esetén. Itt a célfliggvény a kiilsd, illetve belsd megtamasztasok egy

alkalmas kombinaciojat fejezi ki az alabbi mddon:
min[z ke, |F|+> bl (R,
i j

ahol k és b adott konstansok, ¢, és l; az i-edik, illetve j-edik rud hossza, F; és R, az i-edik
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belso (a szerkezet két pontjat 6sszekotd elem), illetve a j-edik kiilso (a szerkezet egy pontjat egy
kiils6 ponttal 6sszekotd elem) tamaszerd nagysaga.

Ebben a pontban az (4.17) célfiiggvény egy modositott valtozata Logoé (2006a) keriil
felhasznalasra, amelynél feltételeztiik, hogy a koltség aranyos a keletkezd eré nagysdgaval, azaz
aranyos azzal a térfogattal, amit a kérdéses raddal megadott timasz képvisel. Ennélfogva az erék

helyett a linedrisan rugalmas anyag felhasznalasa miatt az anyagtorvény szerint a G 4,
mennyiseg keriilt bevezetésre (o, egy fesziiltségi hatar mérészama, €s hlizasra, illetve nyomasra

az egyszeriliség kedvéért azonos pozitiv értéket tételezziink fel, 4, a keresztmetszeti méret). Az
abszolut érték jelek igy elhagyhatdk és az uj tipust célfiiggvény az alabbi modon irhatd (az i ésj

indexek a vonatkozo elemet jelolik):

min[z kl,o,4,+3 bl jayjAjj. (4.18)
i J

A tovéabbiakban minden tamaszt, annak a helyén egy rudcsoporttal helyettesitiink, oly modon,
hogy a rudak minden lehetséges irdnyban elhelyezésre keriilnek. Tovabba a fix tamaszokat is
helyettesithetjiik a fentiekben megadott médon. (Ez azt jelenti, hogy egy gorgds megtamasztast

egységnyi hosszi, de merev ruddal helyettesithetiink.)

4.3.1 A bovitett feladat matematikai programozasi megfogalmazasa

Tekintsiik az 4.2.2 pontban megadott feladatot. A végeselemes diszkretizalashoz az 4.2.1
pontban megadott elemtipusokat hasznaljuk. Tovabba a feladat megfogalmazasanak adatai a
kovetkezd feltétellel boviilnek:

e arudelemek ¢, hossza legyen ismert, A jelolje az ismeretlen keresztmetszeti méretet.
Tovabba a keresztmetszeti méretet fejezziik ki ,,normalt” forméban, ahol 4, = 4, . Itt 4,
egy alkalmasan valasztott keresztmetszeti alapérték (hossz dimenzidval), ¢, pedig egy

aranyossagi tényez6, de hossz dimenzidval.
Ahogy korédbban is jeleztiik, most is a szerkezet alapelemeinek (tdrcsa €és rudelemek) szama
legyen G, amely G = NDisk + NBar 0Osszefiiggés alapjan szadmithatd. Itt NDisk jelzi a tarcsa-
alapelemeinek szamat, NBar pedig a rudelemek szdmat (kiilsé és belsd). A teljes szerkezet (W)

sulya az alabbi moédon irhato fel:

NDisc NBar
W= Z ViaAiatia + Z VAt - (4.19.2)
id=1 ib=1

Itt y, és y, jelenti a tarcsa, illetve a rudak anyaganak fajsulyat. A4, jeloli az i-edik tarcsa
alapelem teriiletét és ¢, annak vastagsagat. 4,7, jelolje az i-edik rtdelem keresztmetszeti
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teriiletét, mig ¢, annak hosszat. Az Osszegzés masodik tagja mind a kiilsé, mind a belsd
megtamasztasokat tartalmazza.

Vezessik be az A, mesterséges valtozot. Ez a tarcsa elem esetén az eléz8ekben hasznalt
ertékkel azonos, azaz a tarcsaelemnel A, =4,. A ridelemek esetében A, egy olyan
keresztmetszeti teriiletet jelol, amelyet az A, = 4, (,, Osszefliiggés alapjan szamolunk €s most

mar tertilet dimenzidju. Ennélfogva, a 4,(,7, harom tagbol allo szorzat az A, kifejezésre

1

egyszerlisodik az i-edik radelemre nézve. Amennyiben a rudelemek anyaganak vy, fajstly
mérészamaba beleertjik a ko, illetve a bo, szorzatokat (a koltségeket €s a fesziiltségi

korlatokat jelz6 mennyiségek szorzatat) a teljes szerkezet sulya az (4.1) egyenletben megadott

G
modon a W:z 7.4,t, alapjan szamithaté. Az igy kialakitott feladatnal a szerkezet K
g=1

merevségi matrixa az egyes tarcsak, illetve rudak elemi merevségi matrixainak felhasznéalasaval
tudjuk Gsszeallitani. Az (4.2) pontban ismertetett elveket kovetve a bdvitett topologiaoptimalas
feladata ,,compliance” feltétel esetén formailag az (4.4) matematikai programozasi feladattal
azonos. Megolddsa az ott ismertetett elvek alapjan torténik. A részletek Logd (2006a)
dolgozatban megtalalhatok.

4.4 Topologiaoptimalas valosziniiségi valtozokkal adott terhek esetén

A valdszinliség szamitds, mint matematikai elmélet régota szerepet jatszik a mérnoki tervezésben
és az azt szabalyz6 nemzeti szabvanyokban. A valoszinliségi adatokkal megadott tervezés
azonban annak komplex volta miatt nem tudott teret nyerni a fontossdganak megfeleléen, ahol
nem elkeriilhetetlen, ott ma is a determinisztikus adatokra épiilé tervezés jatszik elsddleges
szerepet. A sztochasztikus szamitds elmélete, a megbizhatosagi elméletre alapuld optimalis
tervezes hosszu ideje foglalkoztatja a kutatdkat (lasd Marti(2005)), de napjainkban keriilt igazan
az optimalis tervezéshez kapcsolodd kutatdsok kozéppontjaba. Ennek tovabbi igen fontos
bizonyitéka, hogy két fontos nemzetkdzi folyodirat (ZAMM ¢és a Structural and Multidisciplinary
Optimization) is specidlis szamot adott ki a témakorben 2007-ben és 2008-ban. A kutatasi
teriiletek igen szerteagazdak (Jendo és Dolinski (2001), Stokl (2003)), de a topologiaoptimalas
tertiletén beliil nagyszamu tervezési valtozé alkalmazéasaval nem publikaltak hatékony eljarast.
Jelen alfejezet Logo (2007d, 2007e, 2012) dolgozatai alapjan adja meg ennek lehetdségét. Ebben
az alfejezetben az el6z6, az 4.2 alfejezetben megadott mddszert terjesztjiik ki valoszinliségi
valtozokkal megadott terhek esetére, ahol ismertnek tételezziik fel a terhek eloszlasat, varhato

értekét és szoérasat. A teher megadashoz sziikséges adatok (nagysdg, irdny-hatdsvonal,
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tamadaspont) koziil az erd nagysaganak és tamadaspontjanak a bizonytalansagait figyelembe
vevO szamitési eljardsokkal foglalkozunk. Az irdny-hatasvonal problémakore az eré nagysagbol
adodo bizonytalansaggal kezelhetd egy egyszerti dekompozicié elvégzésével (Logd (2007d)). Az
altalunk kidolgozott eljaras Prékopa (1995) altal publikalt tételén alapszik, amely szerint egy
valoszintiségi valtozok linearis kombinacidjabol képzett valoszinliséggel korlatozott feltétel, egy
vele egyenértékll, konvex determinisztikus kifejezéssé alakithatd. Ennek fontossaga miatt ezt

roviden ismertetjiik. A tétel Kataoka (1963) tételére épiil.

4.4.1 A feladat matematikai alapjai

Legyenek &,¢&,,...,& valoszinliségi valtozok, normalis eloszlastiak. Tovabba legyen adott egy

valés szamokbol alkotott x € R” vektor, amely kielégiti a kdvetkezo egyenldtlenséget:

Prob(x,& +x,&, +..+x,8, <0 ) >¢q; (4.20)

Prékopa (1995) megmutatta, hogy az el6z6 (4.20) egyenldtlenség ekvivalens a
> x A0 (q)(x" K, x <0 (4.21)
i=1

egyenlétlenséggel. Itt a &, (i=1,2,..,n)valosziniiségi valtozok varhato értékeit (E,, (<))
jelolie u,=E, (&), tovabba K, a & =(&,&,,...&,) valoszinliségi valtozokhoz tartozé

®"'(¢) un. ,probit” fiiggvény, azaz a normalis eloszlas kommulativ inverz eloszlasfiiggvénye. A

tovabbiakban az erre a tételre alapuld atalakitast alkalmazzuk. Az alfejezetet Logo (2007d, e)

dolgozatai alapjan mutatjuk be.

4.4.2 A sztohasztikus topologiaoptimalas matematikai programozasi megfogalmazasa
bizonytalan erdnagysag esetén

Konnyen belathat6, hogy (4.2.b) feltétel atirhaté u"P —C <0 alakba, hiszen u"Ku=u"P . gy a

determinisztikus topologiaoptimalas feltételes szélsoérték feladata mas megfogalmazasban a

kovetkezd modon adhatd meg:

C 1
W=>yA1’ =minl (4.22.a)
g=1
u'P-C<0;
az alabbi feltételek mellett —t, +1t,, <0; ( g=1,.., G) , (4.22.b-d)
t, 1w <0, (g=1...G)
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Tételezziik fel, hogy P' =[P,P,..,P,] tehervektor zérustol kiilosnbozé elemei valdsziniiségi
valtozoként adottak. Az erdmegadds adati koziil az erd nagysagat tekintsiik valosziniiségi

valtozonak, amelyeket normalis eloszlasuaknak tételeziink fel. A terhek varhaté értékét jeloljiik

P=E (P.)—Vel, (i=1,...,n), mig a kovariancia matrix K_  elemeit Ki,_/—vel;

i~ Hxp \ L
(i=Ll..n j=l..m). A I_’T=[1_’1,}_’2,...,}_’n] terhelés hatisara az u' =[u,u,,...,u, |

csomoponti elmozdulasokat a Ku =P linearis egyenletrendszerbdl kapjuk. A virtudlis erék

tételének alkalmazésaval az u, elmozdulds szamithatd, hiszen u, =u'Ka,. Itt @, az i-edik

helyen 1évd egységerdbdl szamitott elmozdulas vektor. A kapott elmozduldsok felhasznélasaval
az uw'P=uP +u,P+..+u P,  kils6 potencidl ,compliance” felirhato, de (4.20)
alkalmazasdhoz ennek linearizalasara van sziikségilink. Ezt az alabbi modon teheté meg: bontsuk
két részre aP =P +dP valdsziniiségi valtozoként megadott tehervektort. Az elmozdulasok és a
terhek kozotti linearis kapcesolat miatt:

u=K'P ésu=K'P. (4.23)

Mivel a K merevségi matrix szimmetrikus az u' =P'K™' és az '’ =P'K™' elmozdulasok
szamithatok és a ,,sztohasztikus compliance” az alabbi modon irhat6 fel:
u'P=P'K'P=(P+dP) K'(P+dP)=P'K'P+2P"K" (dP)+(dP) K" (dP).  (4.24.)
Elhagyva az utolso, masodfoku tagot, a ,,sztohasztikus compliance” szamitdsa az alabbi linearis
képlet alapjan kozelithetd:

u'P~P'K'P+2P'K ™' (dP)=u'P+2u’ (dP)=2u" (P+dP)-u'P. (4.24.b)
Tehat a ,,sztohasztikus compliance” egy lehetséges linearizalt szamitott értéke:

uP~2uP-u'P. (4.24.c)

Adott minimalis g valdszintiség, (0{g(1) és C ,,compliance” esetén az alabbi feltétel irhato fel:

Prob((2(R + 7P, +..+ 7P, ) ~(BE+LP +..+T,P))-C<0)2q.  (424.d)
Bevezetve a F,,, hianyvaltozot E, (F,,)=1 varhato értékkel és zérus kovariancia ertekekkel

(x

n+l,i

=0;x,,,=0;(i=L..,n+1)), a (4.24.d) feltétel az alabbi modon irhato:

n+l n _
Prob(2Y x,P-> P <0)>q; (4.25.a)
i=1 i=1
itt x, =i,; (i=1,...,n) és x,,, =—C/2. A Prékopa altal megadott (4.21) feltétel alapjan (4.25.a)

n+

az alabbi konvex feltétellé atirhato:
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2§xp Zup+2q> )JVX'K, X <0; (4.25.b)

itt ®"'(g) a un. ,,probit” fiiggvény, K , a hidnyvaltozohoz kapcsolatos bdvitett kovariancia

ov

matrix. Beldthato, hogy (4.25.b) elsd része ekvivalens a determinisztikus ,,compliace” feltétellel:

ZHZfo Zuf u'Ku-C
. (4.26)

fgy valoszintiségi valtozoként megadott terhelés esetén a bdvitett ,,compliance” feltétel az alabbi

modon irhato fel;

u'Ku-C+20" (¢)/x'K x <0 ‘ @27)

Ennélfogva a valosziniiségi valtozoként megadott terhelés esetén a bdvitett topoldgiaoptimalas

feladata az alabbi mddon irhato fel:

W= Zy 4, tp = min! (4.28.a)
u' Ku-CH20" (q)«/erovx <0
az alabbi feltételek mellett —t, i S 0; ( g=1,.., G), (4.28.b-d)

t, =1 <0, (g=1...G).

A kapott matematikai programozasi feladat megolddsa az (4.4) feladatndl ismertetett elvek
alapjan szintén iteracids algoritmus formdjdban torténik. Matematikailag a (4.4) és (4.28)
feltételes szélséérték feladatok azonos tulajdonsaguak, hiszen a (4.4.b) feltételt helyettesitd
(4.28.b) feltétel konvex (Prékopa(1995)). A feltételi egyenletek tovabbi feltételekkel bovithetok

(stabilitasi, fesziiltségi korlat), de ez nem témaja ennek a dolgozatnak.

4.4.2.1 Aziteracios képlet szamitasa

Az (4.2) pontban ismertetett elveket kdvetve a sztohasztikus topoldgiaoptimalas feladata
formailag az (4.4) matematikai programozasi feladattal azonos. Megoldasa az ott ismertetett
elvek alapjan torténik, azaz az optimalitasi feltételekbdl az iteracidos formula levezethetd. A
részletek Logd (2007d) dolgozatdban megtaldlhatok, itt csak a 1ényeges részeket ismertetjiik.
Ahogy a klasszikus optimalitasi feltétel (COC) modszereknél ismert, a Lagrange-szorz6
kiszamitasa el6tt az ismeretlen vastagsagi értékekre egy tartoméanyt kell megadnunk, amely
alapjan a kapott vastagsagi értékeket (.«/) aktiv, illetve (.”) passziv vastagsagi értékek
halmazaba tudjuk sorolni.

Harom eset lehetséges: ha ¢, <t <t . (vagyis a g alapelem “aktiv’, ge.#) akkor a ¢,

max
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P

VP(Rg +Bg)]p+l. (4.29)

vastagsag szamitott erteke: 7, _(
4,7,
87 8

Itt az elézbekhez hasonloan az R, :szu; K, ahol K, az egységnyi vastagsigl

e=]

elemekbdl (7, =1)) szamitott un. ,,normalt” merevségi matrix. Tovabba a korrelacios értekek

miatt egy tovabbi tagot eredményez a szamitas:
E, E,
o1 B -
ZZE !Iu Z;u ng gei ul ng ge/]
JX'K_ x

A kovetkezd eset, ha 7, =1, . Ekkor a Kuhn-Tucker feltételekbdl a kovetkezd egyenlétlenséget

\I\)

kapjuk

p

vp(R +B )\
t >(MJ . (4.30)
4,7,

Ez azt jelenti, ha a (4.30) alapjan szamolt 7, vastagsag alsé korlatja kisebbre jonne ki mint 7

min >

(4.30) egyenldtlenség a 7, =1, esetén mindig teljesiil. Végezetiil hasonlo modon jarunk el a

t, =t esetén is. Itt a Kuhn-Tucker feltételekbdl a kovetkezd egyenldtlenséget kapjuk:

g m

P

vp(R,+B,) )"
t < M . (4.31)
A7,

Ez megengedi, hogy a 7, =7, legyen, amikor a szamolt 7, vastagsag nagyobb min 7,

Ha ¢, =1t vagy t, =t

in max *

akkor a g-edik alapelemet “passziv’-nak nevezzik (ge.”).

A minimalis illetve a maximalis vastagsagi érték megallapitasa az el6zdéekhez azonos mddon

torténik (¢ =107).

min

Ha az (4.28.b) feltétel aktiv, akkor az egyenl6tlenség egyenldségként teljesiil:

i Kii — C+20" (¢) XK, x=0. (4.32)

E, ~
Mivel a g-edik alapelem ,,determinisztikus compliance” értéke az R, = t;Zﬁ; Keu,, alapjan

e=1
szamitodik, a teljes szerkezetre (aktiv és passziv elemeket szétvalasztva) a kovetkezd egyenletet

irhatjuk fel.

C-20" (¢){X'K, x—z—+ z— (4.33)

ge” t ged t
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Ebbe behelyettesitve az aktiv elemekre szamitott vastagsagi értékeket

C-20"(¢q)x' K, x = Z£+ > e —. (4.34)
e tg “ (/{Vp(Rg +Bg)]p+l

Ay

8/ &
az iteracids Iépést szabalyzo v Lagrange szorzd szamithatd. Ertéke

p+l

P P

Ay i
A\ p(R+B,)) " ' (4.35)

C-20"(q)x' K x- ] I:g
ge” by

Ezekutan az (4.28) feladat iteracids modszerre alapulé megoldasi algoritmusa az

el6zéekhez hasonldan torténik. Ennek részletes leirasa megtalalhaté Logo (2007d) dolgozataban.

4.4.3 A sztohasztikus topolégiaoptimalas matematikai programozasi feladatként valo
megfogalmazasa bizonytalan erétamadaspont esetén
Legyen a toplogia-optimalas targya az 4.3 dbran lathaté szerkezet (adott tervezesi tartomany, erd

¢s elmozdulasi peremfeltételek).

~

h B

I I
#
y

vl

A

s

4.3. dbra. Tervezési tartomany és peremfeltételek

A szerkezet anyaga lineédrisan rugalmas ¢€s izotrop. A terhelést leird adatok koziil a nagysag és
irany determinisztikusan, mig a terhek tdmadéaspontja sztochasztikusan adott. Itt csak azzal az
esettel foglalkozunk, ahol a tdmadasponti bizonytalansagok miatt a végso szerkezeti kialakitas
olyan lesz, hogy akar egy masodlagos teheratadd szerkezet beiktatasaval is, de az eré mindig tud
érintkezni az optimalis szerkezettel (a teherataddas mindig lehetséges). Jeloljik

P’ =[Pl,1’2,...,l’l.,...,l’n]-vel a tehervektort, ahol az ismert hatdsvonali eré6komponenst
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P, (izl,...,n) jeloli. Ennek az erének (az i-edik erd) a tdmadaspontjat x,, (i=1,..n)

valoszinliségi valtozoval adjuk meg (4.3 4bra), melynek ismertnek tételezziik fel az eloszlas
tipusat -az egyszerliség kedvéért legyen normélis eloszlast-. Tovabba az X,, (i=1,..,n) jelenti
ennek a tavolsagnak a varhato értéke, mig w,, (i=1,..,n) a szérasata. Egy egyszerli szamitassal
(vagy adat formajaban ismert) meghatarozhatjuk azt, hogy a hat6 terhek milyen valdszinliséggel
keriilnek egy adott pozicioba. Annak kovetkeztében, hogy a terhek tdmadaspontjai
sztochasztikusak a beldliik szamolt ,,compliance” érték is valdszinliségi valtozoként kezelendd
és nem szamithatd konnyen. Igy a topologiaoptimalas bonyolultabb, mint determinisztikus
esetben volt.

Ahogy az elézbekben (4.4.2 fejezet) is megadtuk a ,,compliance” —a most hasznalt alakja a kiils6
potencialis energia- az alabbiak szerint szdmithat6 ,,formalisan”:

wP=uP,+u,P+..+upP,. (4.36)

n-n

Itt (u,, i =1,...,n) elmozdulas értékek a Ku =P linearis egyenletrendszerbdl kapott elmozdulas
komponens értékek a P, (i = 1,...,n) erokomponenseknek megfeleld irdnyban. A kapott energia

érték természetesen probabilisztikus és a tovabbiakra tételezziik fel, hogy normalis eloszlasu -
amennyiben nem normalis eloszlasu lenne, akkor a Prékopa (1988) tétele helyett az eredeti

Kataoka (1963)-féle becslést kellene alkalmazni -.

4.4. abra. Helyettesitod szerkezet tervezési tartomanya és peremfeltételei

Alkalmazva a klasszikus topologiaoptimalds alapfeladataban hasznalt ,,compliance” feltételre
vonatkozo korlat sztochasztikus esetre torténd kiterjesztését —Logd (2007d)-, az 0 tipust

tervezési feltétel az alabbiak szerint adhatjuk meg:
Prob(u'P-C<0)2gq. (4.37)

Itt 0{g(1 az un. elvart tervezési biztonsagi értéket jelenti és a gyakorlati tervezésben hasznalatos
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szerkezeti Osszeomldsi valdszinliséggel kapcsolatos (EUROCODE 1990, 1991). Ennek
részleteire itt nem tériink ki.
Kovetve a Prékopa-féle (1995), —vagy az eredeti Kataoka-féle (1963)— felsé-korlatra vonatkozé

megfogalmazast a (4.37) feltétel a kovetkezd konvex kifejezéssel helyettesito:

ieﬁi ~C+0"(¢)4/b"K b <0. (4.38)

i=l

Itt w=E,(u) (i=.,n) az u,, (i=1,..,n) elmozdulds értekek varhatd értékét jeloli a
sztochasztikusan megadott P, (i = l,...,n) erdk alatt és iranyaban, mig K ezen elmozduldsok
kovariancia értékeibdl szamitott kovariancia matrix. A b" =[R,P,,...,P,...,P,] vektort a hato
er6kbdl allitjuk 6ssze. Az u, =FE (u), (i=1,...,n) varhato elmozdulasértékek és a hozzajuk
kapcsolatos K ;s (izl,...,n; jzl,...,n) kovariancia értékek a K, kovariancia matrixban a

késObbiekben ismertetett egyszerli parametrikus vizsgalattal vehetok szamitasba.
fgy a klasszikus topolégiaoptiméalas bizonytalan tamadaspontu terhelésre kiterjesztett optimélési

feladata a kovetkezd formaban adhaté meg (Logo 2012):
G 1
W=>y,At!=min! (4.39.2)
g=1

n

> Pii, —C+®" (¢)\[b"K_ b <0;
i=1

az alabbi feltételek mellett —t, +1t,, <0; ( forg=1,.., G) , (4.39.b)
t,—t_ <0 (forg = 1,...,G).

g max

Az ilyen tipusi mechanikai modell a elézéekben részletezett iteracios eljarashoz hasonléan
megoldhato (Logo6 (2007d). A feltételi egyenletek tovabbi feltételekkel bovithetdk (stabilitési,

fesziiltségi korlat), de ez nem téméja ennek a dolgozatnak.

4.4.3.1 Egyszeriisitett parametrikus eljarasra alapulo topologiaoptimalas bizonytalan
tamadaspontu erdk esetén

A kovetkezdekben bemutatott mechanikai modellt akkor alkalmazhatjuk, ha a bizonytalan

tamadaspontokban az adott erdk eldforduldsainak valosziniisége adott. Tekintsiik a 4.3 abran

megadott optimalis tervezési feladatot. Mivel az egyes terhek tdmadaspontja nem ismert

determinisztikusan, egy mechanikailag ekvivalens erérendszer hozhato létre a P erd
timadaspontjanak el6re ismert X, varhato értéke, mint szerkezeti pont kornyezetében a
parametrikus vizsgalat elvégzéséhez. Felhasznalva, hogy ismerjiik a timadaspontok eloszldsanak
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tipusait —most normalis eloszlas-, varhatd értékét €s szorasat egy P,(i=12,..,n; j=L..k)
helyettesitd erdrendszer allithatd elé az eredetileg adott P erd helyett annak ismert X, varhato
értekll tamadaspontja koriil —mint bazispont koriil- az ismert nagysaggal és iranyitassal. Jelen
esetben ez az egyszerliség kedvéért szimmetrikus elrendezést és hét erdt jelenet a 4.4 abranak

megfeleléen a (P, P,,P;,P,) erékbdl komponalva.

Ezen erék a csoporton beliil és kiviil is fiiggetlenek és mindegyikhez egy elére megadott

W, G =1,...,k=7) valoszinlisegi értek tartozik (ez lehet a gyakorlatban egy tervezési adat).

Ennek megfeleléen a terheléshez ez a kiegészitd adat tartozik, vagy az el6tervezésbol
szamitand6. Tehat a tervezés i-edik terhelésre vonatkozo adata ezzel a paraméterkettdzéssel -

w;, G=L.,k=T), (B,F,,F;,F,)-lesz teljes, természetesen figyelembe vesszik ezen er6k

fliggetlenségét is. Ennek megfeleléen az optimalis tervezés helyettesitd kiindulasi feladata a 4.4
abranak megfeleld elrendezésti. Az igy létrehozott helyettesitd feladat mar determinisztikusan
megadott feladatok sorozatara bonthatd a terhelés és elmozdulds szadmitas szempontjabol.

Alkalmazvaa F, (i=1,..n; j=1,..k) flggetlen eréket, mint terhelési eseteket, az i-edik teherbdl
szamitott u,, (G=1.,k) elmozdulds vektora a szerkezetnek a Ku, = P, linearis

egyenletrendszerb6l szamithatd. Mivel az elsérendli elméletet alkalmazzuk és az anyag
linedrisan rugalmas, az elmozduldsok szuperponalhatosaga és a reciprocitasi tételek (Szabo,

Roller (1971)) alkalmazhatok. Felhasznalva ezen w, (j =1,..,k) elmozdulds vektorokat és a
kapcsolodo tehergyakorisagi w, (i =1,...,n; j =1,..,k) valosziniiségeket az i-edik terheleshez
kapcsolodo u, elmozdulas u,vérhato érteke és annak D?(u,) szorasnégyzete az alabbi

Osszefliggésekbdl szamithatoak:

u, = iul.jwij; (4.40.a)
j=1
= i(uj ) w, —a. (4.40.b)

j=1
Ezek az egyszerlsitett parametrikus vizsgalat alapjan szamitott értékek képezik a (4.39)
feltételes szélsdérték feladatként megadott mechanikai modell egyes elemeit. Mivel az egyes
terhek fliggetlenek, a K_  kovariancia matrix csak a fddiagondlisban tartalmaz a zérustol
kiilonbozo értékeket:

K,, =(D}(i,).D; (&,).... D; (i,)) (4.41)

Felhasznalva, hogy a kiils6 potencidlis energia -a ,,compliance”- értéke az alakvaltozasi
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energianak a kétszerese, a (4.39) topologiaoptimalasi feladat atirhato az alakvaltozasi energia

korlatozasaval megadott 4ltalanositott optimalis tervezési feladatta felhasznalva a Prékopa-tételt:

W= Z VoAt t” = min! (4.42.2)

Zn:ﬁiTKul. —C+®0"(q)4/b'K b <0;
i=1

az alabbi feltételek mellett —t, +1t, <05 ( forg=1,.., G) , (4.42.b-d)
fy =l <0; (forg = 1,...,G).

max

Matematikailag ez a modell és a korabban bemutatott 4.4 topologioptimalasi modellel hasonlo,
valamennyi konvexitési, derivalhatosagi kijelentés -Rozvany (1997), Logo6 (2007d)- érvényes. A
célfiiggvényben -a szerkezet sulya- alkalmazott p ,,blintetd” paraméter alkalmazasa az ismeretlen

t, »ground” elemvastagsagok jobb mérndki szamitasba vételét (van anyag-nincs anyag) teszi

lehetévé. Megjegyezziik, ezzel a modszerrel a megoldas unicitdsa elvész, de a modszer igen
sz¢leskorlien alkalmazott a mérndki gyakorlatban az élet minden teriiletén.

A (4.42) feltételes szelsoértek feladat az elézdé alfejezetben ismertetett iterdcios eljarashoz
(moédositott SIMP algoritmus) hasonléan megoldhatd. Az iteracios képlet a feltételes szélsdérték
feladat elsérendii optimalitasi feltételeibdl szarmaztathatd. Itt ennek f6 1épéseit ismertetetjiik. A

(4.42)-bdl szarmaztatott Lagrange-figgvény alapelem 7, vastagsaga szerinti parcialis derivaltja

a kovetkezd egyenlettel fejezheto ki:

Ip n T —
l}/gAgtgp +v(2[aui Ku, +u, a—Kﬁ[ + uiTK%]+

» <\ o, o, o,
4.43.
8(1/bTKOVb) (4.43.2)
+@7(q) ot —a, B, =0, (g=1..G).

g

o(w.n)

A p kifejezést részletezve €s atirva, azt kapjuk, hogy
¢
g
Kp) S| iR (k)
T le e ie J - uieKeﬁie
3( b Kovb) i | L\ T VAR

__ S (4.43.b)

or, Jb'K_b VAR,

Itt VAR, jelenti a g-edik alapelemhez tartozé compliance” értéket, mig VAR, a teljes szerkezet

,compliance”  értékét szimbolizdlja, az 1w, a  (i=1,..n; j=1,..,k)-bol szamitott

ye )
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elmozdulésokat adja az e-dik elemen. Vezessiik be az

B - VAR
2 T = r 2 x —1
R, =2 u K, és B =1,07"(q) VARg (4.43.0)
e=1 s

kifejezéseket. Ekkor a (4.43) egyenletek atirhatok egy egyszeriibb formaba:

1 2 R, +B,
—r At —v—Es—~—a, +p =0; (g=1..0). (4.43.d)

p t,

Annak kovetkeztében, hogy a (4.43.d) optimalitasi feltételt az eldzdekben bemutatott (4.4)
klasszikus topologiaoptimalasi feladatot @' (¢)/b"K b kifejezéssel bovitett feltételes

sz€lséérték feladatdbol szarmaztattuk, a regularitdsi feltételek azonosak az eredeti (4.4)
topologiaoptimalasi feladathoz tartozo regularitasi feltételekkel.

Ahogy ismert az optimalitasi feltételek modszereiben, két halmazt kell definidlnunk az
ismeretlen elemvastagsagok tekintetében -(.«/) aktiv, illetve () passziv elemvastagsagok
halmazai (Berke, Khot (1974))-.

Amennyiben 7, <?, <t (vagy szavakkal kifejezve, ha egy ,,ground” elem vastagsag az aktiv

halmazhoz tartozik -ge.«/-) a (4.43.d) feltételbdl az ezen ,ground” elem vastagsaga a

kovetkezd formula alapjan szamithato:

P

, _(M]M, (4.44)
Ay

g’ g
Az Osszes tobbi esetben a ¢, =t vagy a t, =t vastagsigra vonatkozo eldirast kell

alkalmazni és mindkét esetben az aktudlis g ,,ground” elem az un. ,,passziv”’ elemek halmazaba
tartozik - g € ./ - (L6g6 (2005a)).
A numerikus szdmitas soran praktikus okbol —elkeriilendd a szerkezet merevségi matrixanak
rosszul kondicionalt volta- a minimalis elemvastagsagot altalaban egy nagyon kicsi értékre
allitjuk be (pl. ¢, =10"°), mig a maximalis vastagsag a megszokott egységnyi értéket jelenti.
Amennyiben a (4.42) topoldgiaoptimalasi feladatban a (4.42.b) ,,compliance” feltétel aktiv,
akkor az egyenldség formdjaban teljesiil. Azaz
Zn:u{ Ku,+®" (¢q)VAR - C =0. (4.45)
=)

E, -
. 2 : 9 L o4 t1 A _ 42 =T - 4
Ebben az egyenletben a g-edik ,,ground” elem ,,compliance” értekét az R, = tgzllu o KU, €s

Zk:(u;f(eui )2 W, — (u.Tf( u, )2} kifejezések  Osszegeként
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tudjuk szamitani. A teljes szerkezet esetében ezeket kell Osszegezni, ahol az un. ,aktiv”
alapelemek esetében a (4.44) alapjan szdmitott vastagsagot, mig az un. ,,passziv’ alapelemeknél
csak az egységnyi vastagsaguakat vessziik figyelembe. Igy a (4.45) egyenlet a kovetkezd alakba
irhato:
C-0' ()oK b= 3 3 (4.46)
gty ged by
Behelyettesitve az ,,aktiv” alapelemek vastagsdgat megado (4.44) 0sszefliggést a (4.46) egyenlet

a kovetkez0 alakban irhato fel:

1 R Ry 2 =\ . (4.47)
DR+ (q), | 62D D (WK ) w, (KT, > (R, +GVAR)
ged ged  e=1 i=l j=1 _ ged
o(R,+8,) | o(R,+5,) |
A7, A7,
Ebbdl az ismeretlen v Lagrange-szorzd meghatarozhato:
ptl
P p
p+l
> Ay (R, +GVAR)
ged p(Rg+Bg) 4.48
Y= (for ./ # 0). (4.48)

C- Z[?mﬂ(q)w/bﬁ(wbj |

ge” g

Ezek utdn az (4.42) topoldgiaoptimalasi feladat iteraciés modszerrel torténd megoldasi

algoritmusa az el6zéekhez hasonldan torténik.

4.5 ,,Michell-tipusi” topologiak

Michell (1904) 110 éve publikalta a legkisebb sulyll racsos tartok tervezésére vonatkozd
dolgozatat, amelyet tobb kutatd mérfoldkének tart a topoldgiaoptimalas teriiletén. Az un.
»Michell-elmélet” 4ltalanositasa Prager és Rozvany (1977) nevéhez kothetd. Az elmult
évtizedben szamos kutatd, de leginkabb a Rozvany iskoldhoz tartozok mutattak kiemelkedd
eredményeket a témakorben (pl. Lewinski, Zhou és Rozvany (1994), Rozvany (1996, 1997),
Rozvany, Gollub és Zhou (1997)). A tovabbiakban néhany 1) ,,Michell-tipusi” optimalis
topologia kiszamitasat mutatjuk be az el6z6 pontban bemutatott alap, illetve bdvitett
topologiaoptimalasi feladat megoldasi algoritmusanak felhasznalasaval. Valamennyi esetben az
un. ,,racsos tartd tipusu” optimalis szerkezet tervezése a cél. A feladatokban a tervezési valtozok

az egyes tarcsaelemek vastagsagai. A diszkretizalt szerkezet négycsomopont tarcsa-elemeket és
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kétcsomoponti rudelemeket (ez nem minden példaban szerepelt) tartalmazott, a szerkezet
anyaga linearisan rugalmas. A tobb ezer soros szamitogépes program FORTRAN 77 nyelven
irédott. F6 modulja a fentiekben bemutatott algoritmusok koziil a feladatnak megfelel eljarast,
mig a mellékmodul végeselemes eljarasa egy tarcsa és egy keret program Osszeépitését
tartalmazza. A grafikus eredmény megjelenitése is sajat programozasi munka eredménye. A
bemutatott abrak a jobb ellendrizhetdség miatt sziird nélkiil késziiltek, ezért a sakktabla mintazat
nincs eltlintetve. A szimmetria miatti feladatméret redukalas sem lett alkalmazva.

Az fiteraciés algoritmus alkalmazédsakor megfigyeltiik, hogy lokalis és globalis jellegii
1épésnagysag korlatozasa, nagyobb iteracidos 1épés szamot eredményezett, de ezzel
nagymértékben elkeriilhetd volt a szingularis topologidk kialakuldsa. A bemutatott feladatokban
egy alapelem vastagsaganak relativ valtozasat max. 5% -ban, mig a teljes térfogati valtozast

max. 10%-ban engedtiik meg egy iteracios lépésben.

4.5.1 Csuklos, illetve gorgés megtamasztasu szerkezetek optimalis topologiai
A feladatban harom, egyenként 40x40 egység (dimenzid nélkiili) méretli szerkezet volt a

tervezés targya (4.5.a-c abra).

lpzloo lP=100 lP=100
} A _ N N

40 40 40

S R L L)
’|20’|20’| '|20'|20'| ’|20’|20’|

a; b; c;

4.5.a-c abra. Kiilonboz6 megtamasztasu szerkezetek tervezési tartomanya

Az egyes szerkezetek megtdmasztasi viszonyai az abran lathatok. A szerkezeteket 80x80
alapelemre és minden alapelemet 2x2 elemre bontottunk. (A teljes elemszdm 25600.) A Poisson-
tényez6 zérus (ez a nemzetkodzi irodalomban szokésos érték). A teher (100 egység) a tervezési
tartomdny felsd szélének kozéppontjaban hatott. A p biintetOparaméter értékét dinamikusan
valtoztattuk, kiinduldsi érték p=1. A p paraméter értéke p=1.5-ig A =0.1 1€péskodzzel noveltiik,
majd p=2.5-ig (ami a végso érték volt) mar A =0.25 volt a ndvekmény.

A feladatok analitikus megoldasai zérus térfogati ardny esetén az 4.6.a-c abrdkon lathatok

(Rozvany, Logo és Querin (2004), Logo (2005a)). A numerikus megoldashoz tartozod optimalis
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topologidkat az 4.7.a-c abrakon mutattuk be. Lathato, hogy a numerikus, illetve az analitikus

megoldasok jellege egyezdséget mutatnak.

a; b; c;
4.6.a-c abra. Analitikus megoldasok
Az egyes optimalis topologiakbodl jol megtigyelhetd a tamaszok hatdsa az optimalis topoldgiara.

A feladatok megoldasara 950 és 1000 kozotti szam iteracidra volt sziikség.

a; GOrgods és csuklos tamasz  b; Csuklos és gorgds tamasz  ¢; Csuklos és csuklos tdmasz

4.7.a-c dbra. Numerikus megoldasok

4.5.2 Téglalap alaku tervezési tartomany két koncentralt erével

A topologiaoptimalasi feladatok koziil az egyik leggyakrabban vizsgalt feladat a téglalap alakt
tervezesi tartomany, két megtamasztas €és két koncentralt erd alkalmazasa esetén (4.8. abra.). A
szokésos méretarany (magassag/oldalhossz) 0.5, de ez nem minden esetben elegendd, mivel nem
elegendd arany esetén az aktiv zéna meghaladnd a felsd és az also ¢l altal hatarolt magassagot.
Ennek elkeriilése érdekében itt az ardny 0.7. A tdmaszok a bal és jobb oldali ¢l kozepén

talalhatok. Két esetet mutatunk be, melynél az erdk nagysaga, illetve tdimadaspontja valtozik.

4.5.2.1 Aszimmetrikus nagysagu, de szimmetrikus helyzetii koncentralt erék esete

A dimenzio nélkiili tervezési tartomany nagysaga 168x240 egység (4.8 dbra), amit a
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végeselemes diszkretizalds soran 84x120 alapelemre ¢és minden alapelemet még 2x2 elemre

bontottunk.

-
P,=100 P,
84
il I I
84
“~
- 60 60
L a=60 L 60 L L L
’ L 1 ‘] i

4.8 abra. Téglalap alak tervezési tartomany

(A végeselemek szama 40320 a feladatban.) A Poisson-tényezd 0. A csuklés megtamasztasok a

bal, illetve a jobb oldali él kdzepén talalhatok. Az F, baloldali koncentralt eréteher 100 egység

nagysagu és a tartomany kdzépvonalanak egy negyedében van a timadaspontja. Az aszimmetriat

a kozépvonal harom negyedében (azaz szimmetrikusan) elhelyezkedd P, koncentralt er6 valtozo
nagysaga okozza. Az P, er praktikusan egy elhanyagolhato mértéktdl ( P,=0.01 £ =1 egység) a
P,=P=100 egység nagysagig valtozik. A p biintetparaméter értékét itt is valtoztattuk, a
kiindulasi érték p=1. A p paraméter értéke p=1.5-ig A =0.1 1épéskozzel noveltiik, majd p=2.5-ig
(ami a végso érték volt) mar A =0.25 volt a ndvekmény.

Az analitikus megoldast zérus térfogati ardny esetén el8szor Chan (1963,1964) mutatta be P,=0

esetén ((4.9.a dbra), amit Melchers (2005) késébb szintén megadott (4.9.b 4bra).

4.9.a abra. Chan-féle analitikus megoldas 4.9.b abra. Melchers-féle analitikus megoldas

Az 4.1 tablazat tartalmazza a kiilonbozo erénagysagok esetére kiszamolt optimalis topologiak
abrait.
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4.1. Tablazat Optimalis topologiak valtozo nagysagu P, ero esetén

P, Optimalis topologia P, Optimalis topologia

0.01P, 0.10P,

0.30 P, 0.50P,
0.70 P, 0.80 P,
0.90 P, 1.00 P,

Megallapithatd, hogy a numerikus, illetve az analitikus megoldasok jellegiikben egyezdséget

mutatnak.

4.5.2.2 Aszimmetrikus nagysagu és helyzetii koncentralt erék esete
Ebben a pontban az el6z6 feladat modositott valtozatdt mutatjuk be. A tervezési tartomany

valtozatlan - nagysdga 168x240 egység (4.10 abra.), a végeselemes diszkretizalas soran 84x120

83



dc_805 13

alapelemre és minden alapelemet még 2x2 elemre bontottunk -. (A végeselemek szama 40320 a

feladatban.) A csuklos megtamasztasok most is a bal és a jobb oldali ¢l kozepén talalhatok.

=
P,=100 P,=50
84
AV l \ A A \4 A4
84
~
- 60 60 60
, 00 L ) L
~ o 7 *

4.10 abra. Téglalap alaku tervezési tartomany valtoz6 tdmadaspontu P, esetén

A Poisson-tényezd ismét 0. Az B baloldali koncentralt eréteher 100 egység nagysagu és a
tamadaspontja a tartomany kozépvonalanak egy negyedében taldlhaté ¢és mindkét adat
valtozatlan a feladatban. Az P, er6 50 egység nagysagl és ez nem valtozik az egyes

feladatokban, mig tdmadaspontja a szerkezet kozépvonalan balrdl haladva a teljes hossz 2/8-t6l

annak 7/8-ig valtozik. A p biintetOparaméter értékét itt is valtoztattuk, a kiindulasi érték p=1.

4.11 abra. Melchers-féle analitikus megoldas.

A p paraméter értéke p=1.5-ig A =0.1 1épéskdzzel noveltiik, majd p=2.5-ig (ami a végsd értek
volt) mar A =0.25 volt a névekmény.

Az analitikus megoldast zérus térfogati arany esetén Melchers (2005) alapjan az 4.11 abran
lathato. Az 4.2 tablazat tartalmazza a kiilonb6z6 tdmadaspontok esetére kiszamolt optimalis
topologiak abrait. Megéllapithatd, hogy a numerikus és az analitikus megoldasok jellegiikben
egyezdséget mutatnak. A p biintetOparaméter hatasat az optimalis topologia kialakulésara (a 0-1
megoldas elérésére), az egyes {0 iteracios ciklusokban kapott megoldasok felhasznalasaval a

4.12 abran mutatjuk be. Lathatd, hogy a kezdd ciklusok utdn a vilagos szinii kdzbensd
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vastagsagok gyorsan eltiinnek és a kivant fekete-fehér (0-1) megoldas megjelenik.

4.2. Tablazat Optimalis topologiak valtozo tamadasponti P, ero esetén

P, Optimalis topoldgia P, Optimalis topologia
helye helye
1.0a 1.5a
2.0a 2.5a
3.0a 3.5a
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4.12 abra. A p biintetOparaméter hatasa a 0-1 tipust optimalis topologidra

4.5.3 Topologiaoptimalas rudakkal valé6 megtamasztasok esetén

Az 4.3 fejezetben ismertetett elvek alkalmazéasaval tekintsiik az 4.13 abran lathato feladatot. A
téglalap alakt tervezési tartomany mérete 20x80 egység. Ezt 10x40 alapelemre és minden
alapelemet tovabbi 2x2 elemre bontottuk, igy 1600 négy csomodpontu tarcsaelemet hasznéltunk
ennek a résznek a diszkretizaldsa soran. A teher 10 egység nagysagu koncentralt erd és a jobb
oldali ¢l kdzepén hat fiiggdleges iranyban. A tervezési tartomdny megtamasztasai koziil a bal

also és a fels6 sarokpontot fix csukloval tdmasztjuk meg. Tovabba a bal oldali élen a magassag
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Ya-ben, illetve % -ben végtelen szamu rugalmas anyagu rudat helyeztiink el (ez gyakorlatilag 5
fokonként elhelyezett rudakat jelent). A megtdmasztasok koltsége valtozik, koltség nélkiili (ez 1
egység koltséget jelent, mivel ez meghagyja a tamaszokat), illetve nagy koltségli tdmaszok

(10000 egység).

X g
20
»
40
40 AV
10
\ 4 40
N
v
20
N
) SN
20
L p:
1 1
4.13 abra. Tervezési tartomany a radtamaszokkal 4.14 abra. Optimalis topologia: A eset

Itt harom esetet mutatunk be. Ezek: A eset: a rudak koltsége magas, mig a fix csuklok koltség
nélkiiliek, B eset: minden tdmasz szamitasba veendd koltséggel rendelkezik, mégpedig a
radtamaszok koltsége haromszorosa a fix tdmaszok koltségének, C eset: minden megtdmasztas
azonos koltséggel bir. Poisson-tényezd ismét 0. A p paraméter értékét p=1.5-ig A=0.1
1épéskozzel noveltiik, majd p=3.0-ig (ami a végso érték volt) mar A =0.25 volt a ndvekmény.

Az egyes esetekhez tartozd optimalis topologidk rajzai az 4.14-16 é&brdkon lathatok.
Megallapithatjuk, hogy j6 egyezdséget mutatnak az eldre elvart képpel. Tovabba jelentds az az
eredmény is, hogy a ,,végtelen” mennyiségii raidtdmasz koziil az A esetben nem létezik egy sem,
mig a B és C esetekben csak 1-1 radtdmasz (azaz feladatonként kettd), 135, illetve a 225 fokba
esO hatasvonal iranyaban levok léteznek az optimalis megoldasban. Tovabba a C esetben a fix

tamaszok sziikségtelenek az optimalis topoldgidhoz.
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4.15 abra. Optimalis topoldgia: B eset 4.16 abra. Optimalis topoldgia: C eset

A feladat tovabbfejlesztett valtozatat, ahol a folytonos tervezési tartoméany bizonyos részei elére
adottak, mas dolgozatban publikaltuk - Rozvany, G.I.N., Querin, O.M., L6g6, J., Pomezanski, V.

(2005) -, de ez nem része a jelen dolgozatnak.

4.5.4 Topologiaoptimalas sztochasztikusan adott tehernagysag esetén

A feladatban egy téglalap alakt kéttamaszu tartd topoldgia optimalasat végeztiik (4.17 dbra). A
szerkezetre P’ = [E , E]két koncentralt erd hat, melyek normalis eloszlastak és varhato értékiik
50 egység. A tervezési tartomanyt a végeselemes diszkretizalas soran 42x120 alapelemre és

minden alapelemet még 2x2 elemre bontottuk. A Poisson-tényezd most is zérus. A rugalmassagi

modulus pedig ismét egységnyi.

N
42 _ _
P =50 P,=50
4 | |
30 30 30 30
L, |, L, R L
L | 1 L 7 1

4.17 é4bra. A tervezési tartomany ¢€s a peremfeltételek.

A feladatot el6szor determinisztikusként oldjuk meg, majd a késdbbiekben a kovariancia

értékeket valtoztatjuk.
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4.5.4.1 A feladat determinisztikus terheléshez tartozo megoldasa
A végeselemek szama 20160. A p biintetOparaméter értékét dinamikusan valtoztattuk, kiindulasi
értek p=1. A p paraméter értéke p=1.3-ig A =0.1 1épéskozzel noveltiik, majd p=2.5-ig (ami a

végso érték volt) mar A =0.35 volt a névekmény.

4.18 abra. Optimalis megoldas determinisztikus terhek esetén.

A ,,compliance” korlatnal C=410000 volt. Az optimalis megoldas a 4.18 abran lathato.

4.5.4.2 Sztochasztikusan adott erénagysag esetén az optimalis topologiak

Az elézdekben ismertetett feltételeknek megfelelden a terheket normalis eloszlastiaknak

tételezziik fel. A terhek bizonytalansagat az alabbi kovariancia értékekkel fejezziik ki: («, =0.1,

rrrrrr

,compliance” korlat C=410000. Az iteraciot szabalyzo feltételek, ledllasi érték az el6z6 pontban
megadott adatokkal tortént. Az egyes abrakon (4.19-4.21) a sztochasztikus topologiaoptimalés

eredményei lathatok. A feliratokban a kovariancia értékek a kovetkezd sorrendben adottak: «7,,

K2,27 K1,2 > KZ,]
)
4.19 abra. Optimalis megoldas sztochasztikus 4.20 abra. Optimalis megoldas sztochasztikus

terhek esetén. (0.1, 0.1, 0, 0) terhek esetén. (0.1, 0, 0, 0)
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4.21 4bra. Optimalis megoldas sztochasztikus terhek esetén (0, 0.1, 0, 0)

A kapott topologidk megmutatjak, hogy a terhelés nagysagénak bizonytalansaga nagy mértékben
befolyasolja az optimalis megoldast, ami felhivja a figyelmet a téma fontossdgara. A
szimmetrikus szerkezet kialakitast a terhek nagysadganak szorasa befolyéasolja. Tovabbi optimalis
topolégidk mas dolgozatainkban Lo6gd(2007d, e), Logd, Ghaemi, Movahedi Rad (2008a)
talalhatok.

4.5.4.3 Sztochasztikusan adott er6tamadaspont esetén az optimalis topologiak

A 4.4.3.1 alfejezetben megadott optimalitasi kritériumra €piild iteracios eljaras felhasznalasaval
végeztiik el a 4.22 dbran megadott topologiaoptimalasi feladatot. A tervezési tartomany mérete a
tesztfeladatokban szokédsos 2 az 1 aranyt koveti (304x152 dimenzid nélkiili egység). A teljes
végeselemszam 46208. A 2x2 alapelem felosztast alkalmaztuk. A Poisson-tényezd most is zérus.
A rugalmassagi modulus pedig ismét egységnyi. A teher nagysadga 100 egység. A teher
tamadéaspontjanak vérhaté helye a konzol magassagénak fele (76 egység magasan). A
parametrikus vizsgalathoz szilikséges, a tdmadaspontra vonatkozd szoras 5 egység(w=5). Az
elézéekben ismertetett feltételeknek megfelelden a teher tAmadaspontjahoz sziikséges eloszlast
normalis eloszlastiaknak tételezziik fel €s ez alapjan szamitottuk ki az egyes teher eléfordulasi

valosziniiségeket (w,, (j=1,...k=7); (0.0445, 0.1837, 0.7216, 0.1837, 0.0445)). A p

blintetéparaméter értékét dinamikusan valtoztattuk, kiindulasi ért¢k p=1. A p paraméter értéke
p=1.5-ig A=0.1 [épéskozzel noveltiik, majd p=2.5-ig (ami a végso érték volt) mar A =0.25 volt
a ndvekmény. Az iteraciot szabalyzo érték az el6z6 pontban megadott elvek szerint tortént, azaz
a vastagsagi 1épésszabaly max. 5%, térfogat valtozas két iteracids 1épés kozott max. 10% -kal
volt szabdlyozva. A ,,compliance” korlat C=290000. Az elvart valoszinliségi értéket a

q =0.70—-0.85 tartomanyban, 0.05 1épésnoveléssel vettiik figyelembe.
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e
Vit 100 kN
n! 304
4.22 4bra. A tervezési tartomany ¢€s a 4.23 4bra. A konzol analitikusan meghatarozott
peremfeltételek optimalis megoldasa determinisztikus esetben

A 4.23 abran a feladat determinisztikus tamadéaspontot figyelembe vevo analitikus megoldéasa
lathato.

Az egyes abrakon (4.24-4.27 abrak) a sztochasztikus topologiaoptimalas eredményei lathatok.
Az egyes optimalis topologidk kozotti kiilonbségek az elvart valoszinliségek - ¢ =0.70—-0.85 -

okozta hatdst mutatjak meg.

o

=

EN=E

=

4.24 dbra. A konzol optimalis megoldéasa 4.25 4bra. A konzol optimalis megoldéasa

bizonytalan timadaspont esetén (q=0.70) bizonytalan tdmadaspont esetén (q=0.75)

...l....;rl;;:;;;;;;mm:l@;
i
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4.26 abra. A konzol optimalis megoldésa 4.27 abra. A konzol optimalis megoldésa

bizonytalan tdmadaspont esetén (q=0.80) bizonytalan tdmadaspont esetén (q=0.85)

A kapott topologidk megmutatjdk, hogy a terhelés tdmadaspontjdnak bizonytalansaga
befolyasolja az optimalis megoldast, ami felhivja a figyelmet a téma fontossagara. Az elvart
valoszinliség (q) értékének novelése is jelentds valtoztatdst okoz a szerkezeti kialakitasban,

mégha a jelleg valtozatlan tiinik is. Tovabbi optimalis topoldgiak mas dolgozatainkban —Logd
91



dc_805 13

(2010, 2011, 2013), Logo6 és Merczel (2010), Logo, Merczel és Nagy (2011), Logd és Pintér
(2013)- talalhatok.

4.6 Osszefoglalas, tézisek

A fejezet a topologiaoptimdlas alap, illetve bdvitett (tamasz, sztochasztikus terhek)
megfogalmazasanak optimalitasi feltétel (OC) felirasara alapuld modszerét targyalta az elmult 15
¢év kutatasai alapjan. A bemutatott optimalitasi kritériumok ¢&s iteracios algoritmusok alkalmasak
a Prager-i értelemben racsos tipusu szerkezetek topoldgiaoptimalasara, illetve szerkezeti
megerdsitések, tamaszoptimalasi feladatok megoldasara determinisztikus €s/vagy sztochasztikus
terhek esetén. A szamitasi eljaras hatékonysdga mind a CPU id6, mind a memoriaigény
tekintetében 1igen kedvezd. Ellentétben maés szokasos modszerekhez, nem igényli a
mikroszerkezet homogenizacidjat. Alapvetden a modszer egyszerili, nem sziikséges derivaltak
haszndlata a megoldashoz. Az alkalmazhato tervezési valtozok szama tobbszorose a
hagyoméanyos matematikai programozasi feladatokndl el6forduld valtozoszamnak. Az
alkalmazott dupla végeselemes haldzas alkalmas a sakktiblaminta kikiiszobolésére. A sziird
nélkiili megoldasokbol lathatd, hogy a meglévd sakktabla mintazat elhanyagolhatd mérték.
Numerikus kisérleteinkben olyan 1j optimalis topologidkat kaptunk, amelyek a rendelkezésre
allo analitikus megolddsokkal jo egyezOséget mutatnak. A numerikus tapasztalatok alapjan a
blinteté paraméter ndvelésével egy olyan szamitasi technikat sikeriilt megvalositani, amelynek
alkalmazéasaval nem volt sziikség magas biintetOparaméter-értéket hasznalni és a megoldashoz
sziikséges iteraciészam is kisebb. A numerikus megoldasként kapott optimalis topologiak jo
kiindulasi alapként szolgalnak tovabbi kutatasokhoz.

Tovabbi diagramok ¢és mintapéldak talalhaték tobb dolgozatban: Logod (2005a, 2006a, 2007d,
2007¢), Logo (1995a,b, 1999), Logo és Ivanyi (1996), Logd és Ghaemi (2001, 2002, 2003, 2005,
2008), Gaspar, Logo és Rozvany (2002), Rozvany, L6go és Kaliszky (2003), Rozvany, Logo ¢€s
Querin (2004).

A feladatcsoport tovabbfejlesztésén (pl. elére definialt résztartomany esete, tobb tehereset)
kutatocsoportunk mar dolgozik, és eredményeinket publikaltuk, illetve publikalas alatt vannak,
de ezek nem részei jelen dolgozatnak.

Az 4. fejezethez tartozo tézisek a disszertacio mellett a kovetkezo dolgozatokban is

megtalalhatok: Logo (2005a, 2006a, 2007d, 2012).

4. TEZIS
4(a) Topologiaoptiméalashoz determinisztikus tervezési feltételek esetén (beleértve a

megerdsitést is) az optimalitdsi feltétel moddszerének (OC) alkalmazdsaval optimalitasi
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kritériumot adtam az iteraciora alapuld, az optimalis tervezés tamaszoptimaldssal bovitett
matematikai programozasi feladatanak mechanikai modellezéséhez. Az alkalmazott modell, mint
topologiaoptimalési feladat, és a kidolgozott szamitasi eljaras tobb tizezer tervezési valtozod

alkalmazasat teszi lehetové.

4(b) A numerikus kisérletek alapjan megallapitottam, hogy a biintetoparaméter alkalmas
valtoztatasa, az iteracios 1€péskoz szabalyozasa, valamint az optimal6 és a végeselemes eljaras
Osszehangolasa egyrészt a helyes topologia ,kialakuldsat”, masrészt Iényegesen kisebb

iteraciészamot eredményez.

5. TEZIS
5(a) Kidolgoztam a topologiaoptimalas optimalasi feltétel modszerén alapuldé mechanikai
moddszert valoszinliségi valtozokkal adott tehernagysdg esetére. Megadtam az iterdcios

algoritmus alapjat ado, tarcsavastagsagot meghatarozé optimalitasi kritériumot.

5(b) A mechanikai modellt kiterjesztettem a bizonytalan tamadasponta terhekkel valo tervezés
feladat esetére is. Megmutattam, milyen modositadsok sziikségesek a tehernagysagot figyelembe
vevl tervezési modellhez képest az iteracios algoritmus alapjat képzé optimalitasi kritérium

megadasanal.
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