Valasz Dr. Bir6 Andras birdlatara

Mindenek el6tt szeretném megkoszonni Biré Andrasnak a benyujtott MTA doktori
értekezésem pozitiv megitélését és tamogatasat. A birald két kérdést tett fel a biralataban.

Az 1. kérdés, és a ra adott valasz

»Adhato végiil is sziikséges és elégséges feltétel arra, hogy adott G, bindris rekurziv nem
degenerdlt sorozat (a D > 0 esetben) mikor tartalmaz végtelen sok diofantikus hdrmast?
Az ugyanis vildgos, hogy a 12. Tétel sokat elmond eqy olyan G,, sorozatrol, amely végtelen
sok diofantikus harmast tartalmaz, de legaldbb is explicite nincs kimondva G,,-re vonatkozo
sziikséges €s elégséges feltétel.”

A 12. Tétel (melynek jeldléseit hasznéljuk a vélaszban) sziikséges feltételt ad egy po-
zitiv diszkriminansi nem degeneralt binaris rekurziv G, sorozattal kapcsolatban arra,
hogy végtelen sok diofantikus harmas létezzen a sorozat értékeivel. A tétel jelenlegi
formajaba valéban nem ad elégségességet is. Legyen példaul = —1,0 =1, vy = a = 2
(azaz ya négyzetszam). Itt jegyezziik meg, hogy a sorozat karakterisztikus polinomjanak
a # [ gyokei mellett a sorozat kezdGelemei hatarozzék meg a

(G — BGo)a™ — (G1 — aGy) "
a—pf

explicit formuldt, azaz a kezdéelemek alkalmas megvalasztasaval (és a gyokok isme-
retében) gyakorlatilag barmely « és 0 ,, bedllithat6” a

G, =

Gn= ,yan + 05"

formuldban. (Ha = —1és § = 1, akkor Go = v+ 1 és G; = ya — 1.) Folytatva a
példét, vildgos, hogy ekkor G,, = 2" 4 (—1)". Tegyiik fel, hogy §3° = 63¥ = 63 = 1.
Kovetkezésképpen z, y és z mindegyike paros. Masrészt az

o z+1
ab = 277,

_ y+1
ac = 277
be = 271!

egyenletrendszernek nincs megfelel6 pozitiv egész megoldasa, hiszen a, b és ¢ mindegyike
kettd hatvany kell, hogy legyen, de a hatvanykitevék paronként vett osszege nem lehet
mindhérom esetben paratlan.
A példa arra is ramutat, hogy az elégséges feltételhez milyen pontositast kell tenni
az (i) esetben. Megtartva a § € {x1}, § € {£1}, a € Z, v € Z, 68% = §pY = 1
kovetkeztetéseket, a modositott allitas a kovetkezo.
(i*) 68* = 1. Ekkor
o f=1,0=1esetén v vagy ya négyzetszam,
o = —1,0=1 esetén v négyzetszam,



o 0 =—1,0=—1 esetén ya négyzetszam.

A harom koziil vizsgéljuk meg részletesen a kozépso esetet (a mdsik ketté hasonléan
kezelhetd), amely kapcsolodik a kordbban emlitett ellenpélddhoz. Elotte megjegyezziik,
hogy f € {£1} és § € {£1} elvileg a G,, = va™ £+ (£1)" négy esetet teszi lehetdvé,
amelybol G,, = ya™ — 1 lehetetlen, mert ellentmond pl. §3Y = 1-nek. A mésik harom eset
generalja a pontositas harom agat.

Legyen ~ a pozitiv v; egész szam négyzete, tovabba vegyiink tetszoleges, azonos pa-
ritdast 0 < u < v < w egészeket (ami végtelen sok féle képpen megtehets). Ekkor az

u v w
a="ma, b:’71a7 =N«
harmas nyilvanvaléan kielégiti az

ab+1 = ~vya*+1,
ac+1 = ~a¥+1,
bc+1 = ~a®+1

egyenletrendszert, hiszen a kozos paritds miatt * = v+ v, y = u+w és 2z = v + w
mindegyike paros lesz.

A 12. Tétel (ii) esetét is pontositani kell az elégségességhez. Sajnos meglehetésen
szétagazd és mesterséges esetekhez jutunk, melyekbdl egyet részletesen kidolgozunk.

Elészor vegyiik észre, hogy a 6% = —1 feltétel (azzal egyiitt, hogy 65% = §pY = 1)
mar csak a G, = ya" £ (—1)" lehetéségeket adja. Ha 04 = —1 és © = 0, akkor
G, = va" — (=1)", ha §8* = —1 és x = 1, akkor G,, = va" + (—=1)" teljesiil. A
kovetkezokben ezen két eset szétvalasztasa adja a modositas alapjat.

Legyen x = 0, ekkor az

ab = v—2,
ac = ~ya?,
bc = ~a

rendszer vizsgalatahoz jutunk, ahol y és z paratlanok. Egyrészt
Ya¥t® = abc? = (v — 2)c,

masrészt ged(vy,7 — 2) = 1 vagy ged(y,v7 — 2) = 2. A két lehetséges esetbdl tekintsiik
az elsot. Ekkor v paratlan, tehat a és b is. Ebbdl kovetkezik, hogy « is paratlan, mert
kiilonben ya¥-ban és ya®-ben a 2 méas-mas kitevén jelenne meg. Vegyiik észre, hogy most
72 | ¢?, azaz ¢ = vh. Az el6bbi egyenletrendszer 1j forméja

ab = ~v—2,
ah = oY,
bh = o°.

Ez azt jelenti, hogy a, b és h primfelbontasaban is csak a primtényezoi fordulhanak eld.
Legyen

a:p?“‘pgs7 (Q#pzepv Ti>0)7

2



tovabba
a=pi"opl, b=peep h=piteepls (aibihi 2 0).
Az egyenletrendszer masodik és harmadik egyenletét felhasznalva, a primfelbontasokbol
a; + h; =ry, bi+h;=rz (1=1,...,5s)

adddik, azaz z —y = (b; — a;)/r; teljestil minden i-re. Ha rogzitjiik a z — y kiilonbséget,
akkor elegendd végtelen sok y megoldast garantalni. Legyen d = z — y, ahol d paros. A
sorozat kezdGelemeinek bedllitasaval elérhet6, hogy v = ab + 2 legyen. A fentiek alapjan
a 12. tételben szerepld (ii) egy médositasa a kdvetkezo.
(ii*) 4% = —1. Ekkor z € {0,1}.
Ha z = 0 akkor
ea=pi"'-ps (2#p; €P, r; > 0) esetén
a=pi" - pe, (a; > 0),
b=ph - p, ahol b; = a; + dr;, (d paros),
v =ab+ 2,
¢ =h, ahol h = p{"¥™" - .. pls¥=9%  (y > vy, tetszOleges paratlan egész).

Vildgos, hogy (ii*) most mar elégséges is, hiszen

ab = v—2,

ac = piteoplapytT gt =y (py - pl)! = e,

be = piteephe e ypt T plaY T = gp T preytbemas
= 7 pl) = a,

ahol y tetszlOleges paratlan szam, z = y + d szintén paratlan.

Tovabbi feltételrendszert kapunk ha hasonlé médon attekintjiik a paros y esetét, illetve
utana kiilon megvizsgaljuk z = 1 kovetkezményeit.

A 2. kérdés, és a ra adott valasz

A D <0 esetben létezik-e valamilyen részeredmény vagy sejtés arra, hogy egy bindris
rekurziv sorozat mikor tartalmaz végtelen sok diofantikus hdrmast?’

A sejtés az aldbbi.

Sejtés. Ha a {G,} sorozat karakterisztikus polinomjdnak D diszkrimindnsa negativ, akkor
az

ab+1 = Gy,
ac+1 = Gy, (1)
bc+1 = G,

egyenletrendszernek az 1 < a < b < c egészekben és x,y, z nemnegativ egészekben véges
sok megoldasa van.

A sejtés két pilléren alapszik. Elséként idézziik fel, hogy D > 0 esetén akkor volt
végtelen sok megoldas, ha a sorozat tagjaira vonatkozé explicit formulaban a 638" tag



végtelen sokszor allitotta el6 az l-et. Ez D < 0 mellett is elérheté tgy hogy v = £1
helyett valamely mas egységgyokkel lesz egyenld. Ismert, hogy az 22 — Az — B = 0
méasodfoki egyenlet € egységgyok megoldasai (ha A és B egészek) az aldbbiak lehetnek:

1+4V3

e € {#1, i, +o, £0*}, ahol o= R

Mivel a karakterisztikus polinom egészegytitthatos, igy a masik gyoke az elobb felsoroltak
komplex konjugaltja lesz, amely ugyanazt a halmazt adja. Igy osszesen 3 1ij sorozat johet
széba 12 — Az — B = (z — ¢)(z — £) alapjdn, mégpedig

o (v —i)(x —1i) =2+ 1 szerint G, = —G,,_,
° (,I — Q)(x — @) = 1‘2 —x + 1 szerint Gn = Gn—l - Gn—27
° (x _ 92)@ — @2) =22 4+ x + 1 szerint G,=—-Gn1 —Gpo.

Mindharom sorozat tetszoleges kezdéelemekkel indulva periodikus, a periodushosszak
rendre 4, 6, és 3, tehdt (1)-nek nem lehet végtelen sok megoldasa. Vegyiik egytuttal észre,
hogy a fenti sorozatok degeneraltak, hiszen k-adik egységgyokok hanyadosa is k-adik
egységgyok.

A sejtés megerOsitését szolgaljak a szamitogéppel végzett numerikus kisérletek is.
Egyik ilyen vizsgalat mindosszesen 2 diofantikus harmast talalt az 3 < A < 14, =50 <
B < —A?/4 intervallumban, a sorozatok elsé 200 tagjat vizsgdlva a Gy = 0, G; = 1
kezdGelemekkel. Mindkét megoldasra a tagabb 1 < a < b < ¢ feltételekkel bukkantunk:

e (A, B)=(3,-4), (a,b,c) = (1,2,2), (z,y,2) = (2,4, 3),
e (A, B)=(4,-6), (a,b,c) = (1,3,3), (x,y,2) = (2,5, 3).

A vizsgalatot elvégeztiik tobb mas véletlenszertien valasztott megfelel6 (A, B) parra
is, a sorozat els6 1000 tagjat tekintve, tovabbi megoldast nem talaltunk.

Szalay Lészlo



