Valasz Dr. Hajdu Lajos biralatara

Mindenek el6tt szeretném megkoszonni Hajdu Lajosnak a benyujtott MTA doktori
értekezésem részletes elemzését, és palyazatom pozitiv megitélését. A biralé az alabbi
kérdést tette fel a biralataban:

, Ldt-e a palyazo lehetoséget arra, hogy a T leképezéshez hasonlo leképezések mds rokon
jellegti problémak, egyenletek esetén is haszndlhatok lehetnek?”

A 2" + 2™ 4+ 1 = 22 egyenlet megolddsaban kulcsszerepet jatszott a 7-val jelolt transz-
formacio, amely az egyenlet egyik megoldédsat egy téle kiilonbozé megoldésba vitte at. A
leképezés tulajdonsagai lehetové tették, hogy a kérdéses egyenlet vizsalata — kissé szokat-
lan médon — egy két egyenletbdl all6 egyenletrendszer vizsgalataval valt helyettesithetové.

Ugy gondolom, hogy vannak tovabbi polinomialis-exponencialis diofantikus egyenle-
tek, melyek kezelhetdk, vagy amelyeknél felvethet6 a 7 transzformacié alkalmas valtoza-
tanak hasznalata. Hérom problémaéat emlitek meg, melyek kozil az elsot részletesebben
kifejtem.

1. Tekintsik a
2" —3.2" 49 = o’ (1)

egyenletet, melynek nyilvanvaléan végtelen sok nemnegativ egész megoldédsa van:
(n,m,x) = (2t,t + 1,]2" — 3|), teN. (2)

Emellett még (n,m,x) = (6,3,7) is kielégiti az egyenletet (tehat most is 1étezik egy spo-
radikus megoldés), ezzel ténylegesen megadtuk a megolddsok teljes halmazét. Vazlatosan
tekintsiik at ennek igazoldsat.

Nyilvan nem okoz gondot (1) vizsgalata n < m esetén, ezért feltehetjiik, hogy n > m.
Kis m értékekre (1) most is konnyen kezelheté Beukers 28 + D = u? egyenletre vonatkozé
korlatjaval. A tovabbiakban legyen m > 3. Vegyiik észre, hogy az egyenletet modulo 3
tekintve a kvadratikus maradékok miatt m mindenképpen péaros. Igaz tovabba, hogy x
paratlan. Az aktudlis 7 transzformacié a
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egyenloség négyzetre emelésébol olvashato ki, és ugyanolyan tulajdonsagokkal rendelkezik,
mint a disszertaciéban szereplé cikk esetén. Kovetve annak vezérfonalat, belathatd, hogy
a

2" —3.2m49 = g?
2n+d_3_2m+d+9 — y2 (3)

rendszerbdl szarmazo
24 (2? —9) =y* - 9



egyenletnek paratlan x, paratlan y, és d > 0 egészekben egyetlen megoldésa létezik paros d
esetén, mégpedig (x,y,d) = (7,13, 2), amely rdaddsul nem jelenik meg (2)-ben. Valéban,
ebbdl szarmazik a (3) egyenletendszer

(n,m,d) = (6,3,2) (4)

megoldasa. Itt eltérés van a referencia cikktél, ahol nem volt ilyesfajta megoldas. Azaz
most elvileg el6fordulhat, hogy harom kiilonb6z6 megoldas is ugyanabba a megoldasba
megy at 7 hatdsara, koztitkk pontosan egy helyen paros (pontosabban 2) a kitevok kiilonb-
sége. Figyelembe véve (4)-et, a harmas

2" —3.2m 49 = g?
2M —3.2M 49 = 7
2" —3.2M 49 = 2

egyenletrendszerben szereplo kitevokre vonatkozo lehetéségek a
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tablazatban vannak felsorolva. Hamar kideriilt, hogy I., II. és III. egyike sem ad a
feltételeknek megfelelé megoldast. Ezzel az egy adott megoldasba mend harom kiilonb6z6
megoldas elvi lehetdségét elvetjik.

Tehat paratlan d mellett

2" —3.2mM49 = g2
2n+d_3'2m+d+9 — y2

valamelyik egyenletét a végtelen megoldashalmaz egy megoldasa kell, hogy kielégitse. Az
n=2(m-—1)én+d=2(m+d—1) esetek mindegyike az n = 2m + d — 2 feltételt adja
a kisebb megoldas nagyobb kitevojére. Ez ellentmondasra vezet, hiszen most d paratlan,
az n kitevonek pedig parosnak kellene lennie.

Bizonyos esetekben — analég mdédon — kezelhetének tiinik a 2" — o - 2™ + o? = 22
egyenlet is adott pozitiv, paratlan a mellett.

2. Hasonldan vizsgalhato a
2" +3-2" 4+ 9 =22 (5)

egyenlet, ha n > m teljesiil. Ekkor igazolhatd, hogy az (n,m,z) = (2¢t,t + 1,2" + 3)
megoldéascsalad mellett 1éteznek még az

(n,m,x) =(2,0,4), (6,5,13), (8,3,17)



egyedi megoldasok. (5) esetén a gondot az n < m tényleges lehetéség okozza, melynek
kezelése egyenlore nem ismert. Numerikus vizsgalatok azt sejttetik, hogy ezen az dgon
csak az

(n,m,z) = (4,5,11), (6,8,29), (6,13,157)
megoldasok fordulnak el6.

3. A 7 transzformécié alkalmazasara van esély a
3" 43"+ 3 +1 =21 (n>m>1(>0)

egyenlet vizsgalatanal is, hiszen

3 1 qt\3
(3n_m“)3:(w T 3)

generdlja a 7(n,m,{) = (3n — 3m,2n — 2m + 1,n — m + 1) transzformdaciét. Sajnos a
felmeriil6 technikai problémak egyenlore til sok nehézséget okoznak a siker eléréséhez.

Osszefoglalva, 14tok néhdny tovabbi lehetéséget a 7 transzformécié alkalmazasara.

Szalay Laszl



