Opponensi vélemény
Szalay Laszlé6 MTA doktori disszertaci6ojarol

Szalay Laszlo disszertaciojaban a diofantikus szamelmeélet, ezen beliil el-
sGsorban a polinomialis-exponencialis egyenletek teriiletére esé problémakat
vizsgal. Mar eloljaroban elmondhato, hogy a vizsgalt problémakorok egyrészt
a téma klasszikus, sokak altal vizsgalt kérdései kozé tartoznak, masrészt, tobb
esetben az eredmények a diofantikus egyenletek teriiletén tilmutato alkalma-
zasokkal rendelkeznek. A bizonyitasok héttere igen véltozatos: tobb helyen
elemi, egyéni, Otletes konstrukciokkal talalkozunk, mig méashol mély eszko-
z0k (altér tétel, Baker-modszer) érts, konstruktiv alkalmazéasara keriil sor.
Az értekezésben szerepl eredmények uttors jellegtiek: szinte kivétel nélkiil
a palyazo (illetve tarsszerzéi) olyan jellegli eredményeirsl van szo, amelyek
(jol beagyazottsaguk mellett) 0j kutatasi irdanyokat nyitottak, és melyekhez
publikalasuk 6ta szamos szerzé kapcsolddott.

Az értekezésen végigfutd {6 motivum (alapegyenlet) altalanos alakja a
kovetkezs. Legyenek wuy, ..., ug és &, ..., & rogzitett egészek, p(Xy,..., X})
pedig egy adott egészegyiitthatés polinom. Tekintsiik az
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egyenletet, ahol nq, ..., n; ismeretlen nemnegativ egészek, z1, ..., x; pedig is-
meretlen egészek. Az (1) egyenlet egy tigynevezett polinomialis-exponencialis
egyenlet. Erdemes megemliteni, hogy ez az egyenlet teljes altalanossagban
a teriileten rendelkezésre allo6 szamos mély modszer ellenére sem kezelhetd.
Példaul még abban a speciélis esetben, amikor a p polinomot azonosan 1-
nek valasztjuk, és £ > 3, sem ismert korlat az nq,...,n; kitev6k nagysa-
gara, csupan az (ng,...,n,) megoldasok szama korlatozhato. (Az utébbi
korlat levezetése mély diofantikus approximacios eszkozok, példaul az altér
tétel hasznalatat igényli; kapcsolodd eredményekért példaul Evertse, Gyéry,
Schimdt, Schlickewei, Siegel tételeit emlithetjiik.)

Mint ahogyan az az értekezésbdl is kideriil, szamos diofantikus jellegti
probléma redukalhato (1) alakt egyenletre: példaul adott darab szamjeggyel
felirhato hatvanyok, vagy rekurziv sorozatok polinomértékei, de tobb klasszi-
kus, sokak altal vizsgalt, onmagéban érdekes diofantikus egyenletet is emlit-
hetnénk. Egy ilyen példa az ugynevezett Ramanujan-Nagell egyenlet. Ra-
manujan fogalmazta meg azt a sejtést, mely szerint az
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polinomiélis-exponencialis diofantikus egyenlet csupan az
(x,n) = (1,3), (3,4), (5,5), (11,7), (181,15)

megoldasokkal rendelkezik. Ezt a sejtést Nagell igazolta. Kés6bb az egyenle-
tet altalanositottak, és azt szamos szerzd (koztitk példaul Beukers, Brindza,
Bugeaud és Cohn) vizsgalta.

Ahogyan az a fentiekbdl is lathato, illetve a részletes értékelésbdl is kideriil
majd, a disszertacio témakore a diofantikus egyenletek elméletének homlok-
terébe tartozik. Az alabbiakban az értekezés témakoreit kovetve adom meg
részletes véleményemet.

A disszertacio két fejezetre bonthato. Az els§ fejezetben az (1) tipust
egyenletre vezet6 problémakrol, a masodikban (1) tipust egyenletekbdl allo
egyenletrendszerekre redukéalhaté problémakrol van sz6. A disszertacioban
els6ként érintett kérdéskor négyzetszamok diadikus reprezentaciojaval
kapcsolatos. Pontosabban, Szalay Laszlo (az (1) egyenlet specialis eseteként)
a
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egyenletet tekinti, ny, ..., ng, r ismeretlen nemnegativ egészekben. A kérdés-
rél illetve a probléméarol kiilonos részletességgel szolok, mivel ezt tartom a
palyazo legszebb, legnagyobb hatési és legtjszertibb eredményének.

A problémakor klasszikus eredményeken alapul. Régota ismert, hogy a
2m + 1 = 22 egyenlet egyetlen megoldasa (ni,z) = (3,3). Tovabba, Lebes-
gue mar 1850-ben megmutatta, hogy a 2™ — 1 = 22 csupan az (ni,z) =
(0,0), (1,1) megoldasokkal bir. Vilagos, hogy a mar emlitett Ramanujan-
Nagell egyenlet is szoros kapcsolatban &all a vizsgalt egyenletcsaldddal. Emel-
lett példaul Rotkiewicz és Zlotokowski is vizsgalt hasonlo jellegii kérdéseket.

Szalay a probléméat haromtagi Osszeg esetében vizsgélja, azaz a
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egyenletet tekinti. Innen egyszerd megfontolédsokkal a
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egyenletekhez jutunk. A masodik egyenlet konnyen kezelhetd (példaul azt
modulo 4 tekintve, azonnal min(n,m) < 1 adodik). Az elsé egyenlet a Le-
besgue altal vizsgalt egyenlethez képest latszolag ,,csupan” egy exponenciélis
tag betoldasat jelenti. Valojaban ez azonban nagyon nagy jelentGségi 1épés:
mind az eredmény sulya, mind a bizonyitas nehézsége jelentGsen megné. (A
ma rendelkezésre all6 modszerekkel Lebesgue eredménye tobb médon is egy-
szertien adodna.)



A fenti els6 egyenlet (az elGjelek megvélasztasa szerint) négy esetre bomlik
(a disszertacio 1., 2. és 3. tételei). A 2" + 2™ — 1 = 2% egyenletek modulo 4
trividlisak, a 2" — 2™ 4+ 1 = 2% egyenlet megoldasai pedig Beukers egy mély,
Ramanjuan-Nagell tipusi egyenletekre vonatkozo tételének alkalmazésaval
adodnak. Merében més a helyzet a
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egyenlettel. (Amely a korabbiak fényében tugy is interpretalhato, hogy a
diadikusan felirva haromjegyi négyzetszamokat keressiik.) Ez az egyenlet a
végtelen

(n,m,z) = (2t,t + 1,2 +1) (t>1)

megoldascsaldad mellett az
(n,m,z) = (5,4,7),(9,4,23)

megoldasokkal rendelkezik. Ennek igazoldsara azonban semmilyen ismert
eszkoz sem all rendelkezésre, a standard, mély (vagy éppen elemi) eszk6zok
nem alkalmazhatok. A (2) egyenlet kezelésére Szalay Laszlo egy szellemes,
a hasonlo6 jellegti diofantikus egyenletek esetében merében szokatlan eszkozt
hasznél. Nevezetesen, a végtelen megoldascsalad tagjait szabéalyosnak, a két
specialis megoldast kivételesnek nevezve, egy olyan 7 leképezést ad meg (2)
(n,m) megoldasainak halmazan, amely minden megoldast szabalyos megol-
désba visz. A 7 tulajdonsagait vizsgalva majd azokat kihasznalva, sikeriil
olyan egyenletrendszerre redukalnia a probléméat, amelyet Beukers egy mély
diofantikus approximécios tételével mar kezelni tud. Ezt a bizonyitast rend-
kiviil otletesnek, szellemesnek és djszertinek tartom, amely a problémakor
alapos és mély érts ismeretérdl is tantuskodik.

Ezen a ponton egy kérdést is megfogalmazok. Lat-e a palyazo lehetdséget
arra, hogy a 7 leképezéshez hasonlo leképezések mas rokon jellegii problémak,
egyenletek esetén is hasznalhatéak lehetnek?

Az eredmény hatésa, utoélete is figyelemre méltdé. Megjelenése ota sza-
mos szerzd nyert kapcsolodd eredményeket, elismerve Szalay tételének attors
voltat. Ezek az eredmények részben a 2 primet egy paratlan p primmel he-
lyettesitik, vagy 22 helyére keriil magasabb fokt hatvany. A hivatkozo szerzék
kozott példaul Luca, Maohua Le, Bennett, Bugeaud, Mignotte és Ward sze-
repel, de Szalay eredménye utat talalt Guy hires, szamelméleti problémakat
taglalo konyvébe is.

A disszertacioban masodikként targyalt problémat az
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alakt egyenletek megoldasa jelenti, ahol a, b régzitett pozitiv egészek, n, x pe-
dig ismeretlen nemnegativ egészek. Vilagos, hogy a fenti egyenlet (1) specialis
esetének is tekinthets. Ugyanakkor a kérdés tigy is interpretalhato, hogy két
masodrend linearis rekurziv sorozat n-edik tagjainak szorzatai kozott (avagy
egy negyedrendii lineéris rekurziv sorozatban) keressiik a négyzetszamokat.

A rekurziv sorozatokban taldlhato teljes hatvanyok irodalma rendkiviil
gazdag. Az altalanos esetben Pethd, illetve téle fliggetleniil Shorey és Stewart
adott fels6 korlatot egy rekurziv sorozat hatvanyértékeire. Specialisan a Fi-
bonacci sorozatban (t6bb korébbi részeredmény utéan) Bugeaud, Mignotte és
Siksek hatarozta meg az 0sszes teljes hatvanyt, a modern, mély és nagyhatasi
modularis modszer segitségével.

Szalay (részben szerzdtarsakkal) meghatéarozza (3) Osszes megoldasat, a, b
bizonyos specialis megvalasztasai mellett (a disszertacio 4., 5., 6., 7., 8.
és 9. tételei). Fontos megemliteni, hogy az els§ eredmények (melyek az
(a,b) = (2,3) és (2,5) esetekre vonatkoznak) a palyazé 6nallo tételei, igy a
téma kezdeményezése egyértelmiien az 6 érdeme. Az eredmények bizonyitasé-
nak hatterében valtozatos elemi eszkozok (példaul a Legendre-szimbolum és
kongruenciak) és mély modszerek (példaul a Pell egyenletek és a Ljunggren-
tipusu egyenletek elmélete) allnak. A tételek levezetése korantsem automa-
tikus, ez az emlitett modszerek érté kombinalésat igényli.

Az eredmények segitségével Szalay itt is egy 1j kutatasi irany nyitott meg,
melyhez szédmos szerzé, koztiik példaul Peths, Luca, Walsh, Cohn, Maohua
Le, és Corvaja és Zannier kapcsolodott. Megemlitendd, hogy Corvaja és Zan-
nier részben e kérdéskor segitségével mutatta be nagyhatéasi, mély ineffektiv
eredményeik széleskori alkalmazhatosagat.

A disszertacioban harmadikként targyalt probléma linearis rekurziv
sorozatokban eléforduld tovabbi polinomértékekre vonatkozik. Nevezetesen,
Szalay bemutatja modszerét (lasd a disszertacio 10. tételét), amely lehet6vé
teszi az (g) polinom értékeinek meghatarozéast bizonyos emlitett tipust so-
rozatokban. Ez a kérdés is jol illeszkedik a korabbi irodalomhoz, példaul
Mordell vizsgalt hasonlo jellegli kérdéseket. A palyazo tjszerd eljarasa, a
vizsgalt rekurziv sorozat esetében lehetévé teszi a kérdés redukciojat ellipti-
kus egyenletekre, amelyek (példaul Gebel, Pethd és Zimmer nevezetes mod-
szerének segitségével) mar jol kezelhetGek. A modszer hatékonységat Szalay
nevezetes sorozatok segitségével (a Fibonacci, Lucas és Pell sorozaton keresz-
tiil) illusztralja (a disszertacio 11. tételében).

Ehhez a kérdéskorhoz is tobben csatlakoztak, megemlithetjiik Kovacs,
Tengely valamint Luca és Szalay eredményeit.

A disszertacio masodik fejezetében ugynevezett diofantikus halmazok ke-
riilnek teritékre. Pozitiv egész szamok egy {aq, . .., a,, } halmazat diofantikus
halmaznak nevezziik, ha ¢ # j esetén a;a;+1 négyzetszam. (A kérdés a racio-
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nalis szamok korében is érdekes, de erre most nem tériink ki.) A diofantikus
halmazok problémakore nagyon messzire nyulik vissza: Diofantosz vizsga-
latai mellett Fermat eredményeit is megemlithetjiik. Emellett a probléma
modernkori elmélete is rendkiviil gazdag; példaul a nevezetes, nagy hatasu
Baker-Davenport lemma is egy kapcsolodo kérdés vizsgalatakor keletkezett.
Kiemelkeds eredményként megemlitjiik Dujella szép tételét, miszerint nincs
hatelemi diofantikus halmaz, és az otelemi diofantikus halmazok szama vé-
ges. Valojaban egy standard sejtés szerint nincs Stelemd diofantikus hal-
maz (de négyelemtd diofantikus halmazbol végtelen sok ismert). Koénnyen
lathato, hogy a diofantikus halmazokat jellemz6 egyenletek felfoghatok (1)
alakt egyenletekbdl allo egyenletrendszerként.

A disszertacioban negyedikként targyalt probléma azon diofantikus
jellegii A halmazok jellemzése, melyeknél az A kiilonb6z6 elemei szorzata-
nak 1-gyel megnovelt értékei egy adott masodrendt linearis rekurziv sorozat
tagjai. Szalay (és tarsszerzdi) munkaja nyoméan kidertil, hogy ebben az eset-
ben a haromelemi halmazok jelentik az érdekes objektumokat. Két kérdés
adodik természetes modon: melyek a végtelen sok fenti jellegti diofantikus
hérmast lehetévé tevs sorozatok, illetve adott sorozat esetén hogyan lehet
meghatarozni a sorozathoz tartozo osszes diofantikus harmast. Az els6 kér-
déssel kapcsolatban bizonyos technikai (példaul nemdegeneraltsagi) feltétel
mellett Szalay (Fuchs-szal és Lucéaval kézosen) megmutatja, hogy csak spe-
cidlis sorozatokhoz tartozhat végtelen sok diofantikus harmas (12. tétel). A
bizonyitas technikas és komplikalt, szamos modszer, tulajdonséig, észrevétel
ért6 alkalmazasara és Otvozésére van sziikség. A vezérfonalat az altér té-
tel jelenti. Ezen tul, Szalay (Lucéaval illetve Irmakkal k6zosen) megmutatja,
hogy a Fibonacci-sorozathoz, illetve bizonyos feltételeknek eleget tévé Lucas-
sorozathoz nem tartozik diofantikus harmas. Ezek az eredmények is 0j (bar
egyelére nem tilsadgosan messzire nyild) kutatasi iranyt nyitottak.

Legyen S primszamok egy véges halmaza. Ekkor egy s racionalis szamot
S-egységnek neveziink, ha s szdmlaloja és nevezgje is csupan S-beli primek-
kel oszthatd. A disszertéacioban 6todikként targyalt probléma azokra a
diofantikus jellegti (pozitiv egészekbdl 4ll6) A halmazokra vonatkozik, ahol az
A kiilonb6z6 elemei szorzatanak 1-gyel megnovelt értékei S-egységek. Amint
az Szalay (és Ziegler) eredményeibdl kideriil, ebben az esetben a négyelemti
diofantikus jellegii halmazok kérdése az érdekes. Az eredmények ismertetése
el6tt megemlitjiik, hogy ez a kérdéskor is jol beagyazott. Példaul Gyéry,
Sarkozy és Stewart egy sejtése szerint, melyet késébb Corvaja és Zannier il-
letve t6liik fiiggetleniil Hernandez és Luca igazolt, (ab + 1)(ac + 1)(be + 1)
legnagyobb primfaktora végtelenhez tart, amennyiben max(a, b, ¢) tart a vég-
telenbe.

A disszertacioban bemutatott eredmények arra az esetre vonatkoznak,



amikor S kételemii. Szalay elGszor egy sejtést kozol (15. sejtés), mely szerint
S = {p,q} esetén nincs S-hez tartozo diofantikus négyes. A 16. és 17.
(Zieglerrel kozosen nyert) tételek ezt a sejtést igazoljak, bizonyos p-re és g-ra
rott feltételek mellett. Az eredmények bizonyitasa soran Stewart és Tijdeman
egy modszerének és a Baker-modszer éles, modern (Matveev illetve Laurent,
Mignotte és Nesterenko nevéhez fiiz6ds) valtozatanak kombinélasa all.

Osszegzésként, véleményem szerint Szalay Laszlo disszertaciojaban tbb
érdekes, szamos neves matematikus altal vizsgalt, klasszikus kérdésekhez ko-
t6d6 problémat targyal a polinomialis-exponenciélis diofantikus egyenletek
teriiletén. A bemutatott eredmények fontosak, érdekesek, tjak, azok az iro-
dalomhoz jol illeszkednek, valamint jelentés elérelépést hoznak, illetve 1j ira-
nyokat nyitnak a vizsgalt teriileteken. Kiilonosen érdekesnek és értékesnek
itélem a (2) egyenlettel kapcsolatos eredményeket, illetve az ott bevezetett
ujszert, szellemes Otleteket. A védés kittizését és az MTA doktori cim oda-
itélését hatarozottan tamogatom.

Debrecen, 2015. februér 26.
(Hajdu Lajos)
az MTA doktora



