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az
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doktori Kutatási pályázatok (15-3002-57 2007-ben, 15-3210-02 2008-ban) kapcsán. Je-
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2.2.1. A skalár karakterisztika mérése . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
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5.3. Háromfázisú transzformátor modellezése . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
5.4. Modellmotor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
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1. fejezet

Bevezető

1.1. A kutatás előzménye

A disszertáció középpontjában a ferromágneses anyagok hiszterézis karakterisztiká-
jának mérése, modellezése és villamosmérnöki tervezésbe történő átültetése áll. A hisz-
terézis karakterisztikával jellemzett rendszer egy bonyolult nemlineáris és többértékű
kapcsolatot realizál a rendszer által modellezett mérnöki objektum bemeneti és kimeneti
jele között. Ferromágneses anyagok esetén a mágneses térerősség és a mágneses in-
dukció között fennálló kapcsolatot kell modellezni. A matematikai és a villamosmérnöki,
valamint az informatikai alkalmazások szempontjából a modell egy fekete doboz, amely-
nek bemenete és kimenete között a kapcsolatot a hiszterézismodell ı́rja le. A mágneses
anyagok viselkedésének léırása ugyanis többféleképp is megtehető. A fizikusok számára
érdekes lehet az anyag belsejében lejátszódó mikromágneses hatások vizsgálata, azok mo-
dellezése; matematikailag a hiszterézis egy bonyolult nemlineáris operátor; villamosmér-
nöki oldalról pedig egy eszköz, amellyel a bonyolult bemenet-kimenet kapcsolat léırható,
s a modell tervező rendszerekhez illeszthető. A dolgozatban ezen utóbbi szempont szerint
foglalkozom a hiszterézis modellezésével.

A modell feléṕıtéséhez, identifikációjához és validációjához elengedhetetlen a jelenség
laboratóriumi körülmények között történő vizsgálata. A számomra fontos makroszko-
pikus kapcsolat a mágneses térerősség és a mágneses indukció között számos jól is-
mert eljárással vizsgálható. A skalár hiszterézis karakterisztika felvételére egyik el-
terjedten alkalmazott mérési eljárás toroid alakú tekercset alkalmaz. Munkám során
én is a toroid transzformátort alkalmaztam. A szabványban (IEC 404-2) is rögźıtett
Epstein-keret is a skalár karakterisztika vizsgálatára alkalmas. Skalár karakterisztika
esetén a feltételezés az, hogy a mágneses térerősség és a mágneses indukció vektorok
egymással párhuzamosak. Ez azonban számos, gyakorlatban is előforduló elrendezés
esetén nem igaz. A legtöbb, ipari körülmények között előforduló probléma bonyo-
lult alakzatokat tartalmaz. Például a villamos gépek hornyaiban a geometria miatt a
mágneses térerősség és a mágneses indukció között nagyon bonyolult kapcsolat áll fenn,
az E-I lemezekből feléṕıtett transzformátorok sarkokat tartalmaznak, ahol a kialakuló
mágneses tér iránya megváltozik követve a vasmag alakját. Minden elrendezés alap-
vetően háromdimenziós, ahol a mágneses tér alakulása nehezen számı́tható. Ezen okok
vezettek el az ún. vektoriális hiszterézis karakterisztika méréséhez és modellezéséhez.
Az utóbbi egy-két évtizedben számos mérési elrendezés készült a jelenség vizsgálatára
a legkülönfélébb alakú próbatestekkel és mérési technikákkal. A mérési eljárások közül
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egyet én is megéṕıtettem, melynek tervezése és anaĺızise során a korszerű tervező tech-
nikákat alkalmaztam, s amelyet a dolgozatban részletesen bemutatok.

A hiszterézis jelenségének modellezése több módszerrel is végezhető. A Stoner–
Wohlfarth-modell egy mágneses részecske viselkedését ı́rja le és a részecskére feĺırható
energia minimalizálásából indul el. Alkalmas a skalár jelenség és a vektoriális viselkedés
modellezésére is, és a mágneses részecskék sokaságából feléṕıtett rendszer bonyolultabb
folyamatok léırására is használható. A Jiles–Atherton-modell egy paramágneses mo-
mentum viselkedésének léırásából indult el, s számos módośıtás után alkalmassá tették a
ferromágneses hiszterézis modellezésére is. A Preisach-féle hiszterézismodell talán a leg-
elterjedtebben alkalmazott technika a villamosmérnöki alkalmazások világában, magam
is ezen modellt használom a munkám során. Ezeken ḱıvül számos egyszerűbb modell is
létezik, mint például a Rayleigh-modell, a Frölich-modell, a Duhem-modell, alkalmaz-
nak egyszerű függvényekből feléṕıtett modelleket is. Az alkalmazás, az elérni ḱıvánt
pontosság, az identifikáció, a számı́tási sebesség, mind befolyásolja a megfelelő modell
kiválasztását.

A villamosmérnöki gyakorlatban a numerikus térszámı́tást igénylő problémák meg-
oldása, a különféle eszközök tervezése és anaĺızise a Maxwell-egyenletek valamely nu-
merikus módszerrel történő megoldásán alapszanak. A Maxwell-egyenletek rendszere az
elektromágneses tér változóira feĺırt parciális differenciálegyenletek, vagy integrálegyen-
letek, amelyek minden elektromágneses térszámı́tást igénylő feladat megoldására alkal-
masak. Potenciálok bevezetésével kevesebb ismeretlent tartalmazó parciális differenciále-
gyenletek formájában ı́rhatók fel a megoldandó egyenletek. A számos numerikus technika
közül a dolgozatban a végeselem-módszert alkalmazom, melynek lényege abban áll, hogy
a vizsgált tartományt egyszerű alakzatokra bontjuk fel, amelyekre egyszerű egyenletek
ı́rhatók fel, végül ezen egyszerű egyenletek össześıtésével a probléma egy közeĺıtő meg-
oldása áll elő. A végeselem-módszer a súlyozott maradék elvének gyenge alakjára épül, s
a Galjorkin-eljárást alkalmazza. A végeselem-módszer a diszkretizálás eredményeképp a
parciális differenciálegyenleteket algebrai egyenletek rendszerévé transzformálja. Ameny-
nyiben a konstitúciós reláció nemlineáris, ahogy az a hiszterézis karakterisztika figye-
lembe vételekor is fennáll, úgy a nemlineáris parciális differenciálegyenleteket alkalmas,
konvergens nemlineáris egyenletrendszer-megoldóval kell összekapcsolni. A dolgozatban
a fixpontos technikával foglalkozom.

1.2. A kutatás tervezett célkitűzése

Munkám során egy könnyen alkalmazható, egyszerűen identifikálható, gyors és pon-
tos hiszterézismodell megalkotása az egyik cél, amihez eddigi tapasztalataim alapján
a Preisach-féle hiszterézismodell a legalkalmasabb. Villamosmérnöki alkalmazási szem-
pontból nagyon lényeges a gyors és pontos működés. Előbbi megcélozható a lépcsősgörbe
alkalmas tárolásával és kezelésével, amely párhuzamos működést is lehetővé kell, hogy
tegyen, ugyanis arra kell gondolnom, hogy a modellt numerikus térszimulációba is illesz-
teni ḱıvánom. Végeselem-módszer esetén a vizsgált geometria meghatározott pontjaiban
nagyszámú hiszterézismodell futtatására van szükség, és emiatt az implementálás rendḱı-
vül lényeges. A sebesség úgy is növelhető, hogy az Everett-függvényt alkalmazom a mo-
dell kimenetének számı́tása során. A pontos modell a megfelelő identifikációval elérhető.
Identifikációhoz a koncentrikus görbékből kiindulva az Everett-függvényt célszerű al-
kalmazni. Mindez természetesen a vektoriális hiszterézismodell esetében is előnyös lesz,
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hiszen a vektormodell kimenetét számos skalármodell szuperpoźıciója adja. A numerikus
térszimulációba történő illesztés szempontjából nagyon fontosnak ı́télem, hogy a modell
változtatás nélkül alkalmas legyen a direkt karakterisztika és az inverz karakterisztika
modellezésére. Ezt az Everett-függvény identifikációja során lehet megvalóśıtani. A vek-
toriális hiszterézismodell és identifikációjának átdolgozására biztosan szükség van, mivel
a Preisach-modell emĺıtett kiterjesztése forgó mágneses tér modellezésére nem tökéletesen
alkalmas. Foglalkozni ḱıvánok a frekvenciafüggés modellezésével is.

A mérések során a jól bevált toroid alakú próbatestet ḱıvánom alkalmazni az ugyan-
csak jól bevált National Instruments mérési adatgyűjtő környezetben. A mért jelek ese-
temben mindig periodikusak, de sok esetben a mért jelek eddigi tapasztalataim alapján
nagyon zajosak. A periodicitást kihasználva egy olyan Fourier-sorfejtésen alapuló digi-
tális szűrési technikát ḱıvánok kifejleszteni, amely a meglévő eszközökkel kidolgozható.
A szűrés a vektoriális mérések során még fontosabb, mert a mérőtekercsek a levegőben
helyezkednek el, aminek eredményeképp a mért indukált feszültség amplitúdója nagyon
kicsi. Sok esetben szükség van a mágneses indukció időfüggvényének elő́ırására, ami
csakis szabályozás útján álĺıtható elő. Ki kell dolgoznom tehát egy hatékony és robusztus
szabályozási rendszert, amely ezt az előre nem ismert nemlineáris rendszert szabályozni
képes. A vektoriális hiszterézis karakterisztika mérésére a laboratóriumomban is könnye-
dén megéṕıthető elrendezést ḱıvánom megvalóśıtani, amely egy villamos gép átalaḱıtását
igényli, s amely kör alakú próbatest vizsgálatára szoŕıtkozik. Mérnöki munka lévén, a
mérések elvégzése során rendḱıvül fontosnak tartom, hogy a méréseket a saját magam
által összeálĺıtott mérési elrendezéssel magam végezzem el, hiszen ı́gy a munka minden
egyes fázisát jól megismerem és ellenőrizhetem, ami az esetleges hibák jav́ıtása, illetve
új ötletek implementálása során előnyt jelent.

A mérések elvégzése során a mérési eredményeket pontról-pontra ellenőrizni és ana-
lizálni ḱıvánom a végeselem-módszeren alapuló tervező rendszerrel. Ebben a fázisban
ellenőrizni és igazolni szeretném az irodalomból ismeretes mérési elvek alapjait, s ezek
által a saját mérési elrendezésem is tökéleteśıteni tudom.

A Maxwell-egyenletekből kiindulva a lineáris statikus mágneses tér és a lineáris
örvényáramú tér számı́tására alkalmas potenciálformalizmusok az irodalomból rendel-
kezésre állnak. Ezek nagyon aprólékos összeálĺıtása, összegyűjtése oktatási szempontból
is rendḱıvül fontos. Tudomásom szerint az elmúlt időszakban ilyen jellegű összefog-
laló munka nem jelent meg, s ezt a hiányt pótolni igyekszem munkám összefoglalásával.
Ehhez újat úgy ḱıvánok adni, hogy a formalizmusokban bevezetem a nemlineáris hisz-
terézis karakterisztika kezelésére alkalmas polarizációs formulát, amely mellé a frekven-
ciafüggő hatásokat is illeszteni ḱıvánom. Ezáltal minden formalizmus alkalmas lehet
a nemlinearitás kezelésére, s a kapott nemlineáris parciális differenciálegyenleteket va-
lamilyen nemlineáris egyenletrendszerek megoldására alkalmas technikával meg lehet
oldani. Munkám során a fixpontos technika részleteinek ḱıvánok utánajárni, s azt a
végeselem-módszerben implementálni. Szeretném a polarizációs formula minden válfaját
minden potenciálformalizmussal együttesen alkalmazni anélkül, hogy a modell kimeneti
jelének ismeretében további iterációs lépésekre legyen szükség a modell bemenetének
meghatározására.

A kidolgozott módszerek akkor működnek hatékonyan, ha azok alkalmazhatók a
mérnöki tervezésben. Ennek igazolására számos feladatot meg szeretnék oldani. Ezek
egy része nemzetközileg kíırt tesztfeladat, másik része pedig saját mérési eredményeim
és a numerikus módszerek eredményeinek összevetése lesz.
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Permanens mágneseket is tartalmazó szinkron forgógépeket (PMS motorok) például
nagy számban alkalmaznak a különféle villamos hajtású járművekben, ı́gy hibrid és vil-
lamos hajtású autókban, motorbiciklikben, vonatokban. Ezen gépek tervezésében kulcs-
fontosságú szerepe van a motor vastestét alkotó lemezeknek. Nyilvánvaló cél az ezekben
kialakuló veszteségek csökkentése az egyéb fizikai paraméterek (például mechanikai jel-
lemzők) megtartása, vagy épp növelése mellett (például nyomaték, hatásfok); a megfelelő
anyag kiválasztása nehéz feladat a tervezés során.

A tervezés során a mérnökök, az informatikai háttér hatalmas fejlődésének köszön-
hetően, ma már főleg számı́tógéppel támogatott tervező rendszereket használnak. A
végeselem-módszer az egyik legjobban elterjedt módszer a tervezésben. A numerikus
technikákhoz azonban megfelelő anyagmodellek szükségesek, amelyek hűen visszaadják
a vizsgált anyag viselkedését.

1.3. A dolgozat feléṕıtése

A dolgozat második fejezete az általam is művelt tudományterület irodalmi összefog-
lalását tartalmazza, ahol összefoglalom az általam is felhasznált elméleti és gyakorlati is-
mereteket. A további munkám ezen ismeretanyagra épül. Bemutatom a Preisach-modell
alapötletét, feléṕıtését, működését és vektoriális kiterjesztését. Bevezetem a Maxwell-
egyenletek differenciális alakját, a potenciálokat és a potenciálformalizmusokat, amelyek
alkalmasak a statikus mágneses tér és az örvényáramú tér számı́tására. Bemutatom a
munkám során használt végeselem-módszert is, és röviden utalok a nemlinearitás ke-
zelésére.

A harmadik fejezetben a hiszterézis jelenségének vizsgálatára fókuszálok, amely egy-
ben munkám fő témája. Bemutatom a skalár hiszterézis karakterisztika mérésére alkal-
mas mérési elrendezést, a megvalóśıtott szűrési és szabályozási technikákat. Részletezem
a skalár Preisach-modell implementálását, amely nagymértékben befolyásolja a nume-
rikus módszerekben történő alkalmazását, s elvégzem a modell implementálását saját
méréseim alapján. A modell működésének helyességét is saját mérési eredményeimre
alapozva teszem. Ezután mutatom be a vektoriális hiszterézis karakterisztika mérésére
alkalmas elrendezést, valamint a vektoriális Preisach-modell feléṕıtését, identifikációját
és verifikációját. Foglalkozom a modellek dinamikus kiterjesztésével is.

A negyedik fejezetben a hiszterézis modellek numerikus térszimulációs eljárásokba
történő illesztését mutatom be. A választott módszer a biztos konvergenciával b́ıró fix-
pontos technika. A nemlinearitást a polarizációs formulával linearizálom, s az ı́gy előálló
problémát a fixpontos iterációs eljárással oldom meg. A fejezetben számos formalizmust
bemutatok.

Az ötödik fejezet öt válogatott feladat megoldását tartalmazza, amelyben igazolom
a kidolgozott eljárások alkalmazhatóságát. A vektoriális hiszterézis mérésére alkalmas
mérőberendezés beható numerikus anaĺızise nemcsak a mérés tervezése során nyújtott
seǵıtséget, hanem igazolni tudtam a szenzorok elhelyezésének helyességét, s a kidolgozott
vektormodell alkalmazhatóságát.

A befejező két fejezetben összefoglalom a dolgozat eredményeit, s további megvála-
szolásra váró kérdéseket fogalmazok meg, melyekkel a jövőben foglalkozni ḱıvánok.

Terjedelmi okok miatt néhány eredményt függelék formájában közlök.
A dolgozatot a felhasznált irodalom jegyzéke zárja.
A dolgozatot LATEX szövegszerkesztővel késźıtettem.
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2. fejezet

Irodalmi áttekintés

Ebben a fejezetben a szakirodalomra támaszkodva összefoglalom azon ismeretanya-
got, amelyre a további fejezetek épülnek, amelyek alapot adtak kutatásaimhoz. Bemu-
tatom a ferromágneses anyagok hiszterézis karakterisztikáját, s röviden bemutatom a
skalár és a vektoriális Preisach-modellt. A disszertációban a ferromágneses hiszterézis
karakterisztikával foglalkozom, s a megközeĺıtés makroszkopikus jellegű, ami a mérnöki
számı́tásokhoz jól kapcsolható. Bemutatom az elterjedt mérési elrendezéseket. Beve-
zetem a kutatásaim során használt Maxwell-egyenleteket és a lineáris problémák meg-
oldására alkalmas különféle potenciálformalizmusokat, valamint röviden bemutatom a
végeselem-módszert. Végül utalok a nemlinearitás kezelésére.

2.1. A ferromágneses hiszterézis karakterisztika

2.1.1. A fizikai háttér villamosmérnöki megközeĺıtésben

A villamosmérnöki gyakorlat számára oly fontos ferromágneses anyagok mágneses tu-
lajdonságainak hátterében mikroszkopikus léptékű folyamatok, atomi szintű kvantum-
fizikai jelenségek állnak [1–13]. Az atomban az elektron saját nyomatéka, az elektron
keringése során befutott pálya nyomatéka és az atommag saját nyomatéka együttesen
hozza létre a mágnesezettséget. Ezen elemi nyomatékok, vagy mágneses momentumok
térfogategységre vett sűrűsége az anyag ~M mágnesezettsége. Ismeretes, hogy a fer-
romágneses anyagok domenekből állnak, amelyek azonos mágnesezettségi iránnyal b́ıró
tartományok.

A villamosmérnöki tervezésben nem szükséges a ferromágneses anyagot alkotó mik-
rorendszerek modellezése, megelégszünk azok nagy sokaságának halmaza által adott,
könnyen mérhető makroszkopikus jellemzők matematikai léırásával [1–4,14]. Ilyen mak-

roszkópikus jellemző a mágnesezettség, amely azon ~H mágneses térerősségtől függ,
amelyben a ferromágneses anyag helyet foglal. A két vektor között a kapcsolat bo-
nyolult: nemlineáris és többértékű, az anyag fizikai jellemzőitől függ. Ez a kapcsolat a
hiszterézis karakterisztika, amit a következő operátorral fogok jelölni:

~M = ~HM{ ~H}. (2.1)

A ~B mágneses indukciót a vákuum µ0
~H mágneses indukciója és az anyag ~M mág-

nesezettsége adja a következő összefüggés szerint:

~B = µ0

(

~H + ~M
)

= µ0

(

~H + ~HM{ ~H}
)

, (2.2)
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ahol µ0 = 4π ·10−7H/m, a vákuum permeabilitása. A ferromágneses anyag mágnesezett-
sége az, ami bonyolult kapcsolatban áll a mágneses térerősséggel, a továbbiakban azon-
ban a következő összefüggések által definiált operátorokat fogom használni (l. 2.1 ábra):

~B = ~H { ~H}, illetve ~H = ~B{~B}. (2.3)

Előbbit direkt karakterisztikának, utóbbit pedig inverz karakterisztikának nevezzük.
Speciális esetben a mágneses térerősség és a mágneses indukció valamely skalár értékű
komponense használható, ekkor a B = H {H}, illetve a H = B{B} jelölést alkalmazom,
a mágnesezettséget pedig M-mel jelölöm.

H t( ) B t( )

H t( )

B t( )

H {}

B t( ) H t( )
B {}

2.1. ábra. A hiszterézis operátor és egy karakterisztikája

Ha a bemeneti jel és a kimeneti jel kapcsolata nemlineáris és többértékű, továbbá
a kimeneti jel t0 időpillanatban felvett értéke a bemeneti- és a kimeneti jel t ≤ t0,
valamint t < t0 időpontbeli értékeitől, azaz a rendszer előéletétől is függ, akkor beszélünk
hiszterézissel b́ıró rendszerről. Az ily módon definiált rendszer memóriával rendelkezik.
A 2.1 ábrán a kis nyilak reprezentálják a kimeneti jel változásának irányát, s látható,
hogy a kimeneti jel értéke függ a rendszer előéletétől, azaz ugyanazon bemeneti jel mellett
a válaszjel különböző lehet, attól függően, hogy a rendszer milyen állapotban van [1–4,
13, 15–19].

A jelenség modellezésének nehézségét és összetettségét a 2.2 ábrán látható, jól ismert
görbékkel viláǵıtom meg [1–5, 7–13, 18–22]. Lemágnesezett állapotban az egyes dome-
nek egymás hatását kölcsönösen kioltják, az anyag mágnesesen semleges, ekkor H = 0,
M = 0, és B = 0. Nagyon kicsi mágneses tér hatására a domenek elfordulnak, a
domenek közt húzódó falak elmozdulnak úgy, hogy azon tartományok térfogata növe-
kedjék, amelyek mágnesezettsége a külső tér irányához közelebb esik. Ha a mágneses
térerősség növekszik, akkor a mágnesezettség és a mágneses indukció is növekszik az a-
val jelölt első mágnesezési görbe mentén. A domenek forgása és a domenfalak mozgása
az első mágnesezési görbe kezdeti szakaszán reverzibilis, azaz csökkenő értékű külső tér
eredményeképp az anyag lemágnesezett állapotba kerülhet. Nagyobb térerősség mellett a
folyamat irreverzibilissé válik, egyes tartományok ugrásszerű átfordulása eredményeképp
egyre több domen áll be a külső mágneses tér irányába, az indukció értéke pedig mere-
deken nő az első mágnesezési görbe mentén. A mágneses térerősség esetleges csökkentése
ekkor már nem vezet vissza az origóba, a mágneses indukció a b-vel jelzett szaggatott
vonalnak megfelelően alakul. A külső tér további növelése ugyanakkor ún. szaturációt
eredményez, azaz bizonyos térerősség felett valamennyi domen a külső tér irányába áll,
következésképp az indukció csak lassan, µ0H szerint növekedhet (c szakasz). A térerősség
csökkentésével, a szaturációból indulva a karakterisztika lefelé vezető c−d−e−f ága sze-
rint alakul a mágneses indukció. A H = 0 helyen a nevezetes remanens indukció értékét
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H

B

a

b

c

d

e

f

2.2. ábra. A hiszterézis karakterisztika

kapjuk (ennek szokásos jele Br), a mágneses térerősség további csökkentése pedig az ún.
koercit́ıv teret adja, ahol B = 0, és H = −Hc. A külső tér további csökkentésével az
f -fel jelölt szaturációhoz lehet eljutni. Látható, hogy a b-vel jelölt görbén is el lehet jutni
az f szaturációs pontba. A mágneses térerősség megfelelő időfüggvényével például a b
jelű görbén ún. minor hurkok, vagy minor görbék is előidézhetők. Ezek alakja függ a
kiindulás helyétől, azaz az előélettől.

Ez a jelenség matematikailag hiszterézismodellek seǵıtségével ı́rható le [1–4, 12, 13,
20–22]. Számos makroszkopikus modell létezik az egyszerű függvények alkalmazásától
a bonyolultabb modellekig, mint például a Jiles–Atherton-modell, a Rayleigh-modell,
a Frölich-modell, a Duhem-modell, a Chua-modell stb. Jelen dolgozatban a Preisach-
modellel foglalkozom.

2.1.2. A skalár Preisach-modell

A Preisach-modell első változata a [23] cikkben jelent meg, amely egy intuit́ıv mo-
dellt ad a ferromágneses anyagokban lejátszódó folyamatok egy lehetséges léırására. A
modell azóta rengeteg változáson ment keresztül, melynek eredményeképp mára egy
matematikai modell áll rendelkezésre a hiszterézis jelenségének általános léırására. Azaz
a Preisach-modell nem csupán a ferromágneses hiszterézis léırására alkalmas, hanem egy
általános modell [1–4, 18–20, 24–64]. Saját eredményeim a 3.1. fejezetben mutatom be.

A Preisach-modell kimenetét végtelen számú relé-t́ıpusú karakterisztikával rendel-
kező ún. hiszteron válaszának súlyozott összegeként, azaz szuperpoźıciójaként lehet
előálĺıtani:

B(t) = H {H(t)} =

∫∫

α≥β

µ(α, β) γ̂(α, β)H(t) dαdβ. (2.4)

A relé-t́ıpusú karakterisztika jól ismert jellege a 2.3 ábrán látható, melynek a felkap-
csolási értékét α, lekapcsolási értékét β jelöli, és α ≥ β. A karakterisztika bemeneti
jele sok esetben valamely értékkel (pl. a bemeneti jel maximális értékével) normalizált.
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Kimenete csupán két értéket vehet fel, γ̂(α, β) = ±1. A 2.3 ábra mutatja azt a hisztero-
nok párhuzamos kapcsolásából álló párhuzamos rendszert is, amely a (2.4) összefüggést
hivatott reprezentálni. A µ(α, β) ún. Preisach-eloszlásfüggvény az egyes hiszteronok
kimenetét súlyozza. Az eloszlásfüggvény mérési adatok alapján identifikálható.

H

g(a,b) H

+1

-1

ab

P

P

P

S
H t( ) B t( )

B t H t( )= { ( )}H

m a b( , )

m a b( , )

m a b( , )

2.3. ábra. A relé-t́ıpusú karakterisztika és a belőle feléṕıtett párhuzamos rendszer

Az egyes hiszteronok α és β értékei más és más értékeket vesznek fel a fenti párhuza-
mos rendszer egyes ágaiban. Ennek egyszerű léırására dolgozták ki az ún. Preisach-há-
romszöget (l. 2.4 ábra). A Preisach-háromszög az a tartomány, amelyre igaz az α ≥ β
feltétel, azaz az a tartó, amely felett a (2.4) által definiált integrálást el kell végezni.
A Preisach-háromszögön a rendszer előéletét az L(t) lépcsősgörbe reprezentálja, amely
balról jobb irányba mozog, ha a bemeneti jel növekszik, s fentről lefelé, ha a bemeneti jel
csökken. A lépcsősgörbe bemeneti jelnek megfelelő mozgása kapcsolja fel vagy le az egyes
α és β értékekkel reprezentált hiszteronokat. Alaphelyzetben a lépcsősgörbe egy egyenes,
amely a (0, 0) és (+1,−1) pontokat köti össze az α − β śıkon, kettéválasztva ezáltal a
háromszöget. A lépcsők sarkai a bemeneti jelben lévő maximum és minimum értékeknek
megfelelően alakulnak ki, azaz a lépcsősgörbe seǵıtségével a rendszer bemenetére érkező
jel múltbéli értékei tárolódnak, vagyis a memóriát realizálja. A 2.4 ábrán a lépcsősgörbe
kialakulása a karakterisztika ismeretében nyomon követhető.

A (2.4) kettős integrál kiértékelése meglehetősen időigényes művelet. Ezen oknál
fogva célszerűbb használni az E(α, β) Everett-függvényt, ami a µ(α, β) ismeretében a
következőképp számı́tható:

E(α, β) =

∫∫

α≥β

µ(ξ, η) dξdη, (2.5)

azaz

µ(α, β) =
∂2

∂α ∂β
E(α, β). (2.6)

Az Everett-függvény ismeretében a hiszterézismodell kimenete számı́tástechnikailag
sokkal takarékosabban előálĺıtható, mint a (2.4) kettős integrállal. Felhasználva a (2.5)
defińıciós formulát a (2.4) összefüggésben, a következő összeg adódik:

B(t) = −E(α0, β0) + 2
K∑

k=1

[E(αk, βk−1)−E(αk, βk)] , (2.7)
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g(a,b) = +1

g(a,b) = -1

a

b

L t( )

+1

-1

a
b=

0

1
2

34 H

B
0

1

2
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2.4. ábra. A Preisach-háromszög és a hozzá tartozó karakterisztika jellege

ahol K jelöli a lépcsősgörbe által tárolt sarkok számát.
Az Everett-függvény másik nagy előnye, hogy közvetlen kapcsolatban áll a mérési

eredményekkel. Az ún. elsőrendű visszatérő görbék seǵıtségével az Everett-függvény
feléṕıthető az

E(α, β) =
Bα − Bα,β

2
(2.8)

összefüggés szerint, ahol a Bα és Bα,β értékek értelmezése a 2.5 ábrán látható. Az
(α,Bα) pont az elsőrendű visszatérő görbe kezdőpontja, amikor a visszatérő görbe a
főhurokról elindul, α tehát rögźıtett. A (β,Bα,β) pont pedig a visszatérő görbén β
értékének megfelelően vándorol. Ezáltal az Everett-függvény rögźıtett α mellett minden
β értékre számı́tható.

Ugyanez elvégezhető a koncentrikus minor görbék seǵıtségével is, de ekkor egy kon-
centrikus görbén, s nem a visszatérő görbén mozog a kérdéses (β,Bα,β) pont, ahogy az a
2.6 ábrán is látható. A koncentrikus görbék mérése bizonyos esetekben egyszerűbb. Egy
általam felvett mérési sor és a belőle számı́tott Everett-függvény a 2.7 ábrán látható.

a

b
+1

-1

a
b=

H

B

a

Ba

Ba b,

b

2.5. ábra. Az Everett-függvény feléṕıthető az elsőrendű visszatérő görbék alapján
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2.6. ábra. Az Everett-függvény feléṕıthető a koncentrikus görbék alapján
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2.7. ábra. Mért koncentrikus görbék és az Everett-függvény

2.1.3. A dinamikus skalármodell

Az előző fejezetben bemutatott modell statikus, vagyis a hiszterézis karakterisztika
független a bemeneti jel változási sebességétől, azaz a modell frekvenciafüggetlen. A
valóságos H − B kapcsolat azonban frekvenciafüggő, és szükséges az ezt léıró dinami-
kus modellek kidolgozása. Az irodalomból ismeretes megközeĺıtések közül itt csak a
viszkozitáson alapuló modell bemutatására szoŕıtkozom, mert magam is ezzel a kiter-
jesztéssel foglalkoztam. Megjegyzem, hogy a villamos gépekben elektromágneses tér
hatására fejlődő veszteségek számı́tása egy kurrens kutatási terület.

A vastestben disszipálódó Wtot teljes veszteség három fő részből tevődik össze [4,13,
51, 64–73]:

Wtot =Whiszt +Wörv +Wjár, (2.9)

ahol Whiszt a statikus hiszterézis karakterisztika által felölelt frekvenciától független
területe, Wörv a Maxwell-egyenletekből számı́tható klasszikus örvényáramú veszteség, s
végül Wjár a domenfalak mozgása által indukált mikro-örvényáramok hatására létrejövő
járulékos veszteség. Speciálisan szinuszos mágnesező tér esetén a veszteség jó közeĺıtéssel
léırható a következő összefüggéssel:

Wtot = Chiszt + Cörvf + Cjár

√

f, (2.10)
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ahol f a frekvencia, a három konstans (Chiszt, Cörv, Cjár) értéke pedig függ a mágneses
indukció csúcsértékétől. Ebből az összefüggésből kiolvasható, hogy a hiszterézisveszteség
konstans, a klasszikus örvényáramú veszteség a frekvenciának lineáris függvénye, a járu-
lékos veszteség pedig a frekvencia négyzetgyökével arányos.

Ezen veszteségi komponensek számı́tására különféle egyszerű, analitikus formulák
léteznek, amelyek megkönnýıtik ugyan a tervezést, de sok esetben –az egyszerűśıtő
feltételezések miatt– pontatlanok [67,71,74–80]. A bonyolult geometriájú berendezések-
ben az elektromágneses térjellemzők számı́tása nehéz feladat, amelyre ma már numeri-
kus módszereket használunk, és figyelembe vesszük a vastest anyagának tulajdonságait
az anyagmodelleken keresztül [64,65,71,77,81–93]. A numerikus módszerek nagy előnye,
hogy az elektromágneses térjellemzőket az analitikus módszereknél pontosabban adják
vissza, automatikusan előáll a szkinhatás figyelembevétele, a legkülönfélébb gerjesztési
módok minden nehézség nélkül realizálhatók, a hiszterézis karakterisztika modellje beé-
ṕıthető a számı́tásokba, a minor hurkok hatása is számı́tható stb.

A (2.9) összefüggésből levezethető, hogy a mágneses térerősség szintén három kom-
ponens összegeként ı́rható fel [70, 77]:

H(B, dB/dt) = Hst(B) +
σd2

12

dB

dt
+ Cδ

√
∣
∣
∣
∣

dB

dt

∣
∣
∣
∣
. (2.11)

Az első komponens statikus, frekvenciafüggetlen hiszterézismodellel számı́tható. A má-
sodik tag egy σ vezetőképességű, d vastagságú, nagy kiterjedésű lemez modelljéből
határozható meg az egydimenziós örvényáramú Maxwell-egyenleteket feĺırva [71], s végül,
a harmadik komponens a járulékos veszteségekért felelős [67,68], amelyben C egy mérési
eredményekhez illeszthető paraméter, δ pedig a dB/dt előjele. Az egyes komponensek
hatását illusztráltam a 2.8 ábrán.
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2.8. ábra. A hiszterézis karakterisztika alakulása az egyes komponensek figyelembe
vételével

Ebbe a keretbe kiválóan illeszthető a [70, 92–101] irodalomban található alábbi for-
mula:

dB

dt
= R (H −H0) , (2.12)

ami a mágneses indukció időbeli változását ı́rja elő, s ez a változási sebesség az R
mágneses ellenállással és a H0 paraméterrel szabályozható. Az egyenlet általánośıtható
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a következő módon [94]:

dB

dt
= r(B) (H −Hst)

γ , (2.13)

ahonnan a mágneses térerősség kifejezhető:

H(B, dB/dt) = Hst(B) + δ

∣
∣
∣
∣

1

r(B)

dB

dt

∣
∣
∣
∣

1/γ

. (2.14)

Ebben a kifejezésben H(B, dB/dt) a teljes mágneses térerősség a B mágneses indukció és
annak megváltozása függvényében, Hst(B) a statikus modell által szolgáltatott mágneses
térerősség szintén a mágneses indukció függvényében, azaz a formula inverz modellt
feltételez, r(B) a mágneses ellenállás, ami általánosan B függvénye. A δ = sign(dB/dt)
előjel azt a célt szolgálja, hogy felfelé haladó ágon a második tag hozzáadódik a sta-
tikus térerősséghez, a lefelé vezető ágon pedig kivonódik a statikus térerősségből, azaz
a statikus karakterisztikát a második komponens kövéŕıti, s ennek mértéke a frekven-
cia függvénye, hiszen dB/dt függ a frekvenciától. A statikus modell ilyen kiterjesztése
tehát két szabad paraméterrel rendelkezik (r(B) és γ), amelyek meghatározása mérések
alapján lehetséges.

Nagyon kicsi frekvencián a második tag nullához közeĺıt (dB
dt

→ 0), a modell a sta-
tikus modellbe megy át, H(B) = Hst(B). A második tag tehát a modell kimenetének
frekvenciafüggését képviseli, hatása növekvő frekvencia mellett egyre erőteljesebb.

Az r(B) függvény egy alkalmas választása lehet a következő:

r(B) =
R0

1−
(

B
Bs

)2 , (2.15)

ahol R0 egy mérések alapján meghatározandó konstans, Bs pedig a mágneses indukció
értéke a technikai szaturációban. A [64, 70, 92–100] cikkekben különféle anyagokhoz
különféle r(B) függvényeket szerkesztettek a szerzők, a megfelelő formula előálĺıtása
nehéz feladat. A dinamikus modellre a 3.1. fejezetben visszatérek.

2.1.4. A vektor Preisach-modell

A forgó mágneses térben létrejövő veszteség nagyobb, mint a lineárisan polarizált
mágneses térben termelődő veszteség [102, 103]. A 2.9 ábrán különböző trajektóriájú
mágneses indukcióhoz tartozó mágneses térerősség-trajektóriák láthatók, amelyeket az
M250-35A [104, 105] jelzésű anyagból kivágott lemezen mértem. Az ábrán az látható,
hogy hogyan alakul a két térjellemző amidőn a gerjesztés a lineárisan polarizált alakjából
átfordul cirkulárisan polarizálttá. Közben a veszteség jelentősen megnő, nevezetesen
0,125W/kg-ról 0,289W/kg-ra, vagyis több, mint kétszeresére.

Ez a fajta viselkedés analitikus formulákkal nem ı́rható le, pontosabb megközeĺıtés,
ha a veszteségeket a térjellemzőkből határozzuk meg, miközben pontosabb vektoriális
hiszterézismodellt használunk [88, 102, 103, 106–110].

A vektor Preisach-modell legtöbbet hivatkozott megvalóśıtása a skalármodell Mayer-
goyz által bevezetett –a 2.10 ábrán látható– általánośıtása a kétdimenziós śıkban [1,3,4,
20,24,62,63,88,110–127]. Itt a citált irodalomra hivatkozva mutatom be a vektormodell
legfontosabb tulajdonságait, saját eredményeim a 3.2. fejezetben közlöm.
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2.9. ábra. A mágneses térjellemzők alakulása lineárisan és elliptikusan polarizált
mágneses térben

Az általánośıtás lényege abban áll, hogy a vektoriális kimenetet végtelen számú
skalármodell szuperpoźıciójaként álĺıtjuk elő. Ha a modell bemenete a mágneses tér-
erősség vektora és a kimenet a mágneses indukció vektora, akkor a következő formulát
alkalmazzuk:

~B(t) = ~H { ~H(t)} =

∫ π/2

−π/2

~eϕ Hϕ{~eϕ · ~H(t)} dϕ. (2.16)

Felhasználva a (2.4) összefüggést, a következő formula adódik:

~B(t) =

∫ π/2

−π/2

~eϕ

(∫∫

α≥β

µ(α, β, ϕ) γ̂(α, β)
(

~eϕ · ~H(t)
)

dα dβ

)

dϕ. (2.17)

x

y

~ex

~ey
~H

Hϕ
~eϕ ϕ

ϑH

2.10. ábra. A kétdimenziós vektormodellben definiált irányok értelmezéséhez
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Az egyes skalármodellek bemenete az ~eϕ · ~H(t) skalárszorzat szerint áll elő, ami a be-

meneti ~H(t) vektor ϕ irányban eső vetülete. Itt µ(α, β, ϕ) jelöli a vektormodellt képező
skalármodellek eloszlásfüggvényét, amely anizotrop modell esetén irányfüggő, az egysze-
rűbb izotrop esetben azonban iránytól független.

Kézenfekvő, hogy az egyes irányokban futtatandó skaláris modellek kettős integrálja
kiváltható az Everett-függvény seǵıtségével, s minden irány mentén használható a (2.7)
összeg.

A Hϕ{·} operátorban szereplő eloszlásfüggvény vagy Everett-függvény az identi-
fikáció során határozható meg. Itt az Everett-függvényt használom számos, már emĺıtett
előnyös tulajdonsága miatt. Az identifikáció alapját jelentő integrálegyenlet formulája
anizotrop és izotrop esetben a következő [3]:

F (α, β, ϕ) =

∫ π/2

−π/2

cosψE(α cosψ, β cosψ, ψ + ϕ) dψ, (2.18)

illetve

F (α, β) =

∫ π/2

−π/2

cosϕE(α cosϕ, β cosϕ) dϕ. (2.19)

Itt F (α, β, ϕ) és F (α, β) jelöli a mérési eredményekből ismert Everett-függvényeket, a
kérdéses E(α, β, ϕ) és E(α, β) Everett-függvény pedig az integranduszban szerepel. Ani-
zotrop esetben a ψ integrálási változó a ϕ szög által definiált iránytól mérendő szöget
jelöli. Az identifikáció során tehát integrálegyenletet kell megoldani, amely ebben az
esetben csak numerikusan valóśıtható meg.

A vektor Preisach-modell egy fontos általánośıtása érhető el a következő módon [3,
4, 120]:

~B(t) =

∫ π/2

−π/2

~eϕ

(∫∫

α≥β

µ(α, β, ϕ) γ̂(α, β)
[

| ~H(t)| ξ(ϑH(t)− ϕ)
]

dα dβ

)

dϕ, (2.20)

azaz az egyes irányokban számı́tott vetületek meghatározását lehet módośıtani. Itt ϑH(t)
jelöli a bemeneti vektor x-tengellyel bezárt szögét (l. 2.10 ábra). A modellben szereplő
ξ(ϑH(t) − ϕ) függvény cos(ϑH(t) − ϕ) függvény szerinti választása mellett az eredeti
(2.17) modell áll elő. Előnyös azonban a következő választás:

ξ(ϑH(t)− ϕ) = sign{cos(ϑH(t)− ϕ)} | cos(ϑH(t)− ϕ)|1/w, (2.21)

ahol w egy paraméter, amely tipikusan cirkulárisan polarizált mérési adatok alapján
identifikálható. Tapasztalatok szerint ez a módośıtás jó szolgálatot tesz, ha az izotrop
anyag olyan anizotropiával b́ır, amely különösen cirkulárisan polarizált mérések során
figyelhető meg.

2.2. A mágneses hiszterézis karakterisztika mérése

2.2.1. A skalár karakterisztika mérése

A skalár hiszterézis karakterisztika mérése során feltételezzük, hogy a próbatestben
(de legalább a mérés helyén) kialakuló ~H mágneses térerősség vektor és ~B mágneses
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indukció vektor egymással párhuzamos, azaz irányuktól eltekinthetünk, s a cél a közöttük
fennálló skalár jellegű kapcsolat felvétele.

Hiszterézis karakterisztika mérésekor célszerű törekedni a zárt mágneses kör feléṕıté-
sére, vagy eleve olyan alakú próbatestet kell alkalmazni, amely zárt [4].

Az egyik leggyakrabban alkalmazott mérési összeálĺıtás toroid alakú próbatestet tar-
talmaz [4,128,129]. A dolgozat 3.1. fejezete egy általam éṕıtett mérési elrendezést mutat
be, ezért itt csak egy rövid bevezetésre szoŕıtkozom. A toroid transzformátor árammal
átjárt primer tekercse adja a mágneses anyag gerjesztését, s válaszát a nyitott szekun-
der tekercsen mérhető indukált feszültségből lehet meghatározni. Nagy előnye, hogy a
toroid alakú próbatest nem tartalmaz légrést, azaz a mágneskör zárt, továbbá a geo-
metriából adódik, hogy a szórt mágneses fluxus elhanyagolható. Ennek eredményeképp
a mágneses térerősség az áramból közvetlenül számı́tható. Hátránya viszont, hogy a
különféle anyagokból készült próbatesteket külön-külön kell tekerccsel ellátni.

A másik etalonnak számı́tó méréstechnikai eljárás a 2.11 ábrán látható ún. Epstein-
keret alkalmazása [4, 129–134] (IEC Standard Ref. No. 404-2, 1996 [4, 24, 130]). Az
Epstein-keret négy oldala 30mm széles, 280 − 305mm hosszúságú lemezekből épül fel,
melyeket a sarkoknál átlapolással kell összeilleszteni. A sarkok hatását elhanyagolják. A
négy keret mindegyikén gerjesztő tekercs van, melyek árama gerjeszti az elektromágneses
teret a lemezeken belül. A négy egyforma tekercset természetesen egymással sorba
kell kapcsolni. A mágneses indukció a próbatestek köré helyezett tekerccsel mérhető,
a mágneses térerősség pedig a gerjesztő áram alapján számı́tható. A keret nagy előnye,
hogy különféle anyagok viszonylag gyorsan cserélhetők, továbbá a kereskedelemben szab-
ványośıtott mérési összeálĺıtások beszerezhetők.

2.11. ábra. Az Epstein-keret [131]

Léteznek olyan mérési elrendezések is, amelyek a próbatestek még gyorsabb cseréjét
teszik lehetővé. Ilyen például az U-alakú, nagy permeabilitású jármot tartalmazó össze-
álĺıtás és ennek különböző változatai [4, 129, 135–137]. Az U-alakú járom gerjesztő te-
kercse hozza létre a mágneses teret. A járom szabadon álló végeire lehet ráhelyezni a
próbatestet, azaz a próbatest zárja a mágneskört.
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2.2.2. A vektor karakterisztika mérése

A vektoriális hiszterézis karakterisztika mérése során a próbatestben a ~H mágneses
térerősség vektor és a ~B mágneses indukció vektor közötti kapcsolat felvétele a feladat.
Erre szintén többféle elrendezés használatos. A vektoriális hiszterézis mérésekor főként
vékony lemezekből készült próbatestek vizsgálata a cél.

Az Epstein-keret alkalmas a vizsgálni ḱıvánt anyag karakterisztikájának felvételére
[4, 132, 138, 139]. Az Epstein-kerettel alapvetően skalár karakterisztikát lehet mérni,
de akár anizotrop anyagból készült lemez viselkedése is feltérképezhető vele, ha a ke-
ret a 2.12 ábrán látható módon kivágott lemezekből épül fel. Ebben az esetben minden
irányból megfelelő számú lemezre van szükség, a mérés tehát időigényes. Az izotrop anya-
goknak is van némi anizotrop viselkedése, mert a lemezeket hengereléssel gyártják, majd
hőkezelik, ennek ellenére a hengerelés irányában az anyagot kis mértékben könnyebb
mágnesezni, mint a hengerelésre merőleges irányban.

2.12. ábra. Lemezek késźıtése Epstein-kerethez

Az Epstein-keret esetében tehát a feltételezés az, hogy a mágneses térerősség és a
mágneses indukció vektorai egymással párhuzamosak. Ezen oknál fogva kezdtek el fog-
lalkozni más mérési elrendezésekkel, melyek különféle alakú próbatestet használva alkal-
masak arra, hogy a mágneses térerősség és a mágneses indukció alakulását pontosabban
meg tudják határozni [4,139]. Három jellegzetes alak terjedt el: négyszög, hatszög, kör.

A négyszög alakú próbatestben lejátszódó folyamatok vizsgálatára már a kereske-
delemben is kapható berendezés létezik [24, 103, 132, 137–153], amely alkalmas lineáris
és cirkulárisan polarizált mágneses tér előálĺıtására és mérésére. A próbatesthez a
2.13(a) ábrán látható módon vékony légrésen keresztül kapcsolódik a két, egymásra
merőleges járom mágneses tere, melyeket egy-egy tekercs gerjeszt. A jármokat külön
mágneskör zárja. Az x és az y irányú mágneses teret gerjesztő tekercsek két-két, egymás-
sal sorosan kapcsolt tekercsből állnak. A mérések elvégzéséhez két független, vezérelhető
generátor szükséges. A mágneses indukció vektor két ortogonális komponensének mérése
két egymásra merőleges tekerccsel történik, amelyeket a próbatestbe fúrt kis átmérőjű
lyukakon keresztül lehet átvezetni. A minta felületén a mágneses térerősség vektor két
komponensének mérése a próbatestre helyezett tekercsekkel történik. Az emĺıtett elren-
dezés a 2.13(b) ábrán látható [141].

Másik lehetőség a hatszög alakú próbatest alkalmazása [24, 154], amelyet általában
nagyobb méretű próbatestek vizsgálatára alkalmaznak. Emiatt alkalmas anizotrop anya-
gok karakterisztikájának mérésére is. A mérés elve hasonló a fentiekhez, de háromfázisú
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(a) Sematikus vázlat

(b) Egy megvalóśıtott elrendezés [141]

2.13. ábra. Négyszög alakú próbatestet tartalmazó mérési összeálĺıtás
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gerjesztést alkalmaznak, hiszen a hatszög alakú próbatesthez három járom csatlakozik.
A dolgozat 3.2. fejezetében a kör alakú próbatest vizsgálatára alkalmas mérési elren-

dezéssel részletesen foglalkozom [138,142,155–160], ezért itt erre nem térek ki. A mérés
elve a fentiekkel azonos, de az elrendezés lényegesen olcsóbb, mert egy villamos motorból
kialaḱıtható.

A vektoriális hiszterézis mérésére alkalmas elrendezések sarkalatos pontja a mágneses
térerősség vektorának vagy a mágneses indukció vektorának szabályozása. Szabályozásra
azért van szüksége, mert az árammal egyik mennyiség sincs egyszerű, közvetlen kapcso-
latban, azaz előre definiált lefutású mágneses térerősség vagy mágneses indukció elérése
csak visszacsatolás révén érhető el [129,138,139,149,152,153,157,161–163]. A szabályozás
nehézsége abban áll, hogy a nemlineáris szabályozandó rendszer gerjesztés-válasz kap-
csolata nem ismert. Ezen oknál fogva sok esetben becslést is alkalmaznak a berendezés
modelljének paraméterinek meghatározására [161,162], de a cél a legegyszerűbb propor-
cionális szabályozóval is elérhető.

Ezen mérések során kulcskérdés, hogy a minta lehető legnagyobb részén homogén le-
gyen a mágneses tér alakulása [138,139,146–149,152,159,164]. A mágneses térerősség és
a mágneses indukció tekercsekkel történő mérése a próbatest közepén történik, általában
20mm × 20mm-es felületen. Numerikus anaĺızis által ismert, hogy a tér homogenitása
növelhető azáltal, hogy a próbatest és a gerjesztő járom között légrés van [146,147,150,
159,164]. Másik lehetőség, hogy a próbatest fölé ugyanolyan anyagból készült árnyékoló
lapot helyeznek. Ez a megoldás kétdimenziós lineáris végeselem-módszerrel történő ter-
vezés eredményeképp született [146, 147, 159, 164].

A mágneses indukció mérése tekercs seǵıtségével történik. A tekercs Epstein-keret
esetében körbeveszi az anyag teljes keresztmetszetét, a többi esetben a próbatestbe kis
átmérőjű lyukakon keresztül lehet vezetni a mérőtekercset. A legtöbb esetben a mágneses
térerősség mérése is tekercsek seǵıtségével történik, amelyet a próbatest felületére kell
helyezni. A cél a minta felületén a mágneses térerősség mérése. A szenzorok kalibrációja
rendḱıvül fontos ezekben az esetekben [132, 136, 138, 145–150, 152, 165, 166]. Sok helyen
ún. Rogowski–Chattock-tekercset, vagy Hall-szenzort alkalmaznak a mágneses térerősség
mérésére [137–139, 153].

Különféle villamos berendezések korszerű tervezése számı́tógépen futó szoftverekkel
lehetséges, amelyek valamely numerikus technikát alkalmaznak. A tervezés során a leg-
jobb anyagokat, a legmegfelelőbb elrendezéseket kell a tervezőnek optimalizáció útján
kiválasztania. Ez rendḱıvül időigényes és nagy számı́tási kapacitást ḱıvánó feladat,
amikor a különféle anyagok tulajdonságairól információt csak mérés útján lehet sze-
rezni. Transzformátorok és villamos gépek számı́tása, tervezése során a fenti eljárások
megb́ızhatósága, az eredmények reprodukálhatósága rendḱıvül fontos, amely nagymér-
tékben befolyásolja a számı́tás kimenetét, hiszen a numerikus anaĺızis során a használt
modellek identifikációja a mérések alapján lehetséges [103, 138–140, 167]. Ezért nagyon
fontos a numerikus technikák és a gyakorlati mérések párhuzamos alkalmazása.

A vektor hiszterézis mérésére alkalmas eszközök fő tervezési eszköze a végeselem-
módszer [137,138,155,156,159,164]. A tervezés célja alkalmas szenzorrendszer, próbatest,
gerjesztés stb. optimalizálása és analizálása. A numerikus technikák további nagy előnye
a méréssel szemben, hogy lehetőség nýılik bepillantani a térváltozók alakulására olyan
helyeken, ahol a mérés gyakorlatilag lehetetlen.
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2.3. Elektrodinamikai problémák anaĺızise numeri-

kus módszerekkel

Az elektrodinamika alapegyenleteiből, azaz a Maxwell-egyenletekből kiindulva olyan
bonyolult rendszerek behatóbb vizsgálata és tervezése lehetséges, mint például a transz-
formátorok, különféle motorok és villamos gépek, mérőberendezések, antennák, csőtápvo-
nalak és üregrezonátorok stb. [14,24,168–185]. A problémát léıró Maxwell-egyenletek és a
peremfeltételek ismeretében a potenciálfüggvény megválasztása után a vizsgálat tárgyát
képező feladatkör parciális differenciálegyenletei előálĺıthatók. Egyszerű esetekben a
kitűzött feladat megfogalmazható a térváltozókra is. Ezen parciális differenciálegyenletek
és peremfeltételek jellemzik a vizsgált elektrodinamikai rendszert.

Az életben fellelhető összes probléma alapjában véve folytonos idejű bemeneti jelre
folytonos idejű kimeneti jellel reagál, azaz a körvonalazott rendszerek túlnyomó többsége
folytonos idejű, analóg rendszer [15–17]. A jelen dolgozatban tárgyalt elektrodinamikai
rendszerek gerjesztés-válasz kapcsolata rendḱıvül bonyolult parciális differenciálegyenle-
tekből és peremfeltételekből álló egyenletrendszer, amelyek számı́tógéppel történő meg-
oldása csakis az egyenletek diszkretizálásával lehetséges [14, 178, 182, 183, 186–192]. A
térbeli diszkretizálás többféle módon megoldható, a dolgozatban a legnépszerűbb, s a
legdinamikusabban fejlődő technikára, a végeselem-módszerre szoŕıtkozom [14, 178, 179,
181–183,186–197], azonban a közölt egyenletek megoldása más numerikus technikákkal is
elvégezhető. Az időbeli diszkretizálás Euler hátralépő módszere, vagy a Crank–Nicolson-
séma szerint egyszerű, és ezen technikák stabil megoldásra vezetnek [14, 24, 192]. A
folytonos idejű rendszerek gerjesztés-válasz kapcsolatát alkalmas diszkretizálással tehát
diszkrét idejű rendszerré lehet alaḱıtani. Hangsúlyozom, hogy a diszkretizálás térben is
megtörténik.

A Maxwell-egyenletekből potenciálok választásával tehát parciális differenciálegyen-
letek ı́rhatók fel, melyek térbeli és időbeli diszkretizálásával algebrai egyenletek kaphatók.
Az algebrai egyenletek megoldása pedig a potenciálok egy közeĺıtését szolgáltatja, vagyis
numerikus technikával mindig egy közeĺıtés kapható. Analitikusan azonban csak nagyon
kevés, egyszerű geometriával b́ıró feladat oldható meg.

A dolgozatban nemlineáris elektrodinamikai rendszerekkel foglalkozom, amikor a
mágneses térerősség és a mágneses indukció között fennálló konstitúciós reláció nem-
lineáris, és hiszterézissel jellemzett. Ezen bevezető fejezet a lineáris elektrodinami-
kai rendszerek irodalomból ismert léırására, a végeselem-módszer rövid bemutatására,
valamint a nemlineáris feladatok bevezető megfogalmazására koncentrál. A lineáris
elektrodinamika feldolgozásában nagy seǵıtségemre volt B́ıró Oszkár professzor úr [183]
disszertációja, s az abból visszafejthető széleskörű irodalom. Ebből a munkásságból ki-
indulva született meg a [14] monográfia.

2.3.1. A Maxwell-egyenletek

A dolgozatban használt numerikus technika, a végeselem-módszer, a Maxwell-egyen-
letek differenciális alakjából indul ki. A ~H(~r, t) mágneses térerősség, az ~E(~r, t) elektro-

mos térerősség, a ~B(~r, t) mágneses indukció, a ~J(~r, t) áramsűrűség mellett a következő
egyenletekről van szó:

∇× ~H(~r, t) = ~J(~r, t), (2.22)
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∇× ~E(~r, t) = −∂
~B(~r, t)

∂t
, (2.23)

∇ · ~B(~r, t) = 0, (2.24)

~B(~r, t) = ~H { ~H(~r, t)}, vagy ~H(~r, t) = ~B{~B(~r, t)}, (2.25)

~J(~r, t) =







~J0(~r, t), a tekercsben,
~0, a levegőben,

σ ~E(~r, t), az örvényáramú tartományban.

(2.26)

Utóbbi egyenletben a σ az anyag vezetőképessége, ~J0(~r, t) pedig az elektromágneses
teret gerjesztő áramsűrűség. Munkám során olyan feladatokkal foglalkoztam, ame-
lyekben a gerjesztő tekercs áramsűrűsége elő́ırt volt. A ~H {·} és ~B{·} operátorok

az anyag karakterisztikáját ı́rják le. Levegőben ezek a ~B(~r, t) = µ0
~H(~r, t), vagy a

~H(~r, t) = ν0 ~B(~r, t) konstitúciós egyenletekre egyszerűsődnek, és µ0 = 1/ν0 a levegő
permeabilitása. Lineáris és izotrop karakterisztikájú mágneses anyagok esetében ezen
egyenletek formája a ~B(~r, t) = µ0µr

~H(~r, t), vagy a ~H(~r, t) = ν0νr ~B(~r, t) összefüggés
szerint alakul, ahol µr = 1/νr az anyag relat́ıv permeabilitása. Ezen kapcsolatnak számos
egyéb formája ismeretes az irodalomban. Általános esetben azonban a karakterisztika
valamely hiszterézismodell által reprezentált nemlineáris kapcsolatot jellemez, amelyet
sok esetben (lágymágneses anyagok) egyértékű nemlinearitással ı́rnak le.

A (2.22) egyenlet (Ampére-törvény) azt mondja ki, hogy örvényes mágneses tér
áramsűrűség eredményeképp jön létre. Ezen áramsűrűség a (2.26) szerint lehet a ve-

zetőben (például tekercs) folyó áram ~J0(~r, t) áramsűrűsége, vagy épp a vezető anyagban

kialakuló σ~E(~r, t) örvényáram. A (2.23) egyenlet a Faraday-féle indukciótörvény, amely
azt mondja ki, hogy az időben változó mágneses tér örvényes elektromos teret kelt,
amely a vezető anyagokban létrehozza az örvényáramokat. A (2.24) pedig a mágneses
tér forrásmentességére utaló egyenlet.

Munkám során főleg statikus mágneses tér és örvényáramú problémákkal foglalkoz-
tam, emiatt a fenti egyenletekben az eltolási áramot elhanyagoltam, s a közölt egyenle-
tek az örvényáramú problémák léırására alkalmasak. Statikus mágneses tér problémák
esetén az örvényáram hatása elhanyagolható, azaz a (2.23) egyenlet elhagyható, ahogy
a (2.26) reláció utolsó tagja is.

A Maxwell-egyenletek a térjellemzők közötti kapcsolatokat adják meg, azonban kü-
lönféle közeghatár- és peremfeltételeket kell megfogalmazni, hogy azok egyértelműen
ı́rják le a megoldandó problémákat. Két különböző közeggel kitöltött térfogat határán
közeghatár feltételeket kell megfogalmazni, amely az elektromos térerősség és a mágneses
térerősség tangenciális komponensének, valamint a mágneses indukció és az áramsűrűség
normális komponensének folytonosságát jelenti. A mágneses térerősség tangenciális kom-
ponense akkor nem folytonos, ha a közeghatáron ~K(~r, t) felületi áram folyik. A perem-
feltétel a probléma tartományát lezáró peremeken elő́ırt feltételekben merül ki, amely a
fenti tangenciális és normális komponensekre ad elő́ırást, amelyeknek teljesülni kell.

A következőkben az egyszerűbb ı́rásmód érdekében a vektorfüggvények argumen-
tumát, azaz az (~r, t) jelölést elhagyom.

2.3.2. Potenciálformalizmusok

A Maxwell-egyenletek megoldása potenciálok bevezetésével lehetséges, amelynek e-
redményeképp az ismeretlenek (a térjellemzők) száma csökkenthető, s mindez a po-
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tenciálokra feĺırható parciális differenciálegyenletek megoldására vezet. A potenciálok
ismeretében a térjellemzők, s egyéb adatok természetesen számı́thatók. Alapvetően
skalárpotenciál, vagy vektorpotenciál alkalmazható a megfogalmazott problémák léırá-
sára, melyek elliptikus, valamint parabolikus t́ıpusú parciális differenciálegyenletekre ve-
zetnek.

A következőkben a legfontosabb potenciálok bemutatására szoŕıtkozom, amikor a
probléma lineáris [14, 63, 169–179, 181–183, 185–187, 191, 198–231]. Erre éṕıtve aztán a
4. fejezetben bemutatom a nemlinearitás figyelembevételének egy lehetséges módozatát.

Statikus mágneses tér

A statikus mágneses tér problémák általános feléṕıtése a 2.14 ábrán látható. A
mágneses teret itt a tekercs i árama gerjeszti, amely a levegővel kitöltött Ω0 tartományban
helyezkedik el, s van egy tartomány (Ωm), amelyet mágneses anyag tölt ki. A Γm0 jelöli

a közeghatárt, a ΓB peremen a ~B · ~n = −b (b a fikt́ıv mágneses töltések felületi sűrűsége,
amely szimmetriaśık esetében zérus, egyébként elő kell álĺıtani), a ΓH peremen pedig a
~H × ~n = ~K feltétel kell teljesüljön. Az ~n normálvektor a 2.14 ábra szerint a kérdéses
tartományból kifelé mutat.

i

mágneses anyag

levegő

µ0

µr

Ωm

Ω0Γm0

Γm0

ΓB ΓB

ΓB

ΓB

ΓH

ΓH

~H , ~B

~n
~nm

~n0

2.14. ábra. Statikus mágneses tér feladat sematikus rajza

A statikus mágneses tér alapvetően a mágneses skalárpotenciállal, vagy a mágneses
vektorpotenciállal számı́tható. Itt a legfontosabb összefüggésekre mutatok rá.

A mágneses skalárpotenciál. Amágneses térerősség felbontható egy rotációval b́ıró
és egy rotációmentes komponensre, azaz

~H = ~T 0 + ~Hm, (2.27)

ahol

∇× ~T 0 = ~J0, és ∇× ~Hm = ~0. (2.28)

Ez a dekompoźıció kieléǵıti a (2.22) egyenletet. A ~T 0 áram-vektorpotenciál a µ0 per-
meabilitású közegben számı́tott mágneses térerősséggel egyezik meg, amely többféleképp
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számı́tható az ismert ~J0 áramsűrűségből, azaz ismertnek tekinthető [14,183]. A rotáció-
mentes komponens előálĺıtható egy Φ skalárpotenciál (mágneses skalárpotenciál) negat́ıv
gradienseként, azaz

~Hm = −∇Φ, (2.29)

vagyis a mágneses térerősség alakja az alábbi:

~H = ~T 0 −∇Φ, az Ω0 ∪ Ωm tartományon. (2.30)

Ezen potenciálformalizmusnak és a lineáris anyagmodellnek megfelelő Laplace–Pois-
son-egyenlet a (2.24) egyenletből az alábbi:

∇ · (µ∇Φ) = ∇ · (µ~T 0), az Ω0 ∪ Ωm tartományon, (2.31)

ahol µ = µ0 az Ω0, és µ = µ0µr az Ωm tartományban. A feladatkörhöz a következő
Dirichelt-t́ıpusú, illetve Neumann-t́ıpusú peremfeltételek tartoznak:

Φ = Φ0, a ΓH peremen, (2.32)

(µ~T 0 − µ∇Φ) · ~n = −b, a ΓB peremen, (2.33)

ahol a Φ0 konstans a skalárpotenciál gradiense tangenciális komponensének vonalmenti
integrálásával számı́tható. Ezt Φ-formalizmusnak is nevezik.

A fenti potenciált redukált mágneses skalárpotenciálnak is nevezik, mert a ~T 0 áram-
vektorpotenciál tartalmazza a gerjesztés hatását. Sok esetben (pl. mágneses pólusok

számı́tásakor) alkalmazható a teljes mágneses skalárpotenciál, melyet a ~H = −∇Ψ
összefüggés definiál, ekkor ugyanis az áramsűrűség a vizsgált tartományban zérus. Létezik
még a két skalárpotenciál kombinációja, az ún. Φ−Ψ-formalizmus.

A mágneses vektorpotenciál. Az ~A mágneses vektorpotenciál a (2.24) egyenlet
alapján vezethető be a

~B = ∇× ~A (2.34)

összefüggés szerint, amely az Ω = Ω0 ∪ Ωm tartományban érvényes. A fenti kifejezés
a (2.22) egyenlet és a lineáris konstitúciós reláció szerint a következő lineáris parciális
differenciálegyenletre vezet:

∇× (ν∇× ~A)−∇(ν∇ · ~A) = ~J0, az Ω0 ∪ Ωm tartományon. (2.35)

A ν paraméter a permeabilitás reciproka, amely 1/µ0 az Ω0, és 1/(µ0µr) az Ωm tar-
tományban. Az egyenlet bal oldalának második tagja a mágneses vektorpotenciál diver-
genciájának megválasztása eredményeképp került az egyenletbe, ugyanis itt a ∇ · ~A = 0
Coulomb-mértéket célszerű alkalmazni. Az egyenlethez a következő peremfeltételek tar-
toznak:

(ν∇× ~A)× ~n = ~K, a ΓH peremen, (2.36)

~A · ~n = 0, a ΓH peremen, (2.37)
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~n× ~A = ~α, a ΓB peremen, (2.38)

ν∇ · ~A = 0, a ΓB peremen, (2.39)

ahol ~α a ∇ · ~α = b összefüggés alapján számı́tható. A (2.35)-(2.39) egyenletek által

definiált formalizmus a mértékkel ellátott ~A-formalizmus. Ezt kötött formalizmusnak is
h́ıvják a divergencia megkötése miatt.

A divergencia rögźıtésének hiányára érzéketlen numerikus technikával dolgozva, s fel-
használva a (2.28) összefüggés első egyenletét, a következő ún. szabad ~A-formalizmusra
jutunk:

∇× (ν∇× ~A) = ∇× ~T 0, az Ω0 ∪ Ωm tartományon, (2.40)

(ν∇× ~A)× ~n = K, a ΓH peremen, (2.41)

~n× ~A = ~α, a ΓB peremen. (2.42)

Létezik a skalárpotenciál és a vektorpotenciál kombinációjaként eredményezett ~A−Φ-
formalizmus is, melynek célja az ismeretlenek csökkentése.

Örvényáramú tér

Az örvényáramú tér problémák általános feléṕıtése a 2.15 ábrán látható. A mágneses
teret ebben az esetben is a tekercs i(t) árama gerjeszti, amely a levegővel kitöltött Ωn

nemvezető tartományban helyezkedik el, s az Ωö tartományt σ vezetőképességű anyag
tölti ki, amely esetleg még mágnesezhető is. Ebben a tartományban jön létre a σ~E
örvényáram által keltett ~He mágneses tér, amely visszahat az azt létrehozó mágneses
térre. A Γnö felület választja el a két tartományt, ahol a közeghatár feltételeknek tel-
jesülni kell, a ΓB peremen a ~B · ~n = −b, a ΓHn

peremen a ~H× ~n = ~K, a ΓHö
peremen a

~H × ~n = ~0, a ΓE peremen pedig az ~E × ~n = ~0 feltétel kell teljesüljön. Belátható, hogy
a ΓHö

peremen a ~J · ~n = 0, a ΓE peremen pedig a ~B · ~n = 0 feltétel is teljesül.

i(t)

vezető tartomány

levegő

µ0

µr

σ
Ωö

Ωn

Γnö

Γnö

ΓB

ΓB

ΓB

ΓE

ΓHn

ΓHö

~H , ~B

~n

~nn

~nö

σ~E

~He

2.15. ábra. Örvényáramú probléma sematikus rajza

Ebben a fejezetben csak az Ωö tartományban kialakuló elektromágneses tér számı́-
tásával foglalkozom, a következő fejezetben pedig az itt összefoglalt formalizmusokat
csatolom a levegő tartományában kialakuló statikus mágneses tér formalizmusaival.
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Az örvényáramú tartomány számı́tása is többféleképp lehetséges. Alapvetően a ~T
áram-vektorpotenciál kiegésźıtve a Φ redukált mágneses skalárpotenciállal, és az ~A
mágneses vektorpotenciál a V elektromos skalárpotenciállal alkalmazható. Ebben a fe-
jezetben a legfontosabb összefüggésekre utalok.

Az áram-vektorpotenciál és a mágneses skalárpotenciál. Az örvényáram for-
rásmentessége a folytonossági egyenlet szerint jól ismert összefüggés, amelyből a ~T áram-
vektorpotenciál származtatható, azaz a ∇ · ~J = 0 összefüggés szerint a

~J = ∇× ~T , az Ωö tartományon (2.43)

bevezethető. A (2.22) Ampére-féle gerjesztési törvény alapján a mágneses térerősség
alakja az alábbi:

~H = ~T 0 + ~T −∇Φ, az Ωö tartományon, (2.44)

ahol a Φ a fentiekben már bemutatott redukált mágneses skalárpotenciál. A ~T 0 tag
hozzáadása a ~T −∇Φ összefüggéshez numerikus szempontból előnyös.

Az elektromos térerősség a (2.26) egyenlet utolsó összefüggése szerint tehát a követ-
kező módon számı́tható az áram-vektorpotenciálból:

~E =
1

σ
∇× ~T , az Ωö tartományon. (2.45)

A (2.23) Faraday-törvénybe, a (2.24) egyenletbe, és a peremfeltételekbe helyetteśıtve

az alábbi egyenletrendszer definiálja a ~T ,Φ-formalizmust:

∇×
(
1

σ
∇× ~T

)

+ µ
∂~T

∂t
− µ∇∂Φ

∂t
= −µ∂

~T 0

∂t
, az Ωö tartományon, (2.46)

∇ · (µ~T − µo∇Φ) = −∇ · (µ~T 0), az Ωö tartományon, (2.47)

~T × ~n = ~0, a ΓHö
peremen, (2.48)

Φ = Φ0, a ΓHö
peremen, (2.49)

(
1

σ
∇× ~T

)

× ~n = ~0, a ΓE peremen, (2.50)

(µ~T 0 + µ~T − µ∇Φ) · ~n = 0, a ΓE peremen. (2.51)

Ebben a formalizmusban a ∇ · ~T = 0 Coulomb-mérték egyelőre nem szerepel, ezt a
szabad formalizmust megfelelően választott numerikus technikával kell realizálni.

A Coulomb-mértéket is magába foglaló kötött formalizmus egyenletei az alábbiak:

∇×
(
1

σ
∇× ~T

)

−∇
(
1

σ
∇ · ~T

)

+ µ
∂~T

∂t
− µ∇∂Φ

∂t
= −µ∂

~T 0

∂t
,

az Ωö tartományon,

(2.52)

∇ · (µ~T − µ∇Φ) = −∇ · (µ~T 0), az Ωö tartományon, (2.53)

~T × ~n = ~0, a ΓHö
peremen, (2.54)
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Φ = Φ0, a ΓHö
peremen, (2.55)

1

σ
∇ · ~T = 0, a ΓHö

peremen, (2.56)

(
1

σ
∇× ~T

)

× ~n = ~0, a ΓE peremen, (2.57)

(µ~T 0 + µ~T − µ∇Φ) · ~n = 0, a ΓE peremen, (2.58)

~T · ~n = 0, a ΓE peremen. (2.59)

A mágneses vektorpotenciál és az elektromos skalárpotenciál. A mágneses
vektorpotenciál a mágneses indukció forrásmentességéből vezethető le, miszerint

~B = ∇× ~A, az Ωö tartományon. (2.60)

A második Maxwell-egyenlet alapján az elektromos térerősség is definiálható,

~E = −∂
~A

∂t
−∇V, az Ωö tartományon, (2.61)

ahol V az elektromos skalárpotenciál.
Az Ampére-féle gerjesztési törvény és az örvényáram forrásmentessége szolgáltatja a

feĺırható parciális differenciálegyenleteket, melyeket a peremfeltételek egésźıtenek ki az
alábbi módon:

∇× (ν∇× ~A) + σ
∂ ~A

∂t
+ σ∇V = ~0, az Ωö tartományon, (2.62)

−∇ ·
(

σ
∂ ~A

∂t
+ σ∇V

)

= 0, az Ωö tartományon, (2.63)

(ν∇× ~A)× n = 0, a ΓHö
peremen, (2.64)

(

−σ∂
~A

∂t
− σ∇V

)

· ~n = 0, a ΓHö
peremen, (2.65)

~n× ~A = ~0, a ΓE peremen, (2.66)

V = V0, a ΓE peremen. (2.67)

Itt V0 értéke konstans. Ezen szabad formalizmus a Coulomb-mértéket nem foglalja
magába, de alkalmas numerikus technikával megoldható.

A Coulomb-mértéket is tartalmazó kötött ~A, V -formalizmus a következő egyenletek
által definiált:

∇× (ν∇× ~A)−∇(ν∇ · ~A) + σ
∂ ~A

∂t
+ σ∇V = ~0, az Ωö tartományon, (2.68)

−∇ ·
(

σ
∂ ~A

∂t
+ σ∇V

)

= 0, az Ωö tartományon, (2.69)

(ν∇× ~A)× ~n = ~0, a ΓHö
peremen, (2.70)
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−
(

σ
∂ ~A

∂t
+ σ∇V

)

· ~n = 0, a ΓHö
peremen, (2.71)

~A · ~n = 0, a ΓHö
peremen, (2.72)

~n× ~A = ~0, a ΓE peremen, (2.73)

V = V0, a ΓE peremen, (2.74)

ν∇ · ~A = 0, a ΓE peremen. (2.75)

Csatolt problémák

A 2.15 ábra szerint az örvényáramú tartományt egy örvényáramtól mentes tartomány
veszi körül. Az örvényáramú tartományt vagy a ~T ,Φ-alakban megfogalmazott forma-
lizmus, vagy az ~A, V -formalizmus ı́rja le. A levegőben lejátszódó statikus mágneses tér
léırására a Φ skalárpotenciál, vagy az ~A vektorpotenciál alkalmazható. A kapcsolódó
Γnö közeghatáron a különféle formalizmusokat csatolni kell egymáshoz, s ezen a felületen
a mágneses térerősség tangenciális komponense, valamint a mágneses indukció normális
irányú komponense folytonos kell legyen. A csatolás a legkülönfélébb formalizmusokat

eredményezheti: ~T ,Φ − Φ, ~A, V − ~A, ~A
∗ − ~A, ~T ,Φ − ~A, ~T ,Φ − ~A − Φ, ~A, V − Φ,

~A, V − ~A− Φ. Minden egyes formalizmusnak lehet kötött és szabad kivitele.
Az egyes potenciálformalizmusok levezetése és bemutatása rendḱıvül hosszadalmas,

de a [14] szakkönyvben mindez megtalálható.

2.3.3. A súlyozott maradék elve, a végeselem-módszer

Az előző fejezetben bemutatott, és a továbbiakban bemutatásra kerülő elliptikus
és parabolikus t́ıpusú parciális differenciálegyenletek közeĺıtő megoldása többek között
a súlyozott maradék elv alapján lehetséges [14, 24, 169, 170, 174, 178, 179, 181, 183, 192,
198,223,232–237]. A súlyozott maradék elv körén belül három fő csoportba sorolhatók a
különféle módszerek, ahogy az a 2.16 ábrán is látható. Ezek közül csak a gyenge alakkal, a
Galjorkin-technikával, és ezen belül a végeselem-módszerrel foglalkozom [14,169,170,178,
179,181–183,186,187,189–191,193,198,238,239]. A végeselem-módszer (Finite Element
Method, FEM) a legnépszerűbb és a legelterjedtebben alkalmazott numerikus technika
parciális differenciálegyenletek közeĺıtő megoldására.

A súlyozott maradék elv lényege abban áll, hogy nem törekszik sem a parciális diffe-
renciálegyenletek, sem a peremfeltételek tökéletes kieléǵıtésére, hanem a parciális diffe-
renciálegyenletek és a peremfeltételek maradékának egy tetszőleges súlyfüggvénnyel vett
ún. belső szorzatát teszi zérussal egyenlővé, s ennek a súlyozott maradéknak a megoldása
szolgáltatja a probléma megoldásának egy lehetséges közeĺıtését. A belső szorzatban sze-
replő integrálás változatlan formában történő alkalmazása a direkt alakot eredményezi.
Amennyiben a szorzatfüggvényre vonatkozó integrálási tétel kerül alkalmazásra, úgy a
gyenge alak nyerhető, melynek eredményeképp a deriválás rendje eggyel csökken. A har-
madik alak pedig az inverz alak. A súlyfüggvény tetszőlegesen megválasztható. Az ún.
Galjorkin-eljárás kapcsán a súlyfüggvényt és a potenciálokat közeĺıtő függvényt azonos-
nak kell választani, s ezúton lehet eljutni a végeselem-módszerhez is. Megjegyzem, hogy
a végeselem-módszer a Dirichlet-t́ıpusú peremfeltételeket tökéletesen, mı́g a Neumann-
t́ıpusú peremfeltételeket a térbeli diszkretizálás finomságától függően, közeĺıtőleg eléǵıti
ki.

26

               dc_872_14



Kuczmann Miklós 2014

Direkt alak
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módszere

Végeselem-módszer Ált. gyenge alak

Trefftz-módszer
Peremelem-

módszer

2.16. ábra. A numerikus térszámı́tási eljárások főbb csoportjai

Az egyes potenciálformulák gyenge alakjának bemutatása terjedelmes, nagyon rész-
letes összefoglalását a [14] tartalmazza.

A végeselem-módszer áttekintése

A végeselem-módszer tehát egy numerikus technika parciális differenciálegyenletek
közeĺıtő megoldására, melynek lényege, hogy a megoldandó probléma geometriáját egy-
szerű geometriájú elemek seǵıtségével diszkretizálva, azokon egyszerű egyenleteket fel-
ı́rva lehet a feladatot megoldani. Munkám során elsősorban a COMSOL Multiphysics

[240, 241] és a Matlab [185, 242] szoftvereket alkalmaztam, amelyek kiválóan alkalma-
sak a gyenge alakkal megfogalmazott problémák kezelésére, illetve saját fejlesztésű ru-
tinok gyors tesztelésére. A Széchenyi István Egyetem Automatizálási Tanszékén egy
saját fejlesztésű végeselem-szoftver fejlesztésébe kezdtünk C-nyelven [243], amely a sza-
bad forráskódú GMSH [244] és PETSc [245] programcsomagokra épül, s célul tűztük ki
az összegyűjtött nemlineáris formalizmusok implementációját [14, 243, 246]. A GMSH

biztośıtja a keretrendszert, a végeselem-környezetet, a hálógenerálót és a megjeleńıtőt,
a PETSc függvényeivel pedig a modern számı́tástechnika előnyeit (például párhuzamos
számı́tások különféle hardvereken) is kihasználva lehet megvalóśıtani a konkrét forma-
lizmusokat, s azok megoldását.
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A végeselem-módszer lépései a 2.17 ábrán láthatók. Az első lépés a helyes modell
megalkotása, ami áll egyrészt a vizsgált geometria CAD-rendszerben (Computer Aided
Design, CAD, azaz számı́tógéppel történő tervezés) történő leképezéséből, másrészt a
megfelelő fizikai képből kiindulva, a megoldandó parciális differenciálegyenletek és perem-
feltételek feĺırásából. Ebben a lépésben kell kidolgozni a diszkretizálás eredményeképp
kapott megoldandó egyenleteket is, amelyek a súlyozott maradék elvnek megfelelően
lineáris, vagy nemlineáris algebrai egyenletek.

Az előfeldolgozási fázisban a feladat a különféle anyagi jellemzők és a gerjesztés pontos
definiálása, valamint a geometria végeselem-ráccsal történő diszkretizálása. A végeselem
egyszerű geometriai alakzat, két dimenzióban például háromszög (2.18(a) ábra) és négy-
szög (2.18(b) ábra), három dimenzióban pedig tetraéder (2.19(a) ábra) és hexaéder
(2.19(b) ábra) a legelterjedtebben alkalmazott forma, amelyekkel egy geometria egyszerű
szabályokkal felbontható. Az ı́gy előálló háló definiálja a megoldandó egyenletrendszert
is, ugyanis a háló csomópontjaiban vagy a háló élei mentén helyezkednek el az ismeret-
len potenciál közeĺıtésére használt polinomok együtthatói. Előbbi esetben csomóponti,
utóbbi esetben vektoriális vagy élelemes közeĺıtésről beszélünk.

Ezután a súlyozott maradék elv gyenge alakjára támaszkodva az egyetlen végeselemre
feĺırható lokális egyenletek (elemegyenlet) alapján fel kell éṕıteni a megoldandó globális
egyenletrendszert. Ez az ún. asszemblálás, amikor ciklusban végig kell menni va-
lamennyi végeselemen, s a megfelelő egyenletek együtthatóit a globális egyenletrend-
szerben a megfelelő helyre hozzá kell adni. Ennek eredménye egy nagyméretű, ritka
(sparse) mátrix, mivel nagyon kevés eleme különbözik zérustól. A megoldó algoritmus
szempontjából sok esetben célszerű szimmetrikus mátrixot generálni, amennyiben az
lehetséges. Az egyenletrendszer megoldására számos algoritmus létezik. A számı́tási

A modell specifikációja
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Elemegyenlet

Asszemblálás

Megoldás
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ió

/
Id
ől
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2.17. ábra. A szimuláció lépései végeselem-módszer esetén
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2.18. ábra. Tipikus végeselemek a kétdimenziós x− y śıkon

1

2

3

4

x

y

z

él

csomópont
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1

2

3
4

5

6
7

8

x

y

z

él

csomópont
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2.19. ábra. Tipikus végeselemek három dimenzióban

ciklust különböző bemeneti feltételek mellett ismételni kell az időfüggő örvényáramú
problémák időtartományban történő megoldása esetén, mı́g a nemlineáris egyenletrend-
szer megoldása iterációt is igényel.

Az egyenletrendszer megoldása után a közeĺıtő potenciálfüggvény ismeretében gya-
korlatilag az összes kérdéses mennyiség számı́tható. Ez az utófeldolgozási fázis. A szi-
mulációs eredmények birtokában a modell jav́ıtható, a végeselemen alapuló és időbeli
diszkretizálás finomı́tható, azaz a modell jósága iterat́ıvan növelhető.

A potenciálok közeĺıtése

A numerikus módszerek a megoldandó problémák egy közeĺıtését szolgáltatják. Vé-
geselem-módszer esetén a parciális differenciálegyenletekben szereplő potenciálokat a
végeselemekre feĺırt polinomok seǵıtségével lehet közeĺıteni, amelyeket formafüggvények-
nek is neveznek. Ebben a fejezetben az approximáció lényegét foglalom össze.

A skalár súlyfüggvényt (vektor-skalár függvény) és az approximáció során alkalmazott
közeĺıtő formafüggvényt a továbbiakbanN = N(~r) jelöli, a vektor súlyfüggvényt (vektor-

vektor függvény) a közeĺıtő formafüggvényt pedig ~W = ~W (~r).
A Φ = Φ(~r) vagy Φ = Φ(~r, t) reprezentat́ıv skalár potenciálfüggvények m számú
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lineárisan független függvény lineáris kombinációjával approximálhatók:

Φ ≃ Φa = ΦD +
m∑

i=1

NiΦi, (2.76)

ahol Φa jelöli a Φ potenciálfüggvény közeĺıtését. Az Ni = Ni(~r) az approximáció for-
mafüggvénye, Φi = Φi(t) pedig az ismeretlen együtthatókat jelöli (statikus esetben ezek
természetesen időtől függetlenek). A fenti közeĺıtés első tagja a Dirichlet-féle perem-
feltételek kieléǵıtését hivatott biztośıtani,

ΦD = g, a ΓD peremen, (2.77)

ahol g egy előre megadott érték. Ennek következménye, hogy a ΓD peremen a második
összeg minden tagja zérus kell legyen, azaz teljesülnie kell az

Ni = 0, a ΓD peremen (∀i, i = 1, · · · , m) (2.78)

feltételnek.
Az ~A = ~A(~r) vagy ~A = ~A(~r, t) reprezentat́ıv vektor potenciálfüggvények k számú

lineárisan független formafüggvény seǵıtségével közeĺıthetők a következő módon:

~A ≃ ~Aa = ~AD +

k∑

j=1

~W j Aj. (2.79)

Itt ~Aa jelöli az ~A vektorfüggvény approximációját, a ~W j = ~W j(~r) az approximáció
formafüggvényét, Aj = Aj(t) pedig az ismeretlen együtthatókat, amelyek statikus e-
setben nem függenek az időtől. Az első tag a Dirichlet-t́ıpusú peremfeltételek pontos
kieléǵıtésére szolgál, azaz ismert ~G vektorváltozó, vagy ismert G skalárváltozó mellett
az alábbi feltételek valamelyikét eléǵıti ki:

~n× ~AD = ~G, vagy ~AD · ~n = G, a ΓD peremen. (2.80)

Ennek következménye, hogy a ΓD peremen a formafüggvény a következő feltételek egyikét
kell teljeśıtse:

~n× ~W j = ~0, vagy ~W j · ~n = 0, a ΓD peremen (∀j, j = 1, · · · , k). (2.81)

A formafüggvények

A skalárpotenciálok csomóponti végeselemekkel közeĺıthetők, mı́g a vektorpotenciálok
approximálhatók akár csomóponti, akár élelemek (vektorelemek) seǵıtségével. A csomó-
ponti elemek alkalmazása során az Ni formafüggvények seǵıtségével kell közeĺıteni a
potenciálokat, s az ismeretlenek a végeselem-háló csomópontjaihoz kapcsolódnak. Az
élmenti végeselemek esetén a ~W j formafüggvényekből és az élekhez rendelt ismeret-
lenekből áll elő a közeĺıtő potenciál. A közeĺıtő formafüggvények egyszerű folytonos
polinomokból épülnek fel, melyek tartója egyetlen végeselem.

A formafüggvények a következő tulajdonságokkal b́ırnak [181]:

(i) Minden formafüggvény a teljes problématér felett értelmezett;
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(ii) Minden csomóponti formafüggvény egyetlen csomóponthoz, illetve minden élmenti
vektor-formafüggvény egyetlen élhez tartozik;

(iii) Minden csomóponti függvény azon végeselemeken különbözik nullától, amelyek
érintkeznek annak csomópontjával, s minden vektorfüggvény csak azon végesele-
meken nem nulla, amelyekhez az él tartozik;

(iv) A csomóponti függvény értéke egységnyi az adott csomópontban, illetve minden
más csomópontba zérus. A vektorfüggvény vonalmenti integrálja az adott él mentén
egységnyi, az összes többi él mentén pedig zérus;

(v) A formafüggvények lineárisan függetlenek.

A végeselem-módszerrel számı́tott közeĺıtő megoldás pontossága alapvetően három
módon jav́ıtható. A végeselemek számát növelve, vagyis a felbontást finomı́tva az ún.
h-FEM nyerhető. A közeĺıtő polinomok fokszámának növelése a p-FEM-et eredményezi,
mı́g a kettő alkalmas kombinációja a hp-FEM.

A csomóponti formafüggvények. Skalárfüggvények approximációja a (2.76) össze-
függés szerint lehetséges. Végeselem-módszer esetében az Ni = Ni(~r) bázisfüggvényeket
csomóponti formafüggvényeknek h́ıvják. A formafüggvények tulajdonságai alapján a
csomóponti formafüggvények az alábbi összefüggés szerint definiálhatók:

Ni =

{
1, az i-edik csomópontban,
0, bármely más csomópontban.

(2.82)

A csomóponti formafüggvények seǵıtségével vektorpotenciálok közeĺıtése is lehetséges,
habár újabban az ún. élmenti formafüggvények alkalmazása hód́ıt. A reprezentat́ıv
~A = ~A(~r, t) potenciálfüggvény háromdimenziós esetben három komponens seǵıtségével
ı́rható fel az alábbi módon:

~A = Ax~ex + Ay~ey + Az~ez (2.83)

ahol ~ex, ~ey és ~ez az x, y és z irányokba mutató egységvektorok, az Ax = Ax(~r, t),

az Ay = Ay(~r, t), és az Az = Az(~r, t) függvények pedig ezen három irányban az ~A
vektorpotenciál ortogonális komponensei.

Kézenfekvő az alábbi közeĺıtés:

~A ≃
m∑

i=1

Ni (Ax,i ~ex + Ay,i ~ey + Az,i ~ez)

=
m∑

i=1

NiAx,i ~ex +
m∑

i=1

NiAy,i ~ey +
m∑

i=1

NiAz,i ~ez,

(2.84)

azaz az egyes komponenseket külön-külön lehet csomóponti formafüggvényekkel közeĺı-
teni. A kutatások eredményeképp kiderült azonban, hogy a vektorpotenciálok ily módon
történő közeĺıtése számos numerikus problémát okoz. A Coulomb-mérték elő́ırására
különös gondot kell ford́ıtani, különben az iterat́ıv módszerek sok esetben nem kon-
vergensek. A Coulomb-mértékkel egyértelművé tett kötött formalizmust csomóponti
végeselem-módszerrel szokás megoldani. A másik lényeges probléma, hogy nagy perme-
abilitású közeg és kis permeabilitású közeg határán (például vas/levegő határ) a megoldás
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nem helyes. Itt külön feltételt kell generálni a közeghatáron, ami azonban nem követ-
kezik az egyenletekből, de az élmenti formafüggvények irányába mutat. A probléma
ugyanis abban áll, hogy a csomóponti formafüggvény folytonos, azaz a mágneses vektor-
potenciál normális irányú komponense is és tangenciális irányú komponense is folytonos.
A eredmények viszont azt mutatják, hogy vas/levegő határon a normális irányú kompo-
nens nem folytonos.

Az élmenti formafüggvények. Az élmenti formafüggvények a fenti problémák vizs-
gálatának eredményeként alakultak ki. A ~W j élmenti formafüggvények seǵıtségével az
~A reprezentat́ıv vektorpotenciál a következő módon közeĺıthető:

~A ≃
k∑

j=1

~W j Aj . (2.85)

A ~W j élmenti formafüggvény defińıciója az alábbi:

∫

l

~W j · ~dl =
{

1, a j-edik él mentén,
0, bármely más él mentén,

(2.86)

azaz a formafüggvény élmenti vonalintegrálja a j-edik él mentén egységnyi, s az összes
többi él mentén nulla. Ez azt jelenti, hogy a ~W j vektor formafüggvénynek tangenciális
komponense csak a j-edik él mentén van, mı́g az összes többi élre merőleges. Három-
dimenziós esetben nemcsak a j-től különböző élekre merőleges a formafüggvény, hanem
minden olyan oldalra is, amely a j-edik éllel nincs kapcsolatban.

Ha két végeselemnek van közös éle, akkor ezen az élen az approximált potenciál-
függvény tangenciális komponense folytonos, mı́g normális komponense nem feltétlenül
az.

Megjegyzem, hogy a szabad formalizmust ezen élmenti formafüggvényekkel jellemzett
vektoriális végeselem-módszerrel szokás megoldani.

2.3.4. A nemlinearitás figyelembe vétele

Munkám fő célja a kidolgozott hiszterézismodellek és a különféle potenciálformaliz-
musok összekapcsolása alkalmas numerikus technikával. Az ı́gy előálló, a hiszterézis
karakterisztika beillesztésére is alkalmas eljárás kidolgozása bonyolultsága és gépigénye
miatt ma is a kutatások középpontjában áll. Kutatásom a [14,62,63,72,192,238,247–268]
műveken alapul, amelyek a fixpontos eljárást helyezik előtérbe a nemlineáris egyenlet-
rendszer megoldására. A Maxwell-egyenletekből levezethető potenciálformalizmusok és a
hiszterézis karakterisztika linearizálására alkalmas polarizációs formula összekapcsolása
konvergens iterációs eljáráshoz vezet, amely kiválóan használható bonyolult háromdi-
menziós problémák megoldására. Eredményeim didaktikailag is egybefüggően a 4. feje-
zetben foglalom össze.
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3. fejezet

A ferromágneses hiszterézis

vizsgálata

3.1. A skalár hiszterézis karakterisztika

3.1.1. A skalár karakterisztika mérése

A mérési elrendezés bemutatása

Az általam megvalóśıtott, a skalár hiszterézis karakterisztika mérésére alkalmas elren-
dezés blokkvázlata a 3.1 ábrán látható [64,269–274]. A 2.2. fejezetben már ismertettem,

hogy ez a mérési összeálĺıtás kihasználja, hogy egy toroid alakú próbatesten belül a ~H(t)

mágneses térerősség vektor és a ~B(t) mágneses indukció vektor egymással minden pont-
ban párhuzamos. A toroid keresztmetszetén áthaladó térjellemzők H(t) és B(t) átlaga
mérhető, s ezen két skalár időbeli változása ı́rja le a mágneses anyag viselkedését.

3.1. ábra. A realizált skalár hiszterézis mérésére alkalmas elrendezés blokkvázlata

A karakterisztika mérése során a toroid Np menetszámú primer tekercsét előre de-
finiált időfüggvényű i(t) árammal lehet gerjeszteni, aminek hatására a transzformátor
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Ns menetszámú, szakadással lezárt szekunder tekercsében u(t) üresjárási feszültség in-
dukálódik. Az áram és az indukált feszültség időfüggvénye mérhető a számı́tógépbe
helyezett National Instruments mérési adatgyűjtő (Data Acquisition, NI-DAQ) kártya
seǵıtségével. Az áram jelalakját ugyanezen kártyán keresztül lehet a generátorhoz eljut-
tatni. A számı́tógépen futó, általam LabVIEW környezetben kifejlesztett eljáráscsomag
vezérli a teljes mérést, szabályozza az áramgenerátort, méri és feldolgozza a bejövő jele-
ket, valamint megjeleńıti a mérési eredményeket. A mérések során felhasznált eszközök
részletes bemutatása az A. függelékben tekinthető meg.

A mágneses térerősség átlagos értéke a toroidon belül Ampére törvénye értelmében
a következő összefüggés szerint számı́tható:

H(t) ∼= Np i(t)

l
, (3.1)

ahol l a toroid közepes hossza. A mágneses indukció Faraday törvénye szerint az indukált
feszültség ismeretében számı́tható:

B(t) = B0 +
1

S Ns

∫ t

0

u(τ) dτ, (3.2)

ahol S a toroid keresztmetszete, B0 pedig konstans.
A ḱısérleti mérések során kétféle lágymágneses anyagból készült toroid karakterisz-

tikáját vizsgáltam. Az egyik próbatest C19 jelzésű szerkezeti acélból készült, a másik
pedig az ArcerolMittal által gyártott M250-35A [64,104,105] jelzésű anyagból. Utóbbiból
különféle villamos forgógépeket gyártanak például villamos hajtású járművekben történő
felhasználásra. A jelölésben az M betű utal a mágnesezhető acélra, 2,5W/kg a ma-
ximális veszteség 1,5T mágneses indukció mellett, 50Hz frekvencián, s a lemez vas-
tagsága 0,35mm. A jelölés végén álló A betű a hengerelésre és a gyártásra utal, az
anyagban nincs kitüntetett mágnesezési irány. A méréseket különböző frekvenciákon is
elvégeztem, miáltal a dinamikus hatások frekvenciafüggését is vizsgáltam.

A C19 jelzésű anyagból készült toroid transzformátor adatai a következők: Np = 236,
Ns = 246, l = 314mm, S = 10mm2. Az M250-35A anyagból késźıtett toroid transz-
formátor adatai pedig a következők: Np = 175, Ns = 65, l = 163mm, S = 26,25mm2.
Előbbi egyetlen lemezből áll, utóbbi viszont tizenöt összeragasztott 0,35mm vastagságú
lemezből. A vastagabb lemezben a kialakuló örvényáramok jelentősen befolyásolják a
mérési eredményeket, a lemezelt vastest viszont gyakorlati szempontból jelentősebb.

Zajszűrés

A mérések során kapott hiszterézis karakterisztika meglehetősen zajos, amely külö-
nösen kicsiny gerjesztések mellett és alacsony frekvencián számottevő. Megfigyeléseim
szerint a zaj időbeli átlaga pozit́ıv, ami az integrálás eredményeképp kapott B(t) jel-
ben egyre növekvő offszetet jelent. Tapasztalataim szerint ez a zaj a hardver különböző
beálĺıtásai mellett sem eliminálható, ezért a 3.2 ábrán látható, nagyon hatékony szoft-
veres megoldást dolgoztam ki LabVIEW környezetben, amely Fourier-transzformáción és
digitális szűrésen alapul [270, 271, 273].

Első lépésben a mért áramjelet és feszültségjelet a LabVIEW FFT (Fast Fourier Trans-
form) blokkjával Fourier-transzformáltam, majd a nem ḱıvánt harmonikusokat egy Lab-

VIEW-ban implementált digitális szűrő seǵıtségével elimináltam. Ez egyszerűen annyit
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3.2. ábra. A LabVIEW környezetben implementált szűrési eljárás

jelent, hogy az amplitúdóspektrum megfelelő elemeit zérussal beszoroztam. Végezetül a
szűrt spektrumot visszatranszformáltam az időtartományba.

A 3.3(a) ábrán egy mért zajos indukált feszültség amplitúdóspektrumának egy részlete
látható példaként, s egy nagýıtott intervallumot mutat a 3.3(b) ábra. Ezen ábrákon jól
látható, hogy a hasznos jel spektruma mellett gyakorlatilag minden frekvencia képviselteti
magát valamekkora amplitúdóval. Ezen nem ḱıvánt komponenseket kell zérussal beszo-
rozni a szűrés során. A 3.4(a) ábrából kitűnik, hogy a zajos mérési eredményekből
számı́tott mágneses térerősség és az integrálás útján számı́tott mágneses indukció is za-
jos, utóbbi időben növekvő offszettel is terhelt. A 3.4(b) ábrán látható a szűréssel nyert
karakterisztika, ami a zajok hatásaitól mentes.
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(a) Az amplitúdóspektrum
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(b) Egy nagýıtott intervallum

3.3. ábra. Példa a mért indukált feszültség amplitúdóspektrumára
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(a) Zajszűrés előtt
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(b) Zajszűrés után

3.4. ábra. A mért karakterisztika

A szabályozó algoritmus

A mágneses indukció időfüggvényének szabályozása több szempontból is fontos. Ska-
lár hiszterézis mérése esetén az áram és a mágneses térerősség a (3.1) összefüggésnek
megfelelően egymással arányosan alakulnak. Ha a karakterisztika a könyök és a koer-
cit́ıv térerősség környékén nagyon gyorsan változik, akkor az gyors indukcióváltozást
jelent, ami tüskeszerű indukált feszültséget okoz a szekunder tekercs kapcsain. Ezeket a
tüskéket mintavételezésen alapuló technikával azonban nehéz mérni, ugyanis nagyon sok
mintavételezési pont szükséges a pontos és megismételhető mérésekhez. Mindemellett a
gyors fluxusváltozás Faraday törvényének megfelelően nagy örvényáramokat is indukál a
próbatestben, ami meghamiśıtja a statikus karakterisztika mérésének eredményeit. Ezen
okoknál fogva célszerű a nagy fluxusváltozási sebességet csökkenti oly módon, hogy a
szekunder tekercs kapcsain mérhető indukált feszültség időfüggvényét ı́rjuk elő például
szinuszos lefutásúra, vagy a vele kapcsolatban álló mágneses indukció időfüggvényét. Az
ezt megvalóśıtó proporcionális t́ıpusú szabályozó algoritmus az alábbi [270, 271, 273]:

1. Inicializálás: szinuszos lefutású áramjellel indul a mérés;

2. A mágneses térerősség és a mágneses indukció mérése a fenti szűrési technikával;

3. A mért B(t) és az előre definiált Bref(t) mágneses indukció időfüggvényének össze-
hasonĺıtása, ami egy ∆B(t) hibafüggvényt eredményez,

∆B(t) = B(t)−Bref(t); (3.3)

4. Az áramjel megváltoztatása a ∆i(t) = P∆B(t) jellel, ami egy proporcionális sza-
bályozót definiál (0 < P < 1, [P ] = A

T
);

5. Ha |∆B(t)| átlaga nem éri el a ḱıvánt értéket visszalépés a 2. pontra, egyébként a
mérés véget ér.

Itt jegyzem meg, hogy a vektoriális hiszterézis mérése során a szabályozás még nagyobb
szerepet kap.
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Mérési eredmények

A fenti, virtuális műszerekkel támogatott mérési környezetben a gyakorlat számára
fontos indukció-jelformák mérhetők. A 3.5(a) ábrán egy koncentrikus hurok mentén
kialakuló minor hurkok láthatók, amelyek hűen követik azt a jól ismert tényt, hogy a
minor hurkok reverzibilis permeabilitása a mágneses indukció növelésével csökken [1].
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(a) Minor hurkok egy koncentrikus hurok mentén
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(b) A (3.4) jelhez tartozó karakterisztika

3.5. ábra. Néhány mérési eredmény a C19 anyaggal kapcsolatban

A 3.5(b) ábrán a

Bref(t) =
[
0.67 cos(ωt+ 16.6◦) + 0.072 cos(17ωt+ 163.8◦)

+0.034 cos(19ωt− 177◦)
]
T

(3.4)

formulának megfelelő időfüggvény szerint alakuló mérési eredmények láthatók f = 5Hz
és f = 50Hz alapharmonikus-frekvencián. Magasabb frekvencián a karakterisztika je-
lentősen szélesedik az örvényáramú veszteségek miatt [65].

Ezen válogatott mérési eredmények jól illusztrálják a nagyon egyszerű algoritmus
robusztusságát.
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(a) A karakterisztika frekvenciafüggése
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3.6. ábra. Néhány mérési eredmény az M250-35A anyaggal kapcsolatban
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A 3.6(a) ábra az M250-35A lemezből készült anyag koncentrikus és minor hurkainak
frekvenciafüggésére mutat eredményt, amikor az alapharmonikus frekvenciája 5Hz, s
amikor 100Hz. A karakterisztika a frekvencia növelésével itt csak kismértékben szélesedik.

A gyártó katalógusai alapján a gyártó különféle méréseket végzett Epstein-keret
seǵıtségével az IEC 60404-2 szabványban rögźıtett szabályzatoknak megfelelően [104,
105]. Méréseit 50Hz frekvencián, időben szinuszosan váltakozó mágneses indukciót ge-
nerálva valóśıtotta meg, s néhány veszteségi adatot közölt (az anyag sűrűség a katalógus
alapján ρ = 7600 kg/m3). Ezen adatokkal összehasonĺıtottam saját eredményeim is:

• 1T csúcsérték mellett 1,0W/kg maximális veszteséget közölnek, méréseim alapján
ez az érték 1,3W/kg;

• 1,5T csúcsérték mellett 2,5W/kg maximális veszteséget közölnek, méréseim alap-
ján ez az érték 2,7W/kg.

Az adatok részletes összehasonĺıtása a 3.6(b) ábrán látható. Az általam mért veszteségek
nagyobbak a gyártó által közölt adatoknál.

További mérési eredmények láthatók a következő fejezetben, a Preisach-modell va-
lidációját tárgyaló részben.

3.1.2. A statikus modell bemutatása

Kutatásaim során a Preisach-féle hiszterézismodellt alkalmaztam, melynek általam is
felhasznált tulajdonságait a 2. fejezetben bemutattam. A modell implementálása során
két fontos szempontot tartottam szem előtt: egyszerű identifikáció, amely közvetlenül a
mérési eredményekhez kapcsolódik; valamint gyors működés, ami a mérnöki alkalmazás
szempontjából rendḱıvül fontos [14, 64, 275].

A modell feléṕıtése során az Everett-függvényt alkalmaztam, amely jól illeszkedik az
elvégzett mérések eredményeihez.

Az Everett-függvény másik nagy előnye, hogy seǵıtségével a modell kimenetének
számı́tása során nem kell integrálást végezni, hanem a (2.7) összefüggést lehet alkal-
mazni. A következőkben bemutatásra kerülő algoritmus a lépcsősgörbe olyan tárolását
alkalmazza, amely alkalmassá teszi a modellt párhuzamos módon történő realizálásra. A
párhuzamośıthatóság az alkalmazás szempontjából rendḱıvül fontos.

A mágnesezési folyamatokat célszerű a t = 0 időpillanatban lemágnesezett állapotból
ind́ıtani, amikor H(0) = 0 és B(0) = 0. Itt az inverz modell működését mutatom be,
mert a vektormodell inverz alakban működik, a direkt modell működése pedig az itt
léırtakkal analóg.

Ha a mágneses indukció nő, akkor a mágneses térerősség az első mágnesezési görbének
megfelelően alakul, és a lépcsősgörbe balról jobbra halad, ahogy az a 3.7(a) ábrán látható.
Az ábrán szaggatott vonal jelzi a lemágnesezett állapotnak megfelelő lépcsősgörbét.
Ha a mágneses indukció ezután csökken, akkor egy koncentrikus görbének megfelelő
visszatérési görbén halad a mágnesezési folyamat. Ezt illusztrálja a 3.7(b) ábra. Az
ábrán megjelöltem a háromszögön értelmezett lépcsőfokot és a neki megfelelő eltárolt,
illetve felhasznált pontot az α = β egyenes mentén. A lépcsősgörbe egy v́ızszintes sza-
kasza ekkor fentről lefelé halad egyre növelve a negat́ıv előjellel rendelkező hiszteronok
területét, miáltal a mágneses térerősség is csökken. A 0-val jelzett pont az első pont,
amit a memóriában tárolni kell, és ami az első lépcsőfokot jelenti. Ennek koordinátái:
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(a) Az első mágnesezési görbe (b) A visszatérő görbe

3.7. ábra. Az illusztráció első és második lépése

(α0, β0 = −α0). Nem szükséges azonban mindkét érték tárolása. Az α = β egyene-
sen ugyanis alkalmas algoritmussal ezt egyetlen adat tárolásával meg lehet tenni, azaz
L = {α0}. Ekkor a mágneses térerősség a következőképp számı́tható (2.7) alapján:

H(t) = Hmax (−E(α0, β0) + 2 [E(α1, β0)−E(α1, β1)]) , (3.5)

ahol β0 = −α0 az L listában tárolt egyetlen érték, valamint α1 = α0 és β1 = B(t)/Bmax.
A Hmax és Bmax értékek a technikai szaturációhoz tartozó maximális mágneses térerősség
és indukció értékek, melyekkel a modell bemenete és kimenete normalizálható. A β1 tehát
ebben a lépésben csökken, s mozgatja a lépcsősgörbét. Ha a mágneses indukció elérné a
−α0Bmax értéket, akkor az L listából törölni kell az α0 értéket, s vissza kell térni az első
mágnesezési görbére.

A 3.8(a) ábra szerint az 1 pontban a modell bemenete nő, s egy minor hurok alakul
ki. Ennek eredményeképp a lépcsősgörbe egy függőleges szakasza balról jobbra halad,
s kialakult egy újabb lépcsőfok, amit tárolni kell, azaz az L lista a következő módon
gyarapszik: L = {β1, α0}. Itt β1 a második, 1-gyel jelzett lépcsőfok koordinátája. Ebben
az esetben a kimenet számı́tása a

H(t) = Hmax (−E(α0, β0) + 2 [E(α1, β0)− E(α1, β1) + E(α2, β1)− E(α2, β2)]) (3.6)

összefüggésnek megfelelően alakul. Itt α2 = B(t)/Bmax, ami változik, az utolsó tag pedig
az Everett-függvény defińıciója miatt zérus. Ha a bemeneti jel értéke eléri az L listában
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(a) Egy minor hurok nyitása (b) Harmadrendű minor hurok nyitása

3.8. ábra. Az illusztráció harmadik és negyedik lépése

tárolt α0-nak megfelelő értéket, akkor a lista mindkét elemét törölni kell. Ebben az
esetben a minor hurok bezárul.

Ha a 2-vel jelzett pontban a mágneses indukció csökken, akkor egy magasabb rendű
minor hurok alakul ki, s ahogy a 3.8(b) ábrán látható, a lépcsősgörbe egy v́ızszintes
szakasza lefelé mozog. A 2-vel jelzett pont bekerül az L listába, azaz L = {β1, α2, α0}.
Ha a bemeneti jel addig csökken, hogy elérje az 1 pontot, akkor a kialakult minor hurok
bezárul, s a lista 1 és 2 jelzésű eleme törlődik. Más szóval a modell állapota visszatér a
3.7(b) ábrán feltüntetett állapothoz.

Az L lista tehát dinamikusan változik attól függően, hogy a modell bemenete hogy
alakul.

3.1.3. A modell dinamikus kiterjesztése

A kidolgozott statikus skalármodell frekvenciafüggő kiterjesztésére a 2.1.3. fejezetben
bemutatott (2.14) viszkozitáson alapuló összefüggést alkalmaztam, azaz a statikus modell
kimenetéhez egyszerűen hozzáadtam egy frekvenciafüggő komponenst.

A frekvenciafüggés vizsgálata során csak az M250-35A anyaggal foglalkoztam, annak
nagyobb gyakorlati jelentősége miatt [64].
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3.1.4. A modell identifikációja

Az identifikáció két lépésből áll: először a statikus mérések alapján a frekvenciafügget-
len modell Everett-függvényét határoztam meg [275], s csak azután illesztettem a frek-
venciafüggésért felelős komponens paramétereit [64].

A mérések során egyszerűbb a koncentrikus görbék felvétele, ezen oknál fogva a
2.6 ábrán felvázolt módon határoztam meg a statikus modell Everett-függvényét. Az
Everett-függvény approximációját harmadfokú spline interpolációval végeztem.

A dinamikus komponens identifikációját kétféleképp is megoldottam. A következő
összefüggés szerint számolt mágneses térerősség nagyon gyors identifikációt tesz lehetővé:

H(B, dB/dt) = Hst(B) +
σd2

12

dB

dt
+ δ

∣
∣
∣
∣

1

r(B)

dB

dt

∣
∣
∣
∣

1/γ

. (3.7)

Az első komponens a fentiek alapján feléṕıtett statikus Preisach-modell kimenete, a
második komponens a lemez adatait tartalmazza (σ a vezetőképesség, d a lemez vas-
tagsága) és a mágneses indukció idő szerinti első deriváltját, a harmadik komponens
pedig a meghatározásra váró paramétereket.

Elvégeztem az identifikációt úgy is, hogy a mágneses térerősség és a mágneses in-
dukció közötti kapcsolatot végeselem-módszerrel számoltam ki (l. 5.2. fejezet), ami
nyilvánvalóan időben tovább tart, de az identifikációs eredmények gyakorlatilag meg-
egyeztek. Ezzel elvégeztem a (3.7) összefüggés validálását is.

Az identifikációs algoritmus futtatása során a modellezett karakterisztikát vetettem
össze a mért koncentrikus görbével, s az ı́gy nyert hibát minimalizáltam a MATLAB prog-
ramcsomag fminsearch utaśıtását felhasználva [185, 242, 276].

A dinamikus komponens paramétereinek identifikációjához néhány mért dinamikus
koncentrikus görbét használtam fel, amelyeket az f = 200Hz frekvencián mértem.
Elegendőnek bizonyult a (2.15) bonyolultságú r(B) függvény használata, R0 = 23,79
értékkel. A γ paraméter értéke 1,0-nek adódott, ami arra enged következtetni, hogy a
klasszikus örvényáramok hatása erőteljesebb, mint a mikro-örvényáramok hatása.

3.1.5. A modell verifikációja

A 3.9(a) ábra mutatja a C19 szerkezeti acélból készült próbatesten végzett ala-
csonyfrekvenciás mérésekből kapott koncentrikus görbék és a szimuláció eredményeinek
összehasonĺıtását. A két eredmény gyakorlatilag megegyezik, ahogy ezt a 3.9(b) ábrán
felvázolt összehasonĺıtás is mutatja, ami a hiszterézis által határolt terület alakulását
ábrázolja az indukció függvényében. Ez a jó egyezés a statikus modell feléṕıtése révén
várható is volt. Az M250-35A t́ıpusú anyag karakterisztikájának, s gyakorlatilag tetsző-
leges karakterisztikának a modellezése hasonló jó eredménnyel elvégezhető.

A (3.7) összefüggés alapján identifikált dinamikus Preisach-modell által szimulált
eredményeket összevetettem a mérési eredményekkel, s ez az összehasonĺıtás látható a
3.10(a) ábrán, ahol a statikus görbét is felvázoltam szaggatott vonallal. Az ábrán rendre
folytonos vonal, illetve pontsor jelöli a mérési, illetve a szimulációs eredményeket. A
szimuláció során tehát figyelembe vettem az örvényáramok hatását, illetve a járulékos
veszteség hatását is egy-egy formula seǵıtségével. A 3.10(b) ábra a hiszterézis által
határolt terület alakulását ábrázolja a frekvencia függvényében, különböző amplitúdójú
indukciók mellett.

Az 5.2. fejezetben további összehasonĺıtó eredményeket mutatok be.
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3.9. ábra. Mért és szimulált statikus görbék összevetése (C19, mérés: –, szimuláció: ◦)
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3.10. ábra. Mért és szimulált dinamikus görbék összevetése (M250-35A)

3.2. A vektor hiszterézis karakterisztika

3.2.1. A vektor karakterisztika mérése

A mérési elrendezés bemutatása

A kutatómunka során a 3.11 ábrán látható ún. RRSST-rendszert éṕıtettem, amely
alkalmas a vektoriális hiszterézis jelenségének mérésére [277–289]. Az RRSST a Round
shaped Rotational Single Sheet Tester elnevezésből származik, azaz ez egy olyan forgó
mágneses tér előálĺıtására alkalmas eszköz, amelybe kör alakú próbatestet lehet helyezni.

Az elrendezés lelke egy átalaḱıtott villamos gép, melynek forgórészét eltávoĺıtottam, s
tekercsrendszerét lecseréltem. A forgórész helyén lehet elhelyezni a kör alakú, legfeljebb
80mm átmérőjű próbatestet (l. még 3.12 ábra). A próbatest ez esetben is lágymágneses
anyagból készült, a C19 lemez vastagsága 1mm, az M250-35A lemez vastagsága pedig
0,35mm. Az állórész és a próbatest között 1mm-es légrés van, a próbatest átmérője
78mm (l. 3.13 ábra). A háromfázisú tekercselést kétfázisúra cseréltem, melynek speciális
kialaḱıtása (3.14 ábra) biztośıtja, hogy a motor belsejében homogén mágneses tér alakul
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3.11. ábra. A realizált vektoriális hiszterézis mérésére alkalmas elrendezés blokkvázlata

ki. A berendezésen belül kialakuló mágneses tér előálĺıtását két, egymástól függetlenül
vezérelhető áramgenerátor szolgáltatja, melyek árama számı́tógép seǵıtségével szabá-
lyozható. A próbatestben létrejövő ~H(t) mágneses térerősség és ~B(t) mágneses indukció
mérésére alkalmas szenzorok jelét szintén a számı́tógépbe helyezett National Instruments
mérőkártya gyűjti össze. Ebben az esetben is a számı́tógépen futó, általam LabVIEW

környezetben kifejlesztett eljáráscsomag felügyeli a mérést. A mérések során felhasznált
eszközök részletes bemutatása az A. függelékben tekinthető meg.

3.12. ábra. A mérési elrendezés, a próbatest és a szenzorok elhelyezése

A mágneses térerősség ortogonális komponenseit mérő szenzor négy tekercsből áll,
melyből kettő-kettő méri az x és y komponensek értékét a következő módon. A mágneses
térerősség tangenciális komponense folytonos két különböző anyaggal kitöltött közeg
határán, azaz a próbatest felsźınén, s a próbatest felsźınével párhuzamos komponenst
kell mérni. Közvetlenül a próbatest felsźınén azonban tekercs seǵıtségével nem lehet
mérést végezni. Végeselem-módszerrel végzett szimulációk seǵıtségével igazoltam, hogy a
próbatest felsźınéhez közel a mágneses térerősség a próbatesttől távolodva közel lineárisan
változik. Ha tehát két mérési eredmény rendelkezésre áll, akkor egy egyenes egyenletéből
a mágneses térerősség a próbatest felsźınén egyszerű lineáris extrapolációval számı́tható
(l. 5.5. fejezet) [136, 138].

Az x komponens mérésére szolgáló két tekercs menetszáma NHx,1
= 810 illetve

NHx,2
= 820, az y komponenset mérő két tekercs menetszáma pedig NHy,1

= 800
és NHy,2

= 820. Az egyes tekercsek hatásos keresztmetszetét szolenoiddal valamint
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3.13. ábra. A próbatest és a B-tekercsek méretei

3.14. ábra. A speciális tekercsrendszer a menetszámokkal

Helmholtz-tekerccsel történő kalibrációval határoztam meg (l. A. függelék), ezek a követ-
kezők: SHx,1

= 31,2764mm2, SHx,2
= SHy,1

= SHy,2
= 29,3842mm2. Az egyes tekercsek

által mért mágneses térerősség értéke a

H(t) = H0 +
1

S N µ0

∫ t

0

u(τ) dτ (3.8)

összefüggés szerint számı́tható, ahol H0 az integrálási konstans, S és N a fent emĺıtett
hatásos felület és menetszám, µ0 = 4π · 10−7H/m a vákuum permeabilitása, u(t) pedig
az egyes tekercsek által mért indukált feszültség. A fenti integrálás tehát négy mágneses
térerősség-időfüggvényt ad. Az egyes tekercsek felülettől mért távolsága a következő:
zHx,1

= 9,85mm, zHx,2
= 2,25mm, zHy,1

= 7,25mm, zHy,2
= 4,75mm. Ezen adatok,

valamint a mérési eredmények birtokában a mágneses térerősség két komponense lineá-
ris extrapolációval számı́tható, azaz

Hx(t) =
Hx,2(t) zHx,1

−Hx,1(t) zHx,2

zHx,1
− zHx,2

, (3.9)
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és

Hy(t) =
Hy,2(t) zHy,1

−Hy,1(t) zHy,2

zHy,1
− zHy,2

, (3.10)

amit a 3.15 ábra illusztrál, és H1 = Hx,1(t), H2 = Hx,2(t), z1 = zHx,1
, z2 = zHx,2

a Hx(t)
számı́tása során, valamint H1 = Hy,1(t), H2 = Hy,2(t), z1 = zHy,1

, z2 = zHy,2
a Hy(t)

komponens meghatározásakor. A négy tekercs elrendezése a 3.12 ábrán is látható.

3.15. ábra. A két H-szenzor elhelyezkedése

A mágneses indukció két ortogonális komponensét egy-egy tekercs méri, amelyeket
a próbatestbe fúrt kicsiny lyukakon keresztül fűztem át. A két tekercs elhelyezkedését
a 3.13 ábra mutatja. Ezek menetszáma NBx

= NBy
= 20, keresztmetszetük pedig

SBx
= SBy

= 20mm2 (C19 esetén), illetve SBx
= SBy

= 7mm2 (M250-35A esetén). Az
általuk mért mágneses indukció komponensek a következő összefüggéssel számı́thatók:

B(t) = B0 +
1

S N

∫ t

0

u(τ) dτ, (3.11)

ahol B0 az integrálási konstans, S és N pedig a fenti keresztmetszeti és menetszám
adatok.

Zajszűrés

A (3.8) és (3.11) integrálokból látható, hogy mind a mágneses térerősség, mind a
mágneses indukció meghatározása indukált feszültség mérésére vezethető vissza. Előbbi
jele különösen zajos, utóbbi értéke viszont könnyebben mérhető, de érzékelhető zajjal
terhelt. A mágneses térerősséghez tartozó indukált feszültséget a próbatest felett a le-
vegőben elhelyezett tekercs méri, levegőben viszont nagyon kicsi a fluxusváltozás, s a
mérőszenzor méretei sem túl nagyok. Emiatt a zaj sokkal nagyobb mértékben jelent-
kezik, gyakorlatilag a jel a zajban elveszik (l. A.6 ábra). A mágneses indukció meg-
határozásához mért indukált feszültség a nagy permeabilitású próbatestben kialakuló
fluxusváltozás eredménye, amely sokkal kényelmesebben mérhető, de a zaj hasonló e-
redményeket szül (időben növekvő offszet), mint a skalár hiszterézis mérésekor. Ezen
problémák a skalár hiszterézis mérésekor is használt Fourier-transzformáción és digitális
szűrési technikán alapuló eljárással nagyon hatékonyan feloldhatók. Ebben az esetben
azonban hat csatorna jelét kell szűrni, de a technika ugyanaz [277–289].

A szabályozó algoritmus

A gerjesztő áramokat szabályozóval kell hangolni úgy, hogy közben a mágneses in-
dukció vektor vagy a mágneses térerősség vektor két ortogonális komponensének idő-
függvénye előre definiált időbeli lefutású legyen. Vektoriális hiszterézis karakterisztika
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mérése során ugyanis sem a mágneses térerősség sem a mágneses indukció nincs olyan
egyszerű kapcsolatban egymással mint ahogy a skaláris esetben. A szabályozást meg-
valóśıtó proporcionális t́ıpusú szabályozó algoritmus alább bemutatott formája mindezt
automatikusan megvalóśıtja. A szabályozó lépései a következők (3.16 ábra) [277–289]:

1. Inicializálás: szinuszos lefutású áramjelekkel indul a mérés, azaz ix(t) és iy(t) csúcs-
értéke, frekvenciája és fázisa megadható;

2. A mágneses térerősség és a mágneses indukció mérése a fenti szűrési technikával;

3. A mért ~B(t) és az előre definiált ~Bref(t) mágneses indukció időfüggvényének össze-

hasonĺıtása, ami egy ∆~B(t) hibafüggvényt eredményez, amelynek itt természetesen
két komponense van,

∆~B(t) = ~B(t)− ~Bref(t); (3.12)

4. A két áramjel megváltoztatása a P∆~B(t) jelekkel, ami egy proporcionális sza-
bályozót definiál (0 < P < 1, [P ] = A

T
);

5. Ha |∆~B(t)| átlaga nem éri el a ḱıvánt értéket visszalépés a 2. pontra.

Ugyanezen algoritmussal tetszőleges ~Href(t) trajektória is elérhető.

3.16. ábra. A mérőrendszer szabályozása visszacsatolással

Mérési eredmények

A C19 szerkezeti acélból vágott próbatesten mért hiszterézis karakterisztikák a 3.17
ábrán láthatók. A mérés során a mágneses indukció időfüggvényét szabályoztam oly
módon, hogy az szinuszos időbeli lefutású legyen. Az ábrából kitűnik, hogy ugyanazon
mágneses indukcióértékhez az y irányban nagyobb mágneses térerősség szükségeltetik,
azaz a vizsgált anyag az y irányban kis mértékben nehezebben mágnesezhető, mint az
x irányban. Megjegyzem, hogy az anyag a gyártó szerint izotrop, de a vizsgálat tárgyát
képező próbatest lemeze hengereléssel készült, s a hengerelés iránya egybeesik az x ten-
gely irányával. A gyártási technológiából eredő kicsiny anizotropia jól érzékelhető a
mérés során [143, 290, 291].

A 3.18 ábrán a szabályozott cirkulárisan polarizált mágneses indukció hatására lét-
rejövő mágneses térerősség-trajektóriákat rajzoltam fel. Az ábrán az jól megfigyelhető,
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3.17. ábra. Az x és az y irányban mért hiszterézis karakterisztikák C19 acél esetében
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3.18. ábra. A C19 anyagban a mágneses térerősség alakulása cirkulárisan polarizált
mágneses indukció mellett

hogy a 45◦ és a 135◦ körüli irányokban az anyag nehezebben mágnesezhető, a mágneses
térerősség trajektóriája erősen eltér a kör alaktól.

Az elvégzett mérések alapján [277–289] megállaṕıtottam, hogy a mért hiszterézis
karakterisztikák π szerint periodikusan ismétlődnek amidőn a gerjesztés irányát elfor-
gatjuk az x tengelyhez képest, továbbá a kapott Everett-függvények az x tengelyre közel
szimmetrikusak, azaz

F (α, β, ϕ+ π) = F (α, β, ϕ), (3.13)

F (α, β,−ϕ) = F (α, β, ϕ). (3.14)

Az M250-35A anyagból készült próbatest erősebb és bonyolultabb anizotropiát mutat,
különösen kisebb indukcióértékek mellett, ahogy az a 3.19 ábrán látható.

A 3.20 ábrán a szabályozott cirkulárisan polarizált és a szabályozott lineárisan po-
larizált mágneses indukció hatására létrejövő mágneses térerősség-trajektóriákat rajzol-
tam fel k · 0,2T amplitúdók mellett, k = 1, · · · , 9. Az anyag anizotropiája szembetűnő:
1,6T alatt y irányban nehezebb az anyagot mágnesezni, 1,6T felett pedig az x irányba,
továbbá a 45◦ és a 135◦ körüli irányokban az anyag szintén nehezebben mágnesezhető.
Ugyanezen jellemzőket mutatják a különböző irányokban végzett lineárisan polarizált
mérések is.
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3.19. ábra. Az x és az y irányban mért hiszterézis karakterisztikák M250-35A anyag
esetében
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3.20. ábra. Az M250-35A anyagban a mágneses térerősség alakulása cirkulárisan és
lineárisan polarizált mágneses indukció mellett

Az elvégzett mérések alapján megállaṕıtottam, hogy a mért hiszterézis karakterisz-
tikákra csak a (3.13) π szerinti periodicitás érvényes, a (3.14) szimmetria azonban nem.

A szabályozó megfelelő működését bizonýıtja a 3.21(a) ábrán és a 3.22(a) ábrán
látható bonyolult mágneses indukció szabályozással történő elérése, a kialakuló mágne-
ses térerősség a 3.21(b) ábrán, illetve a 3.22(b) ábrán látható. A kidolgozott vektormodell
validációja során további mérési eredményeket is bemutatok (l. 3.2.5. fejezet).

3.2.2. A statikus modell bemutatása

A vektoriális hiszterézismodell éṕıtőköve a 3.1. fejezetben bemutatott skalár Preisach-
modell. A vektormodell skalármodellek seǵıtségével a következő integrál által definiált
módon éṕıthető fel (l. 2.10 ábra a 2.1. fejezetben) [277–280, 282, 283]:

~H(t) =

∫ π/2

−π/2

~eϕHϕ(t) dϕ =

∫ π/2

−π/2

~eϕ B{Bϕ(t)} dϕ. (3.15)

A fenti integrálkifejezés szerint a vektormodell kimenetét a kétdimenziós śıkban értel-
mezett [−π/2, · · · , π/2] intervallumban egyenletesen, az ~eϕ egységvektor által definiált
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3.21. ábra. Bonyolult mágneses indukció trajektóriára adott mágneses térerősség ala-
kulása a C19 anyagban
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−4000 −2000 0 2000 4000
−2000

−1000

0

1000

2000

H
x
 [A/m]

H
y [A

/m
]
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3.22. ábra. Bonyolult mágneses indukció trajektóriára adott mágneses térerősség ala-
kulása az M250-35A anyagban

irányokban egy-egy skalármodellt futtatva, azok kimenetét aztán vektoriálisan összegezve
kapom meg. Jelen dolgozat fő témája a kétdimenziós vektormodell, ezért itt csak erre
fókuszálok. Ezen összefüggést számı́tógépre vinni a

~H(t) ∼=
n∑

i=1

~eϕi
B{Bϕi

(t)}∆ϕ (3.16)

közeĺıtéssel lehet, ahol

ϕi = −π
2
+
i− 1

n
π, i = 1, · · · , n, (3.17)

a [−π/2, · · · , π/2] intervallumban ekvidisztánsan felvett irányokat adja meg az ~eϕi
egy-

ségvektorral, azaz n számú skalármodell szükséges a vektormodell felálĺıtásához, s ı́gy
∆ϕ = π/n.

A klasszikus vektormodell esetén –ahogy azt a 2.1. fejezetben bemutattam– az egyes
skalármodellek bemenete a vektormodell bemenetére adott ~B(t) vektor ~eϕ irányába eső
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vetülete, azaz

Bϕi
(t) = |~B(t)| cos(ϑB − ϕi) = Bx(t) cosϕi +By(t) sinϕi, (3.18)

ahol Bx(t) és By(t) a ~B(t) vektor két ortogonális komponense. Ehelyett a következő
vetületképzési módot alkalmaztam [277–280, 282, 283]:

Bϕi
(t) = Bx(t) sign(cosϕi) | cosϕi|1/w +By(t) sign (sinϕi)| sinϕi|1/w. (3.19)

Amennyiben a w paraméter értéke 1, úgy a (3.18) klasszikus modellt kapjuk vissza.
A w paraméter seǵıtségével lehetőség nýılik a cirkulárisan polarizált eredmények pon-
tosabb szimulációjára, w = 1 esetén ugyanis a bemenet és a kimenet hasonló jelleg
szerint alakul: ha a bemeneti jel cirkuláris, akkor a kimeneti jel is cirkuláris, habár
köztük fáziskésleltetés tapasztalható. Mérési eredmények (l. 3.18 ábra és 3.20 ábra) vi-
szont azt mutatják, hogy szabályozott cirkulárisan polarizált indukció mellett a mágneses
térerősség nem kör alakot vesz fel, hanem bizonyos irányokban kisebb-nagyobb mértékben
eltér attól. Az eltérés mértéke az anyag gyártási folyamata során szerzett anizotropiájától
függ. A w értékét az egyszerűség kedvéért konstansnak választják, tapasztalatom szerint
azonban célszerű lehet ezt irányfüggőnek feltételezni,

Bϕi
(t) = Bx(t) sign(cosϕi) | cosϕi|1/w(ϕi) +By(t) sign (sinϕi)| sinϕi|1/w(ϕi), (3.20)

miáltal pontosabb bemenet-kimenet kapcsolat realizálható.
A (3.19) összefüggést izotrop modell esetére dolgozták ki, ahogy azt az irodalmi

összefoglalóban is közöltem. Itt ennek általánośıtásával foglalkozom.

3.2.3. A modell dinamikus kiterjesztése

A kidolgozott statikus vektormodell frekvenciafüggő kiterjesztését a skalármodell
frekvenciafüggővé tételéhez hasonló módon végeztem el [64]. A vektormodellt alkotó
skalármodelleket egyszerűen a viszkozitáson alapuló komponenssel bőv́ıtettem.

3.2.4. A modell identifikációja

Az identifikáció ennél a modellnél is két lépésből áll: először a statikus mérések
alapján a frekvenciafüggetlen modell paramétereit határoztam meg [277–280,282,283], s
csak azután illesztettem a frekvenciafüggésért felelős komponens paramétereit [64].

A statikus komponens identifikációja

A mérési eredményekkel is alátámasztott (3.13) periodicitási feltételből kiindulva a
mért Everett-függvények Fourier-sorba fejtése kézenfekvő. A Fourier-sorral való appro-
ximáció lehetővé teszi a mért Everett-függvény a mérés irányától való függésének eli-
minálását, miáltal a modell identifikációja jelentősen egyszerűsödik. A következő sor-
fejtés alkalmazható:

F (α, β, ϕ) = F0(α, β) +
∑

m

(
FA
m(α, β) cos(2mϕ) + FB

m (α, β) sin(2mϕ)
)
, (3.21)
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ahol az F0(α, β), F
A
m(α, β) és FB

m (α, β) Fourier-együtthatók a mérési eredményekből meg-
határozhatók. Szimmetria esetén, ahogy az a C19 szerkezeti acél esetében is fennáll, az
FB
m (α, β) együtthatók értéke zérus.
Az F0(α, β) állandó összetevő az

F0(α, β) =
1

π

∫ π/2

−π/2

F (α, β, ϕ) dϕ (3.22)

defińıciós formula alapján számı́tható, a harmonikus komponensek pedig a következő
defińıciós összefüggések szerint:

FA
m(α, β) =

2

π

∫ π/2

−π/2

F (α, β, ϕ) cos(2mϕ) dϕ, (3.23)

és

FB
m (α, β) =

2

π

∫ π/2

−π/2

F (α, β, ϕ) sin(2mϕ) dϕ. (3.24)

Az integrálokat az implementáció során a trapézmódszerrel közeĺıtettem.
Az állandó összetevő és az alapharmonikus összege, azaz az

F (α, β, ϕ) ∼= F0(α, β) + FA
1 (α, β) cos(2ϕ) + FB

1 (α, β) sin(2ϕ) (3.25)

közeĺıtés a C19 anyag és az M250-35A anyag esetében 10−4 és 10−2 nagyságrendű re-
lat́ıv hibával approximálja a mérési eredményeket. Ezen Fourier-komponensek is egy-
egy Everett-függvényt definiálnak, a 3.23 ábrán példaképp felrajzoltam a C19 anyag
esetében kapott két Everett-függvényt. Látható, hogy az állandó összetevő a domináns,
de legalább az alapharmonikusra szükség van a pontos approximáció érdekében.
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3.23. ábra. A Fourier-sorfejtés eredményeképp kapott F0(α, β) és F1(α, β) = FA
1 (α, β)

Everett-függvények a C19 anyag esetében

Az egyes irányokban az ismeretlen Everett-függvények hasonlóképp Fourier-sorba
fejthetők, s

E(α, β, ϕ) = E0(α, β) +
∑

m

(
EA

m(α, β) cos(2mϕ) + EB
m(α, β) sin(2mϕ)

)
, (3.26)
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alakban előálĺıthatók. Ez nagymértékben megkönnýıti az identifikációt. Az identifikáció
alapja ugyanis a bevezetőben ismertetett

F (α, β) =

∫ π/2

−π/2

cosϕE(α cosϕ, β cosϕ) dϕ (3.27)

összefüggés, amely izotrop esetben érvényes, az egyes harmonikusok között pedig a követ-
kező alakú kapcsolat áll fenn:

FA
m(α, β) =

∫ π/2

−π/2

cosϕ cos(2mϕ)EA
m(α cos1/w ϕ, β cos1/w ϕ) dϕ, (3.28)

illetve

FB
m (α, β) =

∫ π/2

−π/2

cosϕ cos(2mϕ)EB
m(α cos1/w ϕ, β cos1/w ϕ) dϕ, (3.29)

amelyek tartalmazzák az új w paramétert, vagy a w = w(ϕ) függvényt is. Az identi-
fikáció nehézsége abban áll, hogy az ismeretlen Everett-függvény az integranduszon belül
szerepel. Az identifikációs algoritmus a B. függelékben található, ahol részletesen bemu-
tatom az izotrop esetre vonatkozó eljárást, amelyben a w paramétert is alkalmazom. A
fenti összefüggésből látható, hogy a cos(2mϕ) az m értékétől függően változik. Ez azon-
ban elvi nehézséget nem okoz az algoritmus alkalmazása során, hiszen a jobb oldalon
nem az E(α cos1/w ϕ, β cos1/w ϕ) integrandusszal kell számolni, hanem a bőv́ıtett taggal,
a cos(2mϕ)Em(α cos1/w ϕ, β cos1/w ϕ) kifejezéssel. A (3.28) és (3.29) integrálegyenletek
tetszőleges w mellett megoldhatók, amelynek kapcsolata van a mérési eredményekkel,
megjegyzem ugyanakkor, hogy tapasztalatom szerint a paraméter értéke általában 1,0
körüli.

Az identifikációs algoritmus végezetül a következő:

1. Az algoritmus w = 1,0-gyel indul;

2. Az EA
m(α, β), illetve E

B
m(α, β) Fourier-együtthatók meghatározása a (3.28), illetve

a (3.29) integrálegyenletnek megfelelően;

3. Cirkulárisan polarizált mérési eredményekkel gerjesztve a vektormodellt, a w pa-
raméterek minimumkereső algoritmussal meghatározhatók (a MATLAB programcso-
mag fminsearch utaśıtását használtam [185, 242, 276]);

4. Amennyiben a mérési eredmények és a szimulációs adatok közti eltérés nem meg-
felelő, az algoritmus a 2. lépéstől kezdve újabb iterációval folytatdódik.

A vektormodell feléṕıtése során n = 28 (C19), illetve n = 18 (M250-35A) irányt
használtam. Az optimalizáció eredményeképp kapott w modellparaméter a C19 anyag
esetében w = 1,1076. Ez az identifikáció mindössze pár percet vett igénybe, az identi-
fikációval kapott Everett-függvények pedig a 3.24 ábrán láthatók. Az M250-35A anyagon
végzett mérésekhez illesztve a modellt, minden irányban más-más w értéket használtam,
s a 3.25 ábrán látható függvényt kaptam.
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3.24. ábra. Az identifikáció eredményeképp kapott E0(α, β) és E1(α, β) = EA
1 (α, β)

Fourier-együthatók a C19 anyag esetében
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3.25. ábra. Az M250-35A anyag identifikációja kapcsán kapott w(ϕ) függvény

A dinamikus komponens identifikációja

A járulékos veszteségért felelős dinamikus komponens identifikációját a (3.7) össze-
függést felhasználva oldottam meg. A vektormodellt feléṕıtő skalármodellek mindegyikét
bőv́ıtettem a klasszikus örvényáramú taggal, illetve a meghatározásra váró komponens-
sel, irányonként tehát a következő modell fut:

Hϕ(Bϕ, dBϕ/dt) = Hst,ϕ(Bϕ) +
σd2

12

dBϕ

dt
+ δ

∣
∣
∣
∣

1

r(Bϕ)

dBϕ

dt

∣
∣
∣
∣

1/γ

. (3.30)

Így gyors identifikációs algoritmust nyertem. Az első komponens a statikus Preisach-
modell kimenete, amely modellt a fentiek szerint identifikáltam. A második komponens
a lemez adatait tartalmazza (σ a vezetőképesség, d a lemez vastagsága) és a mágneses
indukció idő szerinti első deriváltját. Itt is feltételeztem, hogy a vizsgált lemez kiter-
jedése jóval nagyobb, mint a lemez vastagsága, amely feltételezés helytálló, végeselem-
módszeren alapuló szimulációkkal ellenőriztem azt (l. 5.5. fejezet). A harmadik kompo-
nens pedig a meghatározásra váró paramétereket tartalmazza.

A ~H− ~B kapcsolat numerikus módszerrel történő meghatározását és identifikációban
való felhasználását itt elvetettem a nagy számı́tásigény miatt, de a validációban fel-
használtam a végeselem-módszeren alapuló modellt is (l. 5.5. fejezet).
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Az identifikációs algoritmus futtatása során a modellezett karakterisztikát vetettem
össze lineáris és cirkulárisan polarizált mérési adatokkal, s az ı́gy nyert hibát minima-
lizáltam a MATLAB programcsomag fminsearch utaśıtását felhasználva [185, 242, 276].

A (2.15) függvényt használtam a modell feléṕıtése során, az identifikációs algoritmus
R0 = 23,79 · 18 értéket adott eredményül. A γ paraméter értéke gyakorlatilag 1,0-nek
adódott. Ezen adatok összecsengenek a skalármodell identifikációjánál nyert adatokkal.

3.2.5. A modell verifikációja

A 3.26(a) és a 3.26(b) ábrákon látható, hogy az x és az y irányban mért és számı́tott
karakterisztikák jó egyezést mutatnak. Az is látható, hogy az egyes irányokban a ka-
rakterisztikák nem azonosak az anyag anizotropiájának megfelelően. Ez a jellegzetes
viselkedés izotrop anyagmodellel nem ı́rható le ilyen jó egyezéssel.

A 3.27 ábrán az óramutató járásával ellentétes irányban forgatott mágneses indukció
eredményeképp kialakuló mágneses térerősség vektorának trajektóriája látható. Itt is jól
kivehető az anizotropia.

A 3.28(a) ábra bonyolultabb trajektóriát mutat, amely mentén a mágneses indukció
vektorának végpontja szabályozás révén végigfut. A trajektória az alapharmonikus mel-
lett magasabb harmonikust is tartalmaz, amelynek következtében alakul ki a ±45◦-os
és a ±135◦-os irányokban egy-egy

”
lesźıvás”. A mágneses térerősség vektora szintén bo-

nyolult pályát ı́r le, ahogy az a 3.28(b) ábrán is látható. A modell kimenete kis hibával
ugyan, de hűen követi a mért mágneses térerősség alakulását. A C19 anyagból készült
próbatest anizotrop viselkedése itt is megmutatkozik, hiszen a kimenet az x irányban
kissé laṕıtott.

A 3.29(a) ábrán f = 200Hz frekvencián mért és szimulált lineárisan polarizált
eredmények összehasonĺıtása látható, s a gerjesztés iránya az x tengellyel 30◦-os szöget
zár be. Az ábrán a 30◦-os irányra eső vetületet ábrázoltam. A 3.29(b) ábrán az
óramutató járásával megegyező irányba forgatott mágneses indukció eredményeképp ki-
alakuló mágneses térerősség vektor trajektóriája látható f = 200Hz frekvencián. A frek-
venciafüggés mindkét esetben érzékelhető, a hiszterézis karakterisztika szélesebb lett, a
trajektória pedig kissé elfordult (v.ö. 3.27(b) ábra).
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(a) Az x irány
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(b) Az y irány

3.26. ábra. Az x és az y irányban mért és szimulált koncentrikus görbék összehasonĺıtása
az M250-35A anyag esetében (mérés: –, számı́tott: · · · )
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3.27. ábra. A forgó mágneses térben mért és szimulált eredmények összehasonĺıtása
(mérés: –, számı́tott: − −)
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(a) A mágneses indukció
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(b) A mért és szimulált mágneses térerősség

3.28. ábra. Bonyolult mágneses indukció trajektóriára adott mágneses térerősség (mérés:
–, számı́tott: − −)
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(a) Lineárisan polarizált tér
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3.29. ábra. A dinamikus vektormodell eredményeinek méréssel való összehasonĺıtása
f = 200Hz frekvencián (mérés: –, számı́tott: − −)
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3.3. A tudományos eredmények összefoglalása

1. Tézis

Realizáltam a Preisach-féle hiszterézismodell-család egy, a mérnöki szimulációkban
rendḱıvül előnyösen alkalmazható verzióját, amely kis futási ideje mellett nagy pon-
tossággal b́ır. A gyors működést a lépcsősgörbe alkalmas szervezésével, a pontosságot
pedig az Everett-függvény spline technikán alapuló közeĺıtésével biztośıtottam. Kidol-
goztam az izotrop és az anizotrop vektor Preisach-modell egy általánośıtását, amely
alkalmas a forgó mágnesezési folyamatok még pontosabb léırására, a modellek identi-
fikációjára pedig eljárást javasoltam. Kidolgoztam a modellek dinamikus általánośıtását
is, amelyek alkalmasak a frekvenciafüggés pontos reprezentálására, a modellek identi-
fikációjára pedig eljárást javasoltam. Az egyes modellek elemzésén túl a modellek saját
mérési eredményekkel történő összevetésével igazoltam elméleti eredményeim helyességét.

1.a A skalár hiszterézis karakterisztika mérésére egy automatizált mérési elrendezést
dolgoztam ki, amely a különféle hiszterézismodellek identifikációjához szükséges
tańıtási mintahalmazt felveszi. A zajjal terhelt mért jelekből a zavaró összetevőket
egy Fourier-transzformáción alapuló, digitális elveken megvalóśıtott szűrési tech-
nikával tökéletesen elimináltam. Az előre definiált jelalakú mágneses indukció
elérésére egy proporcionális szabályozó eljárást implementáltam, amelynek robusz-
tusságát nagymértékben befolyásolja a szűrés sikeressége.

1.b A skalár hiszterézis karakterisztika modellezésére a frekvenciafüggetlen Preisach-
modellt alkalmaztam oly módon implementálva, hogy az gyors és pontos legyen
a mérnöki szimulációkban. A megvalóśıtott modell képes kihasználni a mai mo-
dern párhuzamos számı́tástechnika előnyeit. A modell felálĺıtása során az Everett-
függvényt identifikáltam, ami tökéletes egyezést biztośıt a mért és a szimulált
eredmények között. A frekvenciafüggetlen modellt kiegésźıtettem a járulékos vesz-
teségeket makroszkopikusan léıró komponenssel, s elvégeztem annak identifikálását.

1.c Kidolgoztam a vektor hiszterézis karakterisztika mérésére alkalmas automatizált
mérési elrendezést, amely alkalmas a kialakuló mágneses tér rögźıtésére egy kör
alakú próbatestben. Realizáltam a mérések pontos elvégzéséhez szükséges szen-
zorokat. A szenzorok jele ebben a mérésben gyakorlatilag elveszik a környezeti
zajban, emiatt a skalár mérésnél kidolgozott szűrési technika itt még nagyobb je-
lentőségű volt. A vektoriális mérések során nemcsak a mágneses indukció, de a
mágneses térerősség elő́ırt jelalakja is csak szabályozással érhető el. Ezen oknál
fogva általánośıtottam a skalár mérésnél alkalmazott proporcionális szabályozót.
Az általam implementált mérési elrendezés kiválóan alkalmas a vektoriális karak-
terisztika felvételére, s a vektoriális hiszterézismodellek identifikációjához szükséges
minták előálĺıtására.

1.d A klasszikus izotrop vektor Preisach-hiszterézismodellt általánośıtottam oly mó-
don, hogy egy új paraméter bevezetésével az alkalmas legyen a forgó mágnesezési fo-
lyamatok pontosabb léırására. Az izotrop modell identifikációjára általam korábban
kidolgozott eljárást ennek megfelelően módośıtottam. A klasszikus anizotrop vek-
tor Preisach-hiszterézismodellt pedig általánośıtottam oly módon, hogy az alkal-
mas legyen az anizotropia kezelésére úgy, hogy a forgó mágnesezési folyamatok
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során tapasztalható jelenségek léırása még pontosabb legyen. Ezt a mért Everett-
függvények térbeli irányok szerinti Fourier-sorba fejtésével értem el, s az izotrop
modellre alkalmazható identifikációs technikát tudtam alkalmazni, de ebben az
esetben több paramétert kell a forgó mágnesezési folyamatok alapján identifikálni.
A modellek kimeneti jelét saját mérési eredményekkel vetettem össze, ami igazolta
elméleti eredményeim helyességét. A frekvenciafüggetlen modellt kiegésźıtettem a
járulékos veszteségeket makroszkopikusan léıró komponenssel, s elvégeztem annak
identifikálását.
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4. fejezet

A hiszterézis karakterisztika

illesztése numerikus technikákhoz

A 3. fejezetben egy nagyon hatékony, a mérési eredmények alapján viszonylag egysze-
rűen identifikálható, és a mérnöki számı́tásokban kiválóan alkalmazható hiszterézismo-
dell-családot dolgoztam ki. A bevezető fejezetben röviden felvázoltam a lineáris statikus
mágneses tér és a lineáris örvényáramú tér számı́tására alkalmas jól ismert potenciálfor-
malizmusokat. Ebben a fejezetben a mágnesezési karakterisztika modellezésére alkalmas
eljárásokat és a numerikus térszámı́tást kapcsolom össze egy stabil, konvergens és egy-
szerűen implementálható technikával, a fixpontos módszerrel [14,62–64,72,192,238,247–
265, 277, 281, 284–289, 292–302].

Olyan technika kidolgozását tartottam célszerűnek, amely figyelembe veszi a vizsgálat
tárgyát képező eszköz geometriáját és az anyag karakterisztikáját. A geometria kiválóan
leképezhető a végeselem-módszer diszkretizálása által, a megoldandó Maxwell-egyenletek
a súlyozott maradék elve gyenge alakjának végeselem-módszerbe történő átültetése szin-
tén jól ismert, a kidolgozott hiszterézismodell pedig a fixpontos iterációs sémán keresztül
illeszthető a rendszerbe. Ezáltal egy olyan komplex, elosztott modell áll elő, amely
figyelembe veszi a geometriát, a fizikai képet és az anyagmodellt.

A fixpontos technika az egyik legelterjedtebben alkalmazott módszer olyan nem-
lineáris numerikus térszimulációt igénylő problémák megoldására, amelyekben a nem-
linearitás bonyolult, hiszterézis jellegű karakterisztika által definiált.

A fixpontos módszernek számos előnye van:

(i) Tetszőleges monoton, Lipschitz-folytonos nemlinearitás mellett bizonýıtottan kon-
vergens technika, és a nemlineáris karakterisztika inflexiós pontot is tartalmazhat,
ahogy a hiszterézisgörbe is;

(ii) A karakterisztika nem kell, hogy sima függvény legyen, szakaszonként lineáris függ-
vény is alkalmazható;

(iii) Tetszőleges kiindulási értékből ind́ıtható;

(iv) A diszkretizáció eredményeképp feĺırt egyenletrendszer jobb oldala módosul az ite-
rációs lépések során, a bal oldalon álló mátrixot csak egyszer kell feltölteni.

A módszer hátránya, hogy rendḱıvül lassú a konvergenciája, vagyis a nemlineáris
elektrodinamikai problémák megoldása időigényes.
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A fixpontos módszer alkalmazásához a nemlineáris konstitúciós relációt az ún. pola-
rizációs formulának megfelelően fel kell bontani egy lineáris komponensre, amely a modell
bemeneti változójának lineáris függvénye, és egy nemlineáris tagra, amely a karakterisz-
tikától függ, s amely a fixpontos nemlineáris iteráció eredményeképp számı́tható.

Ezt a felbontást egésźıtettem ki úgy, hogy a járulékos veszteségeket modellező mágne-
ses térerősséget is léıró komponenst a Maxwell-egyenletekben figyelembe lehessen venni.
A 3. fejezetben bemutatott koncentrált paraméterű modellcsalád ı́gy alkalmas bonyolult
elrendezések hatékony tervezésére is. A módszer nagy előnyének tekintem, hogy a nem-
lineáris statikus mágneses tér és a nemlineáris örvényáramú tér szimulációjára alkalmas
fixpontos eljárás implementációjában az új komponens nagyon egyszerűen realizálható,
a programcsomag nagyon egyszerűen alkalmassá tehető a járulékos veszteségek model-
lezésére.

4.1. A fixpontos technika rövid bemutatása

A fixpontos módszer a nemlineáris egyenletekből álló egyenletrendszer

x = f(x) (4.1)

alakban feĺırt formuláját iterat́ıvan oldja meg a szukcessźıv approximációnak, azaz az

x(n) = f(x(n−1)) (4.2)

iterációsorozatnak megfelelően, ahol az n-edik iteráció eredménye függ az (n − 1)-edik
iterációs lépés eredményétől, x az ismeretleneket tartalmazó oszlopvektor, f(·) pedig a
nemlineáris leképezés fixpontos alakja.

A fixpontos technika a 4.1 ábrán látható egyismeretlenes esetben akkor konvergál
a c = f(c) fixponthoz, azaz az x = f(x) egyenlet megoldásához, ha található olyan I

intervallum, ahol az y = f(x) függvény deiváltja nem nagyobb, mint az y = x függvény
deriváltja, azaz, ha teljesül a

∣
∣
∣
∣

df(x)

dx

∣
∣
∣
∣
< 1 (4.3)

feltétel. Ekkor az x(n) = f(x(n−1)) iterációs sorozat tetszőleges x0 ∈ I pontból ind́ıtható,
és n = 1, 2, 3 · · · . A 4.1 ábrából az is kitűnik, hogy minél laposabb az f(x) függvény,
azaz a deriváltja minél közelebb van a nullához, a konvergencia annál gyorsabb.

Általánosan a (4.3) feltétel a következő módon fogalmazható meg:

|f(x1)− f(x2)|
|x1 − x2|

< 1, ∀ x1, x2 ∈ I. (4.4)

Az utóbbi formula alapján a kontrakció defińıciója is feĺırható:

|f(x1)− f(x2)| ≤ q|x1 − x2|, ∀ x1, x2 ∈ I, (4.5)

és 0 < q < 1. Amennyiben ez a feltétel teljesül, úgy az f(x) függvényt kontrakt́ıv le-
képezésnek, vagy kontrakciónak h́ıvjuk, mert az csökkenti az x1 és x2 pontok közötti
távolságot. A kontrakt́ıv leképezés konvergens x(n) = f(x(n−1)) (n ≥ 1) iterat́ıv eljárást
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x0x1x2· · ·c

c = f(c)

y = x

y = f(x)

x

y

4.1. ábra. Kontrakt́ıv leképezés esetén a fixpontos módszer a c = f(c) fixponthoz kon-
vergál

x0 x1
c

c = f(c)

y = x

y = f(x)

x

y

4.2. ábra. Amennyiben az y = f(x) leképezés nem kontrakt́ıv, úgy az iteráció divergens

eredményez, amely az x = f(x) egyenlet megoldásához konvergál. A 4.2 ábra egy diver-
gens iterációs sorozatot mutat, amikor a kontrakció feltétele nem teljesül.

Tetszőleges F (x) = 0 alakú egyenlet átalaḱıtható az x = f(x) alakra a következő
módon:

x(n) = x(n−1) − λF (x(n−1)) ≡ f(x(n−1)), n = 1, 2, 3, · · · , (4.6)

ahol a λ paraméter alkalmas megválasztásával az f(x) függvény kontrakt́ıv, azaz a kon-
vergencia biztośıtható.

4.2. A polarizációs formula

A polarizációs formula a mágneses térerősség és a mágneses indukció között fennálló
nemlineáris karakterisztikát egy lineáris és egy nemlineáris komponensre bontja, miáltal
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a nemlineáris elektrodinamikai problémák iterat́ıv megoldása előálĺıtható. A polarizációs
formulát a mágneses indukció, illetve a mágneses térerősség felbontására lehet használni.

A mágneses indukció a 4.3 ábrán látható módon felbontható egy lineáris és egy nem-
lineáris komponens összegére:

~B = µ ~H + ~R, (4.7)

ahol a µ értéke konstans, azaz az első tag lineáris és a mágneses térerősség függvénye,
továbbá az ~R komponens rejti magában a nemlinearitást, ami a karakterisztikától függ.
A µ természetesen lehet tenzor is, ha anizotróp a karakterisztika, de ebben a dolgozatban
a tenzor elemei ekkor is konstans értékek. A µ megválasztása kulcskérdés az iterat́ıv
eljárás konvergenciája szempontjából.

4.3. ábra. A mágneses indukció felbontható egy lineáris és egy nemlineáris komponens
összegére

A mágneses térerősség a fentivel analóg módon feĺırható a következő alakban:

~H = ν ~B + ~I, (4.8)

ahol a ν értéke konstans, és ~I nemlineáris. A ν paraméter alkalmas megválasztása
befolyásolja a konvergencia sikerét, illetve annak gyorsaságát.

Az iteráció során a nemlineáris komponens módośıtása történik, s ı́gy lépésről-lépésre
az ismeretlen potenciálok és térjellemzők is konvergálnak a megoldáshoz.

A (4.7) és a (4.8) formulák a statikus mágneses teret, illetve az örvényáramú teret
léıró Maxwell-egyenletekhez történő illesztése csak a hiszterézisveszteséget, illetve az
örvényáramokból származó veszteségi komponenst reprezentálja. A két formulát ezért
kiegésźıtettem a járulékos veszteségekből származó mágneses térerősség-komponenssel:

~B = µ
(

~H − ~H jár

)

︸ ︷︷ ︸

~Hst

+~R, (4.9)
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illetve

~H = ν ~B + ~I
︸ ︷︷ ︸

~Hst

+ ~H jár. (4.10)

A ~Hst itt arra utal, hogy a polarizációs formulával csak a statikus hiszterézismodell
által léırt konstitúciós kapcsolatot bontom fel, a dinamikus komponenst pedig külön
választom.

4.3. A polarizációs formula alkalmazása a potenciál-

formalizmusokban

A 2.3 fejezetben bemutattam a statikus mágneses tér és az örvényáramú tér számı́tására
alkalmas két-két, leggyakrabban alkalmazott potenciálformalizmust. Ebben a fejezetben
ezen lineáris egyenleteket egésźıtem ki a fentiekben bevezetett konstitúciós relációkkal.

4.3.1. Nemlineáris statikus mágneses tér

A mágneses skalárpotenciál

A (2.31) lineáris parciális differenciálegyenlet, a (2.32) és a (2.33) peremfeltételek
polarizációs formulával reprezentált nemlineáris anyagmodell esetén a következő alakot
öltik:

∇ · (µ∇Φ) = ∇ · (µ~T 0) +∇ ·
(

~R− µ ~H jár

)

, az Ωm tartományon, (4.11)

Φ = Φ0, a ΓH peremen, (4.12)
[

µ
(

~T 0 −∇Φ− ~H jár

)

+ ~R
]

· ~n = −b, a ΓB peremen. (4.13)

Levegőben, az Ω0 tartományban µ = µ0 helyetteśıtendő és ~R = ~0, valamint ~H jár = ~0.
A Φ-formalizmus gyenge alakját a következő egyenlet definiálja:

∫

Ω

µ∇Nk · ∇Φa dΩ =

∫

Ω

µ∇Nk · ~T 0,a dΩ+

∫

Ωm

∇Nk ·
(

~Ra − µ ~H jár,a

)

dΩ

+

∫

ΓB

Nkba dΓ,

(4.14)

és

Nk = 0, a ΓH peremen. (4.15)

Az a alsó index arra utal, hogy az egyes változók végeselem-formafüggvények seǵıtségével
approximált függvényei szerepelnek a gyenge alakokban.
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A mágneses vektorpotenciál

Ebben a dolgozatban a nemlineáris statikus mágneses tér problémák mágneses vek-
torpotenciállal történő megoldása kapcsán főleg a szabad formalizmussal foglalkoztam,
itt is csak erre a formalizmusra szoŕıtkozom.

A (2.40) lineáris parciális differenciálegyenlet, valamint a (2.41) és a (2.42) perem-
feltételek a következő alakú egyenletekként ı́rhatók fel a kiterjesztett polarizációs formula
esetén:

∇× (ν∇× ~A) = ∇× ~T 0 −∇×
(

~I + ~H jár

)

, az Ωm tartományon, (4.16)

(

ν∇× ~A+ ~I + ~H jár

)

× ~n = ~K, a ΓH peremen, (4.17)

~n× ~A = ~α, a ΓB peremen. (4.18)

Levegőben, az Ω0 tartományban ν = 1/µ0 helyetteśıtendő, és ~I = ~0, ~H jár = ~0.
A gyenge alak pedig a következő:
∫

Ω

ν(∇× ~W k) · (∇× ~Aa) dΩ =

∫

Ω

(∇× ~W k) · ~T 0,a dΩ

−
∫

Ωm

(∇× ~W k) ·
(

~Ia + ~H jár,a

)

dΩ,
(4.19)

ahol

~n× ~W k = ~0, a ΓB peremen. (4.20)

Megjegyzem, hogy a ~T 0 áram-vektorpotenciál alkalmazása csak háromdimenziós fel-
adatok megoldása során szükséges, két dimenzióban a ~J0 áramsűrűséget lehet használni.

4.3.2. Nemlineáris örvényáramú tér

Az egyszerűség kedvéért ebben a fejezetben csak a csatolt problémák két potenciál-
formalizmusára szoŕıtkozom, a szabad ~T ,Φ − Φ-formalizmusra és a szabad ~A, V − ~A-
formalizmusra. Előbbiben az örvényáramú tér léırása áram-vektorpotenciállal és mág-
neses skalárpotenciállal történik, s ehhez kell a nemvezető tartomány reprezentálására
szolgáló mágneses skalárpotenciált csatolni. A másik formalizmusban az örvényáramú
tér léırása mágneses vektorpotenciál és elektromos skalárpotenciál seǵıtségével történik,
amihez a nemvezető tartományban definiált mágneses vektorpotenciál csatolandó. A
következőkben az örvényáramú tartomány ~H − ~B kapcsolata nemlineáris, de a léırtak
tovább általánośıthatók. A többi formalizmus kiegésźıtése hasonló módon megtehető. A
potenciálformalizmusok nagyon részletes levezetése megtalálható a [14] monográfiában,
itt csak a lényeges pontokat emelem ki.

A szabad ~T ,Φ− Φ-formalizmus

A (2.46)-(2.51) egyenletek polarizációs formulával kiegésźıtett változata érvényes az
örvényáramú tartományban, a (2.31)-(2.33) egyenletek pedig változatlanul feĺırhatók az
örványáram-tartományt körülvevő nemvezető tartományban. A két régiót elválasztó
határon ennek megfelelően határfeltételeket kell definiálni.
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A mágneses térerősség a ~H = ~T 0 + ~T −∇Φ összefüggés szerint alakul az Ωö örvény-
áram-tartományban, mı́g ~H = ~T 0 − ∇Φ szerint az Ωn tartományban. A Φ mágneses
skalárpotenciál folytonos, csakúgy mint a ~T 0 áram-vektorpotenciál tangenciális kompo-
nense a teljes Ωö ∪ Ωn tartományon, s ı́gy a ~T × ~nö = ~0 feltételt kell elő́ırni a Γnö

határfelületen, hogy a ~H × ~n folytonossága teljesüljön. A ~J örvényáram normális
irányú komponense a ~T áram-vektorpotenciál bevezetése és tangenciális komponensének
elő́ırása miatt automatikusan zérus értékű a Γnö határon. A mágneses indukció normális
irányú komponensének folytonossága Neumann-t́ıpusú feltétellel ı́rható elő.

A megoldandó egyenletek tehát az alábbiak:

∇×
(
1

σ
∇× ~T

)

+ µ
∂~T

∂t
−µ∇∂Φ

∂t
= −µ∂

~T 0

∂t

− ∂

∂t

(

~R− µ ~H jár

)

, az Ωö tartományon,

(4.21)

∇ · (µ~T − µ∇Φ) = −∇ · (µ~T 0)

−∇ ·
(

~R− µ ~H jár

)

, az Ωö tartományon,
(4.22)

−∇ · (µ∇Φ) = −∇ · (µ~T 0), az Ωn tartományon, (4.23)

~T × ~n = ~0, a ΓHö
peremen, (4.24)

Φ = Φ0, a ΓHö
peremen, (4.25)

Φ = Φ0, a ΓHn
peremen, (4.26)

(
1

σ
∇× ~T

)

× ~n = ~0, a ΓE peremen, (4.27)

[

µ
(

~T 0 + ~T −∇Φ− ~H jár

)

+ ~R
]

· ~n = 0, a ΓE peremen, (4.28)

µ
(

~T 0 −∇Φ
)

· ~n = −b, a ΓB peremen, (4.29)

Φ folytonos a Γnö peremen, (4.30)

~T × ~nö = ~0, a Γnö peremen, (4.31)

µ
(

~T 0 −∇Φ
)

· ~nn +
[

µ
(

~T 0+ ~T −∇Φ− ~H jár

)

+ ~R
]

· ~nö= 0, a Γnö peremen. (4.32)

A szabad formalizmus gyenge alakja a megfelelő matematikai átalaḱıtások után a
következő két egyenlettel ı́rható le:

∫

Ωö

[

1

σ
(∇× ~W k) · (∇× ~T a) + µ ~W k ·

∂~T a

∂t
− µ ~W k · ∇

∂Φa

∂t

]

dΩ =

−
∫

Ωö

µ ~W k ·
∂~T 0,a

∂t
dΩ−

∫

Ωö

~W k ·
∂

∂t

(

~Ra − µ ~H jár,a

)

dΩ,

(4.33)
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és

−
∫

Ωö

µ∇Nk ·
∂~T a

∂t
dΩ +

∫

Ωö∪Ωn

µ∇Nk · ∇
∂Φa

∂t
dΩ

=

∫

Ωö∪Ωn

µ∇Nk ·
∂~T 0,a

∂t
dΩ +

∫

ΓB

Nk
∂ba
∂t

dΓ

+

∫

Ωö

∇Nk ·
∂

∂t

(

~Ra − µ ~H jár,a

)

dΩ,

(4.34)

ahol

~W k × ~n = 0, a ΓHö
∪ Γnö peremen, (4.35)

és

Nk = 0, a ΓHö
∪ ΓHn

peremen. (4.36)

A gyenge alak második egyenletében az idő szerinti derivált az előálló egyenletrend-
szer szimmetriáját biztośıtja.

A szabad ~A, V − ~A-formalizmus

A (2.62)-(2.67) egyenleteket a polarizációs formulával kiegésźıtve használhatók az
örvényáramú tartományban, a (2.40)-(2.42) egyenletek pedig változatlanul feĺırhatók a
nemvezető tartományban. A két régiót elválasztó határon ennek megfelelően határfelté-
teleket kell definiálni.

Az ~A mágneses vektorpotenciál tangenciális komponense folytonos a teljes Ωö ∪ Ωn

tartományon, ami biztośıtja a mágneses indukció normális komponensének folytonossá-
gát. A mágneses térerősség tangenciális irányú komponensének folytonossága Neumann-
t́ıpusú határfeltétel elő́ırásával lehetséges, akárcsak az örvényáram normális kompo-
nensének eltűnését biztośıtó feltétel ugyanezen közeghatáron. Az ı́gy előálló egyenlet-
rendszer végül a következő:

∇×(ν∇× ~A)+ σ
∂ ~A

∂t
+ σ∇V =−∇×

(

~I+ ~H jár

)

, az Ωö tartományon, (4.37)

−∇ ·
(

σ
∂ ~A

∂t
+ σ∇V

)

= 0, az Ωö tartományon, (4.38)

∇× (ν∇× ~A) = ∇× ~T 0, az Ωn tartományon, (4.39)
(

ν∇× ~A+ ~I + ~H jár

)

× ~n = ~0, a ΓHö
peremen, (4.40)

−
(

σ
∂ ~A

∂t
+ σ∇V

)

· ~n = 0, a ΓHö
peremen, (4.41)

(ν∇× ~A)× ~n = ~K, a ΓHn
peremen, (4.42)

~n× ~A = ~0, a ΓE peremen, (4.43)

V = V0, a ΓE peremen, (4.44)
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~n× ~A = ~α, a ΓB peremen, (4.45)

~nö × ~A+ ~nn × ~A = ~0, a Γnö peremen, (4.46)
(

ν∇× ~A+ ~I + ~H jár

)

× ~nö + (ν∇× ~A)× ~nn = ~0, a Γnö peremen, (4.47)

−
(

σ
∂ ~A

∂t
+ σ∇V

)

· ~nö = 0, a Γnö peremen. (4.48)

Ebben a formalizmusban a ~T 0 áram-vektorpotenciál a teljes Ωö ∪ Ωn tartományra
kiterjeszthető annak defińıciója miatt. Ezáltal a gyenge alak egyszerűsödik.

A V = V (~r, t) elektromos skalárpotenciál helyett a v = v(~r, t) függvényt célszerű
bevezetni, mert ı́gy a kialakuló egyenletrendszer szimmetrikus lesz,

v =

∫ t

−∞

V (~r, τ) dτ, (4.49)

azaz

V =
∂v

∂t
. (4.50)

A formalizmus gyenge alakja a fentiek alapján az alábbi:

∫

Ωö∪Ωn

ν(∇× ~W k) · (∇× ~Aa)dΩ +

∫

Ωö

~W k ·
(

σ
∂ ~Aa

∂t
+ σ∇∂va

∂t

)

dΩ

=

∫

Ωö∪Ωn

(∇× ~W k) · ~T 0,a dΩ−
∫

Ωö

(∇× ~W k) ·
(

~Ia + ~H jár,a

)

dΓ,

(4.51)

∫

Ωö

∇Nk ·
(

σ
∂ ~Aa

∂t
+ σ∇∂va

∂t

)

dΩ = 0, (4.52)

ahol

~n× ~W k = ~0, a ΓE ∪ ΓB peremen, (4.53)

és

Nk = 0, a ΓE peremen. (4.54)

Ha az Ωö tartomány vezetőképessége konstans, akkor a V skalárpotenciál elhagyható,

s vele minden olyan egyenlet, amelyben a V szerepel. Ez az ún. ~A
∗ − ~A-formalizmus.

Végeredményben elmondható, hogy a járulékos veszteségeket reprezentáló mágneses
térerősség-komponens Maxwell-egyenletekhez, illetve a potenciálformalizmusokhoz törté-

nő illesztése nagyon egyszerű: az egyenletek jobb oldalán megjelent egy ~R
′

= ~R−µ ~H jár,

illetve egy ~I
′

= ~I + ~H jár alakú tagot tartalmazó integrál, amelyek hatással vannak a
potenciálok, illetve a térváltozók értékére, meghatározásuk pedig a következőkben be-
mutatásra kerülő technikával történik. A járulékos komponens nélküli egyenletek is-
mertek, ezeket az irodalom feldolgozása és továbbgondolása után a [14] monográfiában
gyűjtöttem össze, itt arra ḱıvánok ráviláǵıtani, hogy a járulékos veszteség modellezése a
már meglévő formalizmusokban milyen egyszerű módon implementálható.
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4.4. A fixpontos iterációs sémák

A bevezetőben bemutatott Maxwell-egyenletekben szereplő (2.25) konstitúciós relá-
ciók mindegyike át́ırható tehát a (4.7)-(4.10) polarizációs formulák valamelyikére. A
polarizációs alak a fentiek alapján béırható a Maxwell-egyenletekbe, illetve a megfelelő
potenciálformalizmusba. Az ı́gy előálló egyenletrendszert a fixpontos iterációs sémával
lehet megoldani.

A mágneses skalárpotenciálon, illetve áram-vektorpotenciálon alapuló potenciálfor-

malizmusok a ~H mágneses térerősséget szolgáltatják az ~R
′

függvényében, a mágneses

vektorpotenciálra épülő formalizmusok pedig a ~B mágneses indukciót az ~I
′

függvényében.

A továbbiakban ezeket a műveleteket a ~H = M {~R′}, illetve a ~B = M {~I ′} operátorokkal
fogom jelölni, az M {·} arra utal, hogy a Maxwell-egyenletek megoldásáról van szó.

A polarizációs formula nagy előnye, hogy a mágneses térerősség és a mágneses in-
dukció egyszerűen átszármaztathatók egymásba. A mágneses indukció a (4.7), vagy a
(4.9) összefüggések valamelyikével meghatározható a mágneses térerősségből, s ford́ıtva,
a mágneses térerősség számı́tható a (4.8), vagy a (4.10) formulák valamelyikével. Így

a fenti két operátor kiegésźıthető másik kettővel: ~B = M {~R′}, illetve ~H = M {~I ′}.
Előbbi azt jelenti, hogy a mágneses térerősséget a ~H = M {~R′} művelettel számı́tva,
és felhasználva a (4.7), vagy a (4.9) összefüggések valamelyikét, a mágneses indukció is
meghatározható. Az egyszerűbb jelölés miatt ezt a műveletsort is M {·}-mel jelölöm. A
~H = M {~I ′} ezek alapján egyértelmű.

4.4.1. Sémák az inverz hiszterézismodellre éṕıtve

A 3. fejezetben az inverz hiszterézis karakterisztika frekvenciafüggő kiterjesztésével
foglalkoztam, amely a mágneses térerősséget nemcsak a mágneses indukció, hanem annak
változási sebessége alapján határozza meg. Kézenfekvő tehát, hogy a fixpontos iterációs
sémákat először az inverz modellre fogalmazzam meg.

A

~B = M {~R′}, illetve ~B = M {~I ′} (4.55)

operátorokkal számı́tott térváltozók alapján az ~R, illetve az ~I változók az

~R = ~B − µ ~Hst, illetve ~I = ~Hst − ν ~B (4.56)

összefüggések szerint frisśıthetők. A statikus inverz modell alapján mindezt az

~R = ~B − µB{~B} = f~BR
{~B}, illetve ~I = B{~B} − ν ~B = f~BI

{~B} (4.57)

műveletekkel lehet megtenni. Az

~R
′

= ~R− µ ~H jár = f~BR′

{~B}, illetve ~I
′

= ~I + ~H jár = f~BI′
{~B} (4.58)

számı́tások elvégzése után a következő fixpont alakú egyenletek fogalmazhatók meg:

~R
′

= f~BR′

{M {~R′}}, illetve ~I
′

= f~BI′
{M {~I ′}}. (4.59)

Minden fixpontos iterációban tehát nemcsak az ~R, illetve az ~I változók módosulnak,
hanem a ~H jár komponens is.
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Fennáll a következő két összefüggés:

f~BR′

{~B} = f~BR
{~B} − µ ~H jár, illetve f~BI′

{~B} = f~BI
{~B}+ ~H jár. (4.60)

A következőkben részletesen mutatom be a két algoritmust.

Séma a mágneses indukcióra éṕıtve

Az iteráció tetszőleges ~I
′(0)

értékből ind́ıtható, az n-edik iterációs lépés (n > 0) a
következőket foglalja magában:

(i) A ~B
(n)

mágneses indukció a Maxwell-egyenletek alapján az (n − 1)-edik lépésre

támaszkodva számı́tható, ~B
(n)

= M {~I ′(n−1)};

(ii) A ~H
(n)

st mágneses térerősség a ~H
(n)

st = B{~B(n)} operátor szerint a statikus inverz
modellel számı́tható;

(iii) Az ~I
(n)

nemlineáris reziduál a következő módon jav́ıtható:

~I
(n)

= ~H
(n)

st − ν ~B
(n)

= B{~B(n)} − ν ~B
(n)

; (4.61)

(iv) Az ~I
′(n)

kiterjesztett nemlineáris reziduál pedig a következő módon jav́ıtható:

~I
′(n)

= ~I
(n)

+ ~H jár

(

~B
(n)
,
d~B

(n)

dt

)

; (4.62)

(v) Az (i)–(iv) lépéseket addig kell ismételni, amı́g például az

||~I ′(n) − ~I
′(n−1)|| < ε (4.63)

kritérium alkalmas ε küszöb mellett nem teljesül.

Itt az optimális ν érték a következő:

ν =
νmax + νmin

2
, (4.64)

ahol νmax és νmin a dH/dB differenciálhányados maximális és minimális értéke a statikus
fő koncentrikus görbén.

Séma a mágneses térerősségre éṕıtve

Ebben az esetben:

µ =
2µmax µmin

µmax + µmin
=

2

νmax + νmin
, (4.65)

ahol µmax és µmin a dB/dH permeabilitás maximális és minimális értéke a statikus fő
koncentrikus görbén.

Az iteráció tetszőleges ~R
′(0)

értékből ind́ıtható, az n-edik iterációs lépés (n > 0) a
következőket foglalja magában:
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(i) A ~H
(n)

mágneses térerősség a Maxwell-egyenletek alapján számı́tható, s az ered-

mény az (n− 1)-edik lépésben kapott eredménytől függ, ~H
(n)

= M {~R′(n−1)};

(ii) A ~B
(n)

mágneses indukció

~B
(n)

= µ
(

~H
(n) − ~H

(n−1)

jár

)

+ ~R
(n−1)

(4.66)

becslése után lehet futtatni a statikus inverz modellt, ~H
(n)

st = B{~B(n)}, illetve
lehet számolni a járulékos veszteségeket reprezentáló ~H

(n)

jár komponenst;

(iii) Az ~R
(n)

nemlineáris reziduál a következő módon jav́ıtható:

~R
(n)

= ~B
(n) − µB{~B(n)}; (4.67)

(iv) Illetve

~R
′(n)

= ~R
(n) − µ ~H

(n)

jár ; (4.68)

(v) Az (i)–(iv) lépéseket addig kell ismételni, amı́g például az

||~R′(n) − ~R
′(n−1)|| < ε (4.69)

kritérium alkalmas ε küszöb mellett nem teljesül.

4.4.2. Sémák a direkt hiszterézismodellre éṕıtve

A direkt hiszterézismodell frekvenciafüggő kiterjesztésével nem foglalkoztam, de a mo-
dellt alkalmaztam statikus mágneses tér és örvényáramú mágneses tér szimulációjára. A
teljesség kedvéért megadom a direkt modellre épülő iterációs sémát is, értelemszerűen a
(4.7) és (4.8) formulákkal, amikor ~H jár = ~0.

A

~H = M {~R}, illetve ~H = M {~I} (4.70)

operátorokkal számı́tott térváltozók alapján az ~R, illetve az ~I változók az

~R = ~B − µ ~H , illetve ~I = ~H − ν ~B (4.71)

összefüggések szerint frisśıthetők. A direkt modell alapján mindezt az

~R = H { ~H} − µ ~H = f ~HR
{ ~H}, illetve ~I = ~H − νH { ~H} = f ~HI

{ ~H} (4.72)

műveletekkel lehet megtenni. Ez a két-két műveleti lépés a következő fixpont alakú
egyenletek formájában ı́rható fel:

~R = f ~HR
{M {~R}}, illetve ~I = f ~HI

{M {~I}}. (4.73)

A következőkben részletesen mutatom be a két algoritmust.
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Séma a mágneses térerősségre éṕıtve

Az algoritmus lépései a

µ =
µmax + µmin

2
(4.74)

optimális permeabilitást alkalmazva a következőképp foglalhatók össze. Az iteráció tet-

szőleges ~R
(0)

értékkel ind́ıtható, s az n-edik lépésben a következők történnek (n > 0):

(i) A ~H
(n)

mágneses térerősség meghatározása az alkalmazott formalizmus seǵıtségével,

ami az ~R
(n−1)

-re épül, azaz ~H
(n)

= M {~R(n−1)};

(ii) A ~B
(n)

mágneses indukció vektor a direkt modell futtatásával határozható meg,

vagyis ~B
(n)

= H { ~H(n)};

(iii) Az ~R nemlineáris reziduál értéke jav́ıtható az

~R
(n)

= ~B
(n) − µ ~H

(n)
= H { ~H(n)} − µ ~H

(n)
(4.75)

összefüggésnek megfelelően;

(iv) Az (i)–(iii) lépéseket addig kell ismételni, amı́g az eljárás nem konvergál. Az
iterációs technika leállási feltétele például az alábbi:

||~R(n) − ~R
(n−1)|| < ε, (4.76)

ahol ε küszöb egy kellően kis érték.

Séma a mágneses indukcióra éṕıtve

Az iteráció tetszőleges ~I
(0)

értékből ind́ıtható. Az n-edik iterációs lépés (n > 0) a
következőkből áll:

(i) A ~B
(n)

mágneses indukció a Maxwell-egyenletek alapján számı́tható az (n−1)-edik

lépésbeli értékekre támaszkodva, ~B
(n)

= M {~I(n−1)};

(ii) A ~H
(n)

mágneses térerősség a következő módon becsülhető:

~H
(n)

= ν ~B
(n)

+ ~I
(n−1)

; (4.77)

(iii) Az ~I
(n)

nemlineáris reziduál a direkt modell seǵıtségével jav́ıtható:

~I
(n)

= ~H
(n) − νH { ~H(n)}; (4.78)

(iv) Az (i)–(iii) lépéseket addig kell ismételni, amı́g az

||~I(n) − ~I
(n−1)|| < ε (4.79)

kritérium alkalmas ε küszöb mellett nem teljesül.

Az algoritmusban az optimális ν a következő formulával számı́tandó:

ν =
2 νmax νmin

νmax + νmin

=
2

µmax + µmin

. (4.80)
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4.4.3. A fixpontos iterációs sémák konvergenciája

A fenti fixpontos iterációs sémák akkor konvergensek, ha az iterációt definiáló (4.59),
valamint (4.73) operátorok kontrakt́ıv leképezést valóśıtanak meg.

Például a (4.59) első kifejezése által definiált fixpontos iterációs séma akkor konver-
gens, ha teljesül az

||f~BR′

{M {~R′

1}} − f~BR′

{M {~R′

2}}|| ≤ q||~R′

1 − ~R
′

2|| (4.81)

kontrakciós feltétel ∀~R′

1,
~R

′

2-re, és 0 < q < 1. Hasonló feltétel ı́rható fel a (4.59) második
sémájára, és a (4.73) mindkét sémájára. Az itt szereplő || · || norma a belső szorzat
négyzetgyökét jelöli,

||x|| =
√
∫

Ω

|x|2dΩ. (4.82)

A (4.81) azonban redukálható az

||f~BR
{M {~R1}} − f~BR

{M {~R2}}|| ≤ q||~R1 − ~R2|| (4.83)

kontrakciós feltétellé a Maxwell-egyenleteket reprezentáló M {·} operátor linearitása mi-
att,

M {~R′} = M {~R− µ ~H jár} = M {~R} − M {µ ~H jár}. (4.84)

Az első komponens pontosan a statikus mágneses térerősség, ~Hst = M {~R}, a második

komponens pedig a járulékos veszteségnek megfelelő térerősség. Az ~R változó (4.57)
kifejezés szerinti jav́ıtása a statikus komponens alapján számı́tott mágneses indukciót

felhasználva történik. A járulékos komponens, s ı́gy a (4.58) formulának megfelelően ~R
′

is
ugyanezen mágneses indukció és annak deriváltja alapján módosul. A fixpontos iteráció
során elegendő tehát az f~BR

{·} operátor által definiált séma konvergenciájára ügyelni,
az f~BR′

{·} által rejtett járulékos komponens konvergenciája ezáltal ugyanis biztośıtott.

A (4.83) kifejezés kontrakciója viszont a fentebb felsorakoztatott optimális ν és µ értékek
mellett bizonýıtott [14, 62–64, 72, 192, 238, 247–265, 277, 281, 284–289, 292–302].

4.5. A tudományos eredmények összefoglalása

2. Tézis

A kidolgozott Preisach-féle hiszterézismodelleket a polarizációs formulát használva
numerikus térszimulációt alkalmazó eljárásokba illesztettem. A polarizációs formulával
linearizáltam a nemlineáris karakterisztikát, a lineáris tag meredekségének alkalmas meg-
választásával pedig kontrakt́ıv leképezést nyertem, amely a Maxwell-egyenleteken ke-
resztül bizonýıtottan konvergens fixpontos iterációs sémára vezet. A polarizációs for-
mulát általánośıtottam oly módon, hogy a járulékos veszteségek reprezentálására alkal-
mas mágneses térerősséget figyelembe lehessen venni, ı́gy a fixpontos technikát alkal-
massá tettem dinamikus modellek beillesztésére is. Kidolgoztam a statikus mágneses tér
és az örvényáramú tér számı́tására alkalmas potenciálformalizmusok nemlineáris hisz-
terézis figyelembevételére alkalmas alakját, s kidolgoztam az egyes formalizmusok gyenge
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alakját is, amelyek a végeselem-módszerben is alkalmazhatók. A polarizációs formula két
alakját és az egyes formalizmusok elsődleges változóját alapul véve kidolgoztam az összes
lehetséges variációt, ahogy a formalizmusok és a direkt, vagy inverz alakban implementált
hiszterézismodellek összekapcsolhatók. Mindez összesen négy lehetséges módszercsaládot
eredményez, amelyek mentesek a további belső iterációktól, miáltal a futási idő jelentősen
redukálható.
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5. fejezet

Villamos tervezés hiszterézismodell

figyelembevételével

Ebben a fejezetben a dolgozatban bemutatott modellek, formalizmusok és numeri-
kus módszerek alkalmazhatóságát igazolom különféle nemlineáris problémák megoldása
kapcsán. Megjegyzem, hogy kutatásaim során számos lineáris és nemlineáris feladatot
oldottam meg a közölt technikákkal, itt egy válogatott halmazt mutatok be. A fejezet öt
olyan feladatot tartalmaz, amelyek ráviláǵıtanak egy-egy lényeges momentumra. Minden
egyes példát a végeselem-módszerrel oldottam meg: a COMSOL Multiphysics [240, 241]
szoftver függvényeit alkalmaztam a MATLAB programrendszerben [185, 242], illetve a ku-
tatócsoportom által C-nyelven fejlesztett szoftvert [243,246], amely a szabad forráskódú
GMSH [244] és PETSc [245] programcsomagokra épül.

A tervezést támogató fejezet elején gondoltam bemutatni azt az általam megfogalma-
zott szabad formalizmust, amely a ~T 0 áram-vektorpotenciál előálĺıtására alkalmas. A for-
malizmus nagy előnye, hogy például a szabad formalizmusban megfogalmazott mágneses
vektorpotenciált számı́tó eljárás változtatás nélkül használható a ~T 0 meghatározására,
és az approximáció vektor végeselemek seǵıtségével történik.

Az első feladat egy vékony transzformátorlemez vizsgálata, amely triviálisnak tűnő
probléma ugyan, de kiválóan alkalmas az egyes modellek viselkedésének bemutatására,
továbbá a statikus és dinamikus modellek alkalmazhatóságának igazolására.

A második feladatot a különböző bonyolultságú nemlineáris modellek igen eltérő vi-
selkedésének bemutatására, és a kidolgozott hiszterézismodellek fontosságának hangsú-
lyozása céljából tettem a dolgozatba. A háromfázisú transzformátor lemezeinek csatla-
kozási pontjainál a forgó mágneses mező nem megfelelő modellel történő léırása például
a veszteségek számı́tásánál nagy hibát okozhat a tervezés során.

A harmadik probléma egy háromfázisú villamos gép modellezése hiszterézis karakte-
risztika figyelembe vételével.

A negyedik pont olyan háromdimenziós feladat megoldását mutatja be, amely egy te-
kercset, s körülötte vékony, mágnesezhető lemezekből feléṕıtett elrendezést tartalmaz. A
tesztfeladat az egyes formalizmusok hiszterézismodellel történő összekapcsolását mutatja
be az eredményeken keresztül.

A dolgozatot záró feladat a 3.2. fejezetben bemutatott vektor hiszterézis mérésére al-
kalmas berendezés számı́tógéppel támogatott tervezése. A végeselem-anaĺızis számos ter-
vezési kérdésre adott választ, a numerikus eredmények és a megvalóśıtott méréstechnikai
eszköz együttesen vezetett el a kidolgozott vektoriális Preisach-modell megalkotásához.
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5.1. Az áram-vektorpotenciál közeĺıtése élmenti vé-

geselemekkel

A ~T 0 áram-vektorpotenciál lényeges szerepet tölt be az árammal átjárt tekercsek
forrásterének reprezentálásában, ahogy azt a 2. fejezetben és a 4. fejezetben bemutattam.
Az áram-vektorpotenciál előálĺıtására számos technika létezik, amelyek összefoglalása
a [14] monográfiában megtalálható, itt az általam szabad formalizmusban megfogalma-
zott peremérték-feladatot közlöm, a potenciál közeĺıtésére pedig az élmenti végeselemek
alkalmazását javaslom.

A ~T 0 áram-vektorpotenciált a következő egyenlet definiálja (l. (2.28)):

∇× ~T 0 = ~J0, az Ω tartományon, (5.1)

kiegésźıtve a következő peremfeltételekkel:

~T 0 × ~n = ~0, a ΓH peremen, (5.2)

~T 0 · ~n = 0, a ΓB peremen. (5.3)

Mindez az

F{~T 0} =

∫

Ω

∣
∣
∣∇× ~T 0 − ~J0

∣
∣
∣

2

dΩ (5.4)

funkcionál minimalizálásával ekvivalens, miközben az (5.2) és (5.3) peremfeltételeket is
figyelembe kell venni.

A funkcionál első variációjából [14, 24] kiindulva a következő parciális differenciále-
gyenlet és a hozzá kapcsolódó peremfeltételek vezethetők le:

∇×∇× ~T 0 = ∇× ~J0, az Ω tartományon, (5.5)

~T 0 × ~n = ~0, a ΓH peremen, (5.6)

~T 0 · ~n = 0, a ΓB peremen. (5.7)

Ez egy peremérték-feladat, amelynek gyenge alakja a következő:
∫

Ω

(∇× ~W ) · (∇× ~T 0,a) dΩ =

∫

Ω

(∇× ~W ) · ~J0 dΩ, (5.8)

és az áram-vektorpotenciál végeselem-módszerrel történő approximációja előálĺıtható.
Nyilvánvaló, hogy a fenti peremérték-feladat megoldása nem egyértelmű, hiszen a

∇ · ~T 0 nem definiált. Ebben a dolgozatban az élmenti végeselem-módszerrel történő
közeĺıtő megoldásra koncentrálok, amelyről ismeretes, hogy érzéketlen az egyértelműség
hiányára [183].

A javasolt technika előnye tehát, hogy szabad formalizmus, ami élmenti végeselemek-
kel megoldható, s könnyedén implementálható olyan szabad formalizmust is támogató vé-
geselem-környezetben, amely alkalmas a szabad vektorpotenciállal történő számı́tásokra.
A javasolt szabad formalizmus másik nagy előnye, hogy a ~T 0 áram-vektorpotenciál
élmenti végeselemekkel reprezentálható, amely jól illeszkedik a modern szabad forma-
lizmusokhoz.

Az áram-vektorpotenciál közeĺıtő megoldása természetesen előálĺıtható olyan perem-
érték-feladat megoldásaként is, amelynek megoldása egyértelmű. Ezzel a lehetőséggel itt
nem foglalkozom, utalok a [14] monográfiára.
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5.2. Veszteségek vékony lemezben

Ahogy azt a 2.1.3. fejezetben bemutattam, ismeretes, hogy a vasveszteség három
komponensből áll [4, 51, 64–71, 275]. A hiszterézisveszteség a statikus hiszterézismodell
seǵıtségével számı́tható, az örvényáramú veszteség az örvényáramú Maxwell-egyenletek
megoldásával, a hiszterézist és a geometriát is figyelembe véve határozható meg. A
mikro-örvényáramok hatására kialakuló veszteségek számı́tása makroszkopikus dinami-
kus hiszterézismodell numerikus technikához történő illesztését igényli. A kialakuló
térjellemzők időfüggvénye függ mindhárom veszteségi komponenstől.

A vékony lemez (l. 5.1 ábra) villamos gépek alapvető éṕıtő eleme. A lemezben
külső gerjesztő tér hatására kialakuló elektromágneses tér számı́tása kulcskérdés a gépek
tervezésekor, ami a következő diffúziós egyenlet megoldásával számı́tható:

∇× 1

σ
∇× ~H + µ

∂ ~H

∂t
= µ

∂ ~Hexc

∂t
− ∂ ~R

∂t
. (5.9)

Az egyenlet időtartománybeli megoldását végeselem-módszerrel végeztem, az időbeli
diszkretizálásra a Crank–Nicolson-sémát használtam, s feltételeztem, hogy a lemez d =
0,35mm vastagságához képest a másik két méret elég nagy ahhoz, hogy a problémát

x

y

z

B0H x( )y

J x( )z

J

d

5.1. ábra. Vékony lemezben külső homogén tér hatására kialakuló elektromos és
mágneses tér egy rögźıtett időpillanatban
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egydimenziósnak foghassam fel [65, 70, 303, 304], s ı́gy (5.9) jelentősen egyszerűsödik:

−∂
2Hy

∂x2
+ µσ

∂Hy

∂t
= µσ

∂Hy,exc

∂t
− σ

∂Ry

∂t
. (5.10)

A modellben a mágneses térerősségnek és a mágneses indukciónak csak y irányú kom-
ponense van, köztük a 3.1. fejezetben bemutatott skalármodell tartja a kapcsolatot. Az
örvényáram-sűrűség és az elektromos térerősség az 5.1 ábrán látható módon szintén egy-
komponensű. Áramgerjesztés esetén a mágneses térerősség y irányú komponense ı́rható
elő Dirichlet-peremfeltételként az x = ±d/2 helyeken. Feszültséggel történő gerjesztés
esetén a lemez keresztmetszetén (1D esetén a −d/2 ≤ x ≤ d/2 vonal mentén) kialakuló
mágneses fluxus ı́rható elő Neumann-t́ıpusú peremfeltételként. Itt az utóbbival foglalko-
zom, és a ~B0 = ~B0(t) időfüggvényt ı́rom elő.

Az 5.2(a) és az 5.2(b) ábrán a mágneses indukció időbeli alakulása látható a lemez
különböző pontjaiban f = 200Hz és f = 500Hz frekvencián. Az ábrán felrajzoltam az
indukció Ba = Ba(t) átlagát is, ami a peremfeltételnek megfelelően szinuszosan alakul.
A magasabb frekvencián jól kivehető az örvényáramok hatása: az elektromágneses tér
kiszorul a lemez felületére, az indukció abszolút értéke ezáltal a lemez felülete felé haladva
növekszik.
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5.2. ábra. A mágneses indukció alakulása a vékony lemezben

A lemezben keletkezőWtot teljes veszteség három komponensre bontható [4,51,64–71]:

Wtot =Whiszt +Wörv +Wjár, (5.11)

ahol Whiszt a statikus hiszterézis karakterisztika által felölelt, frekvenciától független
területe, Wörv a Maxwell-egyenletekből származó klasszikus örványáramú veszteség, s
végül Wjár a mikro-örvényáramok hatására létrejövő járulékos veszteség. Ezen kom-
ponensek láthatók a frekvencia függvényében az 5.3 ábrán szinuszos külső tér három
különböző amplitúdója mellett, amikot B̂0 = 0,5T, B̂0 = 1,0T, illetve B̂0 = 1,5T.

A teljes veszteség a következő formula szerint számı́tható [93]:

Wtot =

∫ T

0

H0(t)
dBa(t)

dt
dt, (5.12)
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5.3. ábra. Vékony lemezben elektromágneses tér hatására termelődő veszteségek

ahol H0(t) a lemez felületén a mágneses térerősség tangenciális komponense, ebben az
esetben H0(t) = Hy(d/2, t), Ba(t) pedig a lemezben kialakuló mágneses indukció átlaga.
Ezen két mennyiség mérhető. Az örvényáramú veszteséget pedig a Jz(x, t) örvényáram-
sűrűség és Ez(x, t) elektromos térerősség ismeretében a

Wörv =
2

d

∫ T

0

∫ d/2

0

Jz(x, t)Ez(x, t) dx dt (5.13)

összefüggéssel számoltam.
A Whiszt hiszterézisveszteséget f = 5Hz frekvenciájú gerjesztéssel számı́tottam, ami-

kor az örvényáramok hatása még elhanyagolható. AWhiszt+Wörv összeg az (5.9) egyenlet
megoldásaként számı́tható a jobb oldal első tagjának elhagyása mellett. Ez a veszteségi
függvény a frekvencia növelésével lineáris nő. AWtot és aWhiszt+Wörv görbék különbsége
a járulékos veszteségek modellezése által áll elő.

A modellel impulzusszélesség-modulált (Pulse Width Modulation, PWM) gerjesztésre
adott választ is lehet szimulálni, ahogy az az 5.4 ábrán látható. Az ábrán szaggatott
vonallal felrajzoltam a statikus hiszterézis karakterisztikát is. A rendelkezésemre álló

−400 −200 0 200 400
−1.2
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]

5.4. ábra. A transzformátorlemez karakterisztikájának alakulása PWM-gerjesztés esetén
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generátorral PWM-gerjesztést nem tudok előálĺıtani, de a szimulált eredmény az iroda-
lomból ismert görbékkel egybevág [133, 134].

Az 5.5(a) ábrán vázoltam fel egy bonyolultabb H − B kapcsolat karakterisztikáját,
amellyel elvégeztem a diffúziós egyenlet megoldását, a veszteségek alakulása az 5.5(b) áb-
rán láthatók. A veszteségi görbékből kitűnik, hogy a járulékos veszteség a

√
f függvény-

nyel arányos.
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(b) A veszteségek alakulása

5.5. ábra. Számı́tási eredmények egy más t́ıpusú karakterisztikával

Ez a modell felfogható, mint egy lemez pontosabb modellje, amely figyelembe veszi
az anyag elektromos és mágneses tulajdonságait, a szkinhatást, a mikro-örvényáramok
hatását stb, és beéṕıthető például villamos gépek modelljébe [77, 99], miáltal a szi-
mulációk eredménye pontosabb lesz.

A 3.1.4. fejezetben bemutatott identifikációs eljárás egyik változatában az (5.9) mo-
dellt használtam a toroid transzformátorban kialakuló elektromágneses tér számı́tására.
A forgásszimmetrikus elrendezés sematikus vázlata az 5.6 ábrán látható. A w = 5mm
szélességű és h = 0,35mm vastagságú téglalapból generált toroid közepes sugara R =
26mm. A szinuszos időbeli lefutású feszültség megadása a ΓN peremen Neumann-
peremfeltétel elő́ırásával történik. A dinamikus skalármodell identifikációja során az
1D modellt használtam a H − B kapcsolat modellezéséhez. Elvégeztem a 2D modell
vizsgálatát is, ebben az elrendezésben az 1D és a 2D modell szimulációs eredményei
praktikusan megegyeznek [64].

h
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5.6. ábra. A toroid transzformátor modellje
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Az identifikált Preisach-modell végeselem-módszerhez történő illesztésével szimulál-
tam a toroid transzformátort tartalmazó elrendezést. A szimuláció során figyelembe vet-
tem az örvényáramok hatását, illetve a járulékos veszteség hatását, s ezen eredményeket
hasonĺıtottam össze. Az 5.7(a) ábrán három görbét vázoltam fel két különböző in-
dukciómaximum mellett. Az ábrából kitűnik, hogy csupán az örvényáramú komponens
alkalmazása nagy hibát okoz már egy egyszerű elrendezés esetén is. Az identifikált
járulékos komponens figyelembevétele szükségszerű. Az 5.7(b) ábra egy bonyolultabb,
harmonikusokat is tartalmazó H − B kapcsolatot mutat. Látható, hogy a kiterjesztett
modell hűen követi a mérési eredményeket.
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(a) A mért és szimulált koncentrikus hurkok,
f = 200Hz
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5.7. ábra. Mért és szimulált dinamikus görbék összevetése (M250-35A)

5.3. Háromfázisú transzformátor modellezése

A háromfázisú transzformátor modelljén a különféle hiszterézismodellek kiválóan
tanulmányozhatók és bemutathatók [297, 301, 305–307]. Az általam mágneses vektor-
potenciállal és mágneses skalárpotenciállal is modellezett transzformátor az 5.8 ábrán
látható, ahol szaggatott vonallal bejelöltem azon két tartományt is, ahol az eredményeket
ábrázoltam. A két statikus formalizmus természetesen ugyanarra az eredményre veze-
tett.

5.8. ábra. A háromfázisú transzformátor
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(a) Lineáris modell, ~H
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(b) Lineáris modell, ~B
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(c) Teĺıtődésfüggvény, ~H
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(d) Teĺıtődésfüggvény, ~B
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(e) Skalár Preisach-modell, ~H
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(f) Skalár Preisach-modell, ~B
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(g) Vektor Preisach-modell, ~H
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(h) Vektor Preisach-modell, ~B

5.9. ábra. A mágneses térerősség és a mágneses indukció alakulása különböző modellek
esetén
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A modellezést különféle anyagmodellekkel végeztem el. Az 5.9(a) és 5.9(b) ábrákon
a mágneses térerősség és a mágneses indukció trajektóriája látható lineáris anyagmodell
mellett. A ~H és ~B trajektóriák jellegre azonosak a ~B = µ ~H kapcsolatnak megfe-
lelően. Ha figyelembe veszem az anyag karakterisztikájának teĺıtődését, akkor kapom
a 5.9(c) és 5.9(d) ábrákon felvázolt térerősség és indukció trajektóriákat, amelyek je-
lentősen eltérnek a lineáris modellel számı́tottaktól. Itt az x és az y irányban vettem
fel egy-egy független inverz tangens t́ıpusú nemlinearitást. A 5.9(e) és 5.9(f) ábrákon a
skalár Preisach-modellel számı́tott eredmények láthatók, s ezen modellek is függetlenek.
A vektor Preisach-modellel számı́tott trajektóriák láthatók a 5.9(g) és 5.9(h) ábrákon.
A 5.10(a) és 5.10(b) ábrákon a sarokban kialakuló trajektóriákat ábrázoltam. A transz-
formátor v́ızszintes és függőleges ágaiban a mágneses térerősség és a mágneses indukció
iránya nagyjából azonos, de a csatlakozási pontban forgó mágneses tér alakul ki, ahogy
az a fenti ábrákon is jól látható.
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(a) Mágneses térerősség
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(b) Mágneses indukció

5.10. ábra. A sarokban kialakuló trajektóriák a vektor Preisach-modellel számolva

Nyilvánvaló, hogy a vektor Preisach-modell szolgáltatja a legpontosabb eredményeket,
s ezen lokális adatok nagyban befolyásolják az integrális mennyiségeket, mint például a
veszteségeket [307].

5.4. Modellmotor

Ez a probléma a T.E.A.M. (Testing Electromagnetic Analysis Methods, International
Compumag Society) tesztfeladatok közül a 30-as sorszámú (l. 5.11 ábra) egy módośıtása
[64, 298, 300, 308, 309]. A háromfázisú villamos motor gerjesztését biztośıtó tekercsek
nincsenek hornyokba süllyesztve, és a gerjesztő áramsűrűség ismert (f = 60Hz). Az
eredeti kíırás szerint valamennyi Fe jelzésű mágnesezhető tartomány lineáris konstitúciós
relációval ı́rható le, a forgórészen egy alumı́niumból készült gyűrű is van. A vasból és
az alumı́niumból készült tartományokban örvényáramok is keletkezhetnek. A módośıtás
abban áll, hogy a mágnesezhető tartományok lineáris anyagkarakterisztikáját lecseréltem
a jelen dolgozatban bemutatott Preisach-modellre.

A forgórész Ω körfrekvenciáját a kíırásnak megfelelően a [0, · · · , 1200]rad/s tarto-
mányban változtattam, s a nyomatékot, valamint a rotor vasveszteségét határoztam meg.
Az 5.12(a) ábrán látható a nyomatékgörbe, amely jellegre a lineáris feladat eredményéhez
hasonló [71, 308, 309]. Az 5.12(b) ábrán látható a vasveszteség-körfrekvencia görbe, a
dinamikus Preisach-modellel számolt veszteség értelemszerűen nagyobb.

81

               dc_872_14



Kuczmann Miklós 2014

Al
Fe

Fe

rotor +A-A

+B

-B+C

-C

állórész

tekercseklevegő

5.11. ábra. A 30-as sorszámú T.E.A.M. tesztfeladat: háromfázisú villamos gép
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5.12. ábra. A szimulációs eredmények bemutatása

A feladat megoldására az ~A, V − ~A-formalizmust használtam, amit kiegésźıtettem a
~v × ~B taggal [64, 309].

5.5. Vékony lemezekből álló háromdimenziós konfi-

guráció vizsgálata

Ebben a fejezetben a 10-es sorszámú T.E.A.M. tesztfeladat [14, 206, 211, 294, 302,
310] különféle módośıtásainak megoldását mutatom be. Az elrendezés két, U alakban
meghajĺıtott, és egy I alakú vékony lemezt tartalmaz, amelyek körül az 5.13 ábrán látható
módon egy tekercs helyezkedik el. A lemezekben a tekercs által gerjesztett mágneses tér
jön létre.

A lineáris feladat megoldásának bemutatását itt elhagyom, az irodalomból ismert
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5.13. ábra. A 10-es sorszámú T.E.A.M. tesztfeladat: mágnesezhető lemezek egy tekercs
körül

eredményekkel megegyező szimulációim a [14] monográfiában megtalálhatók.
Az 5.14(a) ábrán látható egyértékű nemlineáris karakterisztikával végzett egyenáramú

szimulációk eredményei láthatók az 5.14(b) ábrán, ahol a mágneses indukció alakulását
ábrázoltam körbe a lemez mentén két különböző gerjesztőáram mellett. Az egyes for-
malizmusok gyakorlatilag ugyanazon eredményre vezetnek, a kötött vektorpotenciál for-
malizmusa adja ugyanazon végeselem-háló mellett a leggyengébb megoldást. Az I-lemez
közepén a kisebb áramerősség mellett végzett mérésekből ismert a mágneses indukció
értéke [211]: 1,67T, a Φ-formalizmussal számolt érték 1,72T, a szabad vektorpotenciállal
számolt érték pedig 1,68T.
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5.14. ábra. Az egyes statikus formalizmusok összehasonĺıtása

Az egyértékű függvénykapcsolatot ezután hiszterézises jellegű kapcsolatra cseréltem,
s elvégeztem újra a statikus számı́tásokat. A szimuláció során feltételeztem, hogy az
örvényáramok hatása elhanyagolható, de a járulékos veszteségek hatása nem. Az f =
1Hz, és f = 200Hz frekvencián végzett szimulációk eredménye látható az 5.15(a) ábrán.
A folytonos vonallal rajzolt görbe a mágneses vektorpotenciállal számolt eredmény, a
pontsor jelöli a skalárpotenciállal történt szimuláció eredményét.

Végül, az 5.15(b) ábra az örvényáramok figyelembevételével kapott szimulációs ered-
ményeket mutatja, ahol felrajzoltam a statikus szimuláció eredményét is. Az örvényá-
ramú szimulációkat f = 200Hz frekvencián végeztem el statikus és dinamikus modellel
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(a) A statikus mágneses térszimuláció eredménye
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5.15. ábra. A szimulált hiszterézis karakterisztika az I-lemez közepén

egyaránt. Jól látható a dinamikus komponens hatása. Ebben a példában olyan sűrű
végeselem-felbontást használtam, amellyel a közölt potenciálformalizmusok praktikusan
ugyanazon eredményt szolgáltatták.

5.6. A vektor hiszterézis mérésére alkalmas elren-

dezés numerikus anaĺızise és tervezése

Ebben a fejezetben a 3.11 ábrán látható mérési elrendezés numerikus anaĺızisét és a
mérés összeálĺıtása során végzett, a tervezést és a mérés megéṕıtését seǵıtő számı́tások
és szimulációk eredményeit foglalom össze. A 3. fejezetben bemutatott végleges mérési
elrendezés számos jav́ıtás eredménye, itt ezen lépések végeselem-módszerrel történő tá-
mogatására fókuszálok a [14, 64, 277, 278, 281–289] publikációim alapján.

Fő tervezési kérdés, hogy a mérés során a gerjesztés, a próbatest és a szenzorok el-
helyezkedése milyen legyen, azaz milyen módon lehet pontos képet kapni a mágneses
térerősség és a mágneses indukció alakulásáról a mérés során, s milyen tényezők be-
folyásolják a mérési eredményeket. Ez egyrészt abban áll, hogy meg lehessen határozni,
hogy a próbatesten belül mekkora az a lehető legnagyobb terület, ahol a kialakuló
térjellemzők a mérési frekvencián közel homogén teret adnak, továbbá, hogy a próbatest
felsźınéhez közel milyen a mágneses térerősség változása. Előbbi ugyanis befolyásolja az
alkalmazandó szenzorok méretét, utóbbi pedig a mágneses térerősség mérési technikáját.
A mágneses térerősség felvétele kritikus pontja a mérésnek. Fontos kérdés az alkalmazott
frekvencia megválasztása is. Alacsony frekvencián, szabályozást is alkalmazva, a mérési
idő nagyon megnőhet, mı́g nagy frekvencián az örvényáramok befolyásolhatják a stati-
kus karakterisztika felvételének pontosságát. Érdekes kérdés a speciálisan erre a célra
kidolgozott gerjesztő tekercsrendszer is, amely az átalaḱıtott motoron belül homogén
mágneses tér gerjesztésére alkalmas.

Azon kérdések, amelyek a próbatesten belül kialakuló elektromágneses tér ismereté-
ben válaszolhatók meg, csak numerikus anaĺızissel vizsgálhatók, s a kapott eredmények
mérésekkel validálhatók. Nagyon fontos tehát a mérések és a numerikus szimulációk
egyensúlya, hogy azok egymást kiegésźıtsék a munka során.
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A numerikus anaĺızist több módon is elvégeztem. Először egy nemlineáris örvényára-
mú feladatot oldottam meg egy feltételezett izotrop vektor hiszterézis karakterisztikával,
amiből képet kaptam az elrendezés főbb tulajdonságairól, majd a mérések alapján iden-
tifikált modellekkel is végeztem számı́tásokat. Utóbbi számı́tások során az alacsony frek-
vencia miatt statikus nemlineáris mágneses tér szimulációjával foglalkoztam. A mérések
és szimulációk együtt tökéleteśıtették a mérési elrendezést, s a dolgozatban bemutatott
végső modellcsalád is ezen munka eredményeképp született meg.

5.6.1. A szimulációk fontosabb adatai

A villamos gép állórésze lemezelt, emiatt ebben a tartományban az örvényáramok
hatását minden szimulációban elhanyagoltam. Az állórész z irányú méretei sokkal na-
gyobbak, mint a próbatest vastagsága, emiatt az állórész nemlineáris karakterisztikáját
elhanyagoltam, hiszen a benne kialakuló mágneses indukció sokkal kisebb, aminek kö-
vetkeztében az állórészben lejátszódó mágnesezési folyamatok a karakterisztika lineáris
szakaszán történnek. A feltételezett relat́ıv permeabilitás µr = 4000.

A próbatestet örvényáramú számı́tások során örvényáramú tartományként vettem
figyelembe, σ = 2 · 106S/m vezetőképességet feltételezve. A próbatesten belül először
izotrop vektoriális karakterisztikát tételeztem fel, amelynek x irányú komponense pél-
daként az 5.16 ábrán látható, később az identifikáció útján nyert karakterisztikával is
végeztem számı́tásokat.
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5.16. ábra. A hiszterézis karakterisztika, valamint a µHx és Rx komponensek jelentése

A szimulációt a kutatás során több potenciálformalizmussal is elvégeztem. A lineáris
anaĺızis során, amikor a motor belsejében kialakuló homogén tér vizsgálatát végeztem
a próbatest nélkül, akkor a Φ-formalizmust alkalmaztam. Ezekben a számı́tásokban
és mérésekben vizsgáltam az állórész modelljét. A Φ-formalizmust a viszonylag kevés
ismeretlen miatt alkalmaztam nemlineáris számı́tásokban is. Örvényáramú számı́tások

során az ~A
∗ − ~A és a ~T ,Φ− Φ módszerekkel dolgoztam.

Az elrendezést az 5.17 ábrán látható módon az x − y śıkban háromszög alakú vé-
geselemekkel diszkretizáltam, s az ı́gy előálló kétdimenziós végeselem-hálót a z irányban
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5.17. ábra. A kétdimenziós végeselem-háló, amely a háromdimenziós prizmaelemek
alapját képezi

kiterjesztettem. Így prizma alakú háromdimenziós elemeket kaptam. Az örvényáramú
számı́tások során a behatolási mélység eredményekre gyakorolt hatása miatt a próbates-
ten belül három réteg van.

5.6.2. A szimulációs eredmények bemutatása

A szimuláció első lépése a két tekercs áramának megfeleltethető ~T 0 áram-vektor-
potenciál számı́tása (l. 5.1. fejezet) külön-külön, amelyek approximációját nulladfokú
és elsőfokú élmenti végeselemekkel is elvégeztem. Két tekercs van, emiatt mindkét te-
kercs által generált ~T 0 számı́tására szükség van, az eredő tér pedig szuperpoźıcióval
számı́tható. Az 5.18 ábrán ennek x és y irányú komponense látható a szabad térben
(az ábrán feltüntettem a motor hornyait is). Az ábrákból kitűnik, hogy a speciálisan
kialaḱıtott tekercselrendezés valóban alkalmas a motoron belül a homogén mágneses tér
generálására.

A két független áram időbeli lefutása szabályozás nélkül az alábbiak szerint alakul:

ix(t) = Ix sin(ωt+ α), és iy(t) = Iy sin(ωt+ β). (5.14)

A számı́tásokat f = 5Hz, f = 50Hz és f = 500Hz frekvencián végeztem el (a kör-
frekvencia ω = 2πf), s az áram csúcsértéke Ix = Iy = 1A volt. Az α és β fázisok
pedig beálĺıthatók attól függően, hogy lineárisan vagy cirkulárisan polarizált mágneses
tér szimulációja a cél.

Az 5.19 ábrán a mágneses térerősséget először az x irányba növeltem az áram növelé-
sével, majd az áram amplitúdóját konstansnak tartva, az óramutató járásával ellentétes
irányba körbeforgattam a mágneses teret. Az ábrákon a próbatest középpontjában
(x = y = z = 0) lejátszódó folyamatok láthatók a stacionárius állapotban. Az ábrából
kitűnik, hogy az örvényáramok hatása csak az f = 500Hz frekvencián számottevő, azaz
a kisebb frekvenciákon, ahol a méréseket is végeztem, az örvényáram elhanyagolható,
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5.18. ábra. A ~T 0 áram-vektorpotenciál x és y komponense

és az elrendezés alkalmas a statikus karakterisztika felvételére. A méréseket végül az
f = 5Hz frekvencián végeztem. A hiszterézis karakterisztika hatása is érzékelhető, mert
fáziskülönbség tapasztalható a mágneses térerősség és a mágneses indukció között (l.
még 5.20 ábra). Mindkét trajektória kör alakú, amit azonban a mérések megcáfoltak.
Ez vezetett el a kidolgozott modell megalkotásához.

Az 5.21 ábrán a növekvő frekvencia hatására kialakuló áramkiszoŕıtási jelenség egyre
nagyobb mértékben érezteti hatását. A ~J áramsűrűség a frekvencia növelésével egyre job-
ban kiszorul a próbatest felsźınének irányába, aminek hatására a kialakuló elektromág-
neses tér is módosul. Látható, hogy alacsony frekvencián a mágneses indukció nagysága
konstans a próbatesten belül, de nagyobb frekvencián ez nem igaz.

Az 5.22 ábra a mágneses térerősség trajektóriáját mutatja cirkulárisan polarizált
mágneses tér esetén. A mágneses térerősség mérésére általában egy 20mm × 20mm
méretű szenzort használnak, ahogy azt a 3. fejezetben már bemutattam. A cél a minél
nagyobb homogén terület elérése, ahol a szenzor által átlagolt mért térjellemzők meg-
egyeznek a terület bármely pontjában mérhető értékkel. Az 5.22 ábrán mm-ben fel-
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5.19. ábra. A mágneses térerősség ortogonális x és y komponenseinek alakulása az idő
függvényében, valamint a térjellemzők trajektóriája az x = y = z = 0 pontban
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5.20. ábra. A mágneses térerősség (bal oldal) és a mágneses indukció (jobb oldal) vek-
torainak alakulása cirkulárisan polarizált mágnesezési folyamat egy időpillanatában
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5.21. ábra. Az áramkiszoŕıtás hatása növekvő frekvencia esetén nő

tüntetett koordináták azt mutatják, hogy a 20mm × 20mm méretű szenzor helyes
választásnak bizonyult, de ennél nagyobb méret csak akkor alkalmazható, ha a próbatest
is nagyobb. Az 5.23 ábra ugyanezt hivatott igazolni, de ebben az esetben lineárisan
polarizált mágneses térerősség előálĺıtása a cél. A (38mm, 0mm) és a (0mm, 38mm)
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5.22. ábra. Cirkulárisan polarizált gerjesztés, a mágneses térerősség alakulása a próbatest
különböző pontjaiban
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5.23. ábra. Lineárisan polarizált gerjesztés, a mágneses térerősség alakulása a próbatest
különböző pontjaiban

koordinátájú pontokban számı́tott értékek nagy mértékben eltérnek a próbatest közepén
mért értékektől.

Az 5.24(a) ábrán a mágneses térerősség két komponense abszolút értékének alakulása
látható a próbatest felsźınére merőleges z irányban a próbatesttől távolodva. Az ábrán
feltüntettem egy-egy lehetséges lineáris interpolációt is, amely bizonýıtja a 3. fejezetben
bemutatott lineáris extrapoláción alapuló mérési technika alkalmazhatóságát.

Az 5.24(b) ábra alapján különböző nagyságú gerjesztés mellett is alkalmazható a
lineáris extrapolációs technika.

Az 5.25 ábrán a mért cirkulárisan polarizált mágneses indukció trajektóriája látható
folytonos vonallal, amint azt szabályozással sikerült elérni. A szabályozás eredményeképp
kapott áramjelet használtam aztán a szimuláció során. A próbatest középpontjában
számı́tott mágneses indukció (pontsorral ábrázolva) és a szimulált szenzor által átlagolt
indukció (körökkel ábrázolva) gyakorlatilag ugyanaz, s mindkét érték nagyon jó egyezést
mutat a mérési eredményekkel.

Az 5.26 ábrán a mért és szimulált mágneses térerősségek trajektóriája látható. Ebben
van némi eltérés. A szimulációt ugyanis az izotrop karakterisztikával végeztem, amikor
egyetlen w paramétert használtam. Ezután került sor a 3. fejezetben bemutatott egy-
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5.24. ábra. A mágneses térerősség jó közeĺıtéssel lineárisan nő a próbatest felett
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5.25. ábra. A mért és szimulált mágneses indukció értékek összevetése

tengelyű anizotropiával b́ıró modell kidolgozására, amely pontosabb szimulációt tesz
lehetővé.

Végül elvégeztem az M250-35A anyag dinamikus hiszterézismodelljének végeselem-
módszerhez történő illesztését az RRSTT-rendszer modellezésében. Az 5.27 ábrán az
óramutató járásával megegyező irányba forgatott mágneses indukció eredményeképp ki-
alakuló mágneses térerősség vektor trajektóriája látható f = 200Hz frekvencián. A
mérési eredményeket összevetettem a 3. fejezetben már bemutatott eredményekkel (v.ö.
3.29(b) ábra), s itt a rendszer végeselem-módszerrel modellezett eredményei is láthatók.
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5.26. ábra. A mért és szimulált mágneses térerősség értékek összevetése
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5.27. ábra. A dinamikus vektormodell eredményeinek méréssel való összehasonĺıtása f =
200Hz frekvencián (mérés: vastag folytonos vonal, (3.30) összefüggés szerint számı́tott:
− −, FEM: vékony folytonos vonal)
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5.7. A tudományos eredmények összefoglalása

3. Tézis

Elvégeztem a nemlineáris statikus és örvényáramú problémák megoldására alkalmas
potenciálformalizmusok beható anaĺızisét különféle problémák megoldásának előálĺıtása
és elemzése során. Az egyes formalizmusokat alkalmazva implementáltam a fixpontos
iterációs sémát, miközben a nemlinearitást és a frekvenciafüggést az általánośıtott po-
larizációs formulával kezeltem. A realizált mérési elrendezések tervezése és validálása
kapcsán igazoltam a kidolgozott skalár és vektoriális Preisach-féle hiszterézismodellek
alkalmazhatóságát a villamosmérnöki tervező eljárásokban. Ezen tézishez kapcsolódó-
an olyan új szabad formalizmust alkalmazó peremérték-feladatot fogalmaztam meg a
~T 0 áram-vektorpotenciál meghatározására, amely jól illeszkedik a modern vektoriális
végeselem-módszerhez.

3.a Elvégeztem a villamos gépeket alkotó lemezek vizsgálatát. Igazoltam a kidolgozott
dinamikus skalár Preisach-modell helyességét különböző jellegű veszteségi kompo-
nenseket, és különféle gerjesztési módokat realizálva.

3.b A toroid transzformátor modellezésével és a szimulációs eredmények saját mérési
adatokkal történő összevetésével igazoltam, hogy a frekvenciafüggetlen hiszterézis-
modell örvényáramú problémák esetén nem ad teljesen pontos eredményt, azaz a
Maxwell-egyenletekből számı́tható örvényáramok okozta veszteségek csupán a tel-
jes veszteség egy részét modellezik. A járulékos veszteségekkel kiegésźıtett modell
viszont jó közeĺıtést ad.

3.c Igazoltam, hogy a kidolgozott numerikus térszimuláció hatékonyan alkalmazható
a villamosmérnöki tervező munkában: elvégeztem egy háromfázisú transzformátor
és egy háromfázisú villamos szinkrongép anaĺızisét, s figyelembe vettem a különféle
hiszterézismodelleket, vizsgáltam azok viselkedését; elvégeztem egy bonyolultabb
háromdimenziós elrendezés vizsgálatát, amelyben a várt eredményeket értem el;
a vektor hiszterézis felvételére alkalmas mérési összeálĺıtás numerikus anaĺızisével
igazoltam, hogy a méréseket végző H-szenzorok elhelyezése optimális, s a mágneses
térerősség felületmenti komponensének számı́tása a lineáris extrapolációval valóban
helyes.

3.d Olyan új peremérték-feladatot fogalmaztam meg, amely egy szabad formalizmus
keretében alkalmas a ~T 0 áram-vektorpotenciál előálĺıtására, és a gyenge alak-
ban megfogalmazható probléma megoldásaként meghatározható vektorpotenciál
közvetlenül kapcsolódhat a modern élmenti végeselem-módszerhez.
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6. fejezet

Az új tudományos eredmények

összefoglalása

Végül összefoglalom a dolgozatban bemutatott új tudományos eredményeim.

1. Tézis

Realizáltam a Preisach-féle hiszterézismodell-család egy, a mérnöki szimulációkban
rendḱıvül előnyösen alkalmazható verzióját, amely kis futási ideje mellett nagy pon-
tossággal b́ır. A gyors működést a lépcsősgörbe alkalmas szervezésével, a pontosságot
pedig az Everett-függvény spline technikán alapuló közeĺıtésével biztośıtottam. Kidol-
goztam az izotrop és az anizotrop vektor Preisach-modell egy általánośıtását, amely
alkalmas a forgó mágnesezési folyamatok még pontosabb léırására, a modellek identi-
fikációjára pedig eljárást javasoltam. Kidolgoztam a modellek dinamikus általánośıtását
is, amelyek alkalmasak a frekvenciafüggés pontos reprezentálására, a modellek identi-
fikációjára pedig eljárást javasoltam. Az egyes modellek elemzésén túl a modellek saját
mérési eredményekkel történő összevetésével igazoltam elméleti eredményeim helyességét.

1.a A skalár hiszterézis karakterisztika mérésére egy automatizált mérési elrendezést
dolgoztam ki, amely a különféle hiszterézismodellek identifikációjához szükséges
tańıtási mintahalmazt felveszi. A zajjal terhelt mért jelekből a zavaró összetevőket
egy Fourier-transzformáción alapuló, digitális elveken megvalóśıtott szűrési tech-
nikával tökéletesen elimináltam. Az előre definiált jelalakú mágneses indukció
elérésére egy proporcionális szabályozó eljárást implementáltam, amelynek robusz-
tusságát nagymértékben befolyásolja a szűrés sikeressége.

1.b A skalár hiszterézis karakterisztika modellezésére a frekvenciafüggetlen Preisach-
modellt alkalmaztam oly módon implementálva, hogy az gyors és pontos legyen
a mérnöki szimulációkban. A megvalóśıtott modell képes kihasználni a mai mo-
dern párhuzamos számı́tástechnika előnyeit. A modell felálĺıtása során az Everett-
függvényt identifikáltam, ami tökéletes egyezést biztośıt a mért és a szimulált
eredmények között. A frekvenciafüggetlen modellt kiegésźıtettem a járulékos vesz-
teségeket makroszkopikusan léıró komponenssel, s elvégeztem annak identifikálását.

1.c Kidolgoztam a vektor hiszterézis karakterisztika mérésére alkalmas automatizált
mérési elrendezést, amely alkalmas a kialakuló mágneses tér rögźıtésére egy kör
alakú próbatestben. Realizáltam a mérések pontos elvégzéséhez szükséges szen-
zorokat. A szenzorok jele ebben a mérésben gyakorlatilag elveszik a környezeti
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zajban, emiatt a skalár mérésnél kidolgozott szűrési technika itt még nagyobb je-
lentőségű volt. A vektoriális mérések során nemcsak a mágneses indukció, de a
mágneses térerősség elő́ırt jelalakja is csak szabályozással érhető el. Ezen oknál
fogva általánośıtottam a skalár mérésnél alkalmazott proporcionális szabályozót.
Az általam implementált mérési elrendezés kiválóan alkalmas a vektoriális karak-
terisztika felvételére, s a vektoriális hiszterézismodellek identifikációjához szükséges
minták előálĺıtására.

1.d A klasszikus izotrop vektor Preisach-hiszterézismodellt általánośıtottam oly mó-
don, hogy egy új paraméter bevezetésével az alkalmas legyen a forgó mágnesezési fo-
lyamatok pontosabb léırására. Az izotrop modell identifikációjára általam korábban
kidolgozott eljárást ennek megfelelően módośıtottam. A klasszikus anizotrop vek-
tor Preisach-hiszterézismodellt pedig általánośıtottam oly módon, hogy az alkal-
mas legyen az anizotropia kezelésére úgy, hogy a forgó mágnesezési folyamatok
során tapasztalható jelenségek léırása még pontosabb legyen. Ezt a mért Everett-
függvények térbeli irányok szerinti Fourier-sorba fejtésével értem el, s az izotrop
modellre alkalmazható identifikációs technikát tudtam alkalmazni, de ebben az
esetben több paramétert kell a forgó mágnesezési folyamatok alapján identifikálni.
A modellek kimeneti jelét saját mérési eredményekkel vetettem össze, ami igazolta
elméleti eredményeim helyességét. A frekvenciafüggetlen modellt kiegésźıtettem a
járulékos veszteségeket makroszkopikusan léıró komponenssel, s elvégeztem annak
identifikálását.

2. Tézis

A kidolgozott Preisach-féle hiszterézismodelleket a polarizációs formulát használva
numerikus térszimulációt alkalmazó eljárásokba illesztettem. A polarizációs formulával
linearizáltam a nemlineáris karakterisztikát, a lineáris tag meredekségének alkalmas meg-
választásával pedig kontrakt́ıv leképezést nyertem, amely a Maxwell-egyenleteken ke-
resztül bizonýıtottan konvergens fixpontos iterációs sémára vezet. A polarizációs for-
mulát általánośıtottam oly módon, hogy a járulékos veszteségek reprezentálására alkal-
mas mágneses térerősséget figyelembe lehessen venni, ı́gy a fixpontos technikát alkal-
massá tettem dinamikus modellek beillesztésére is. Kidolgoztam a statikus mágneses tér
és az örvényáramú tér számı́tására alkalmas potenciálformalizmusok nemlineáris hisz-
terézis figyelembevételére alkalmas alakját, s kidolgoztam az egyes formalizmusok gyenge
alakját is, amelyek a végeselem-módszerben is alkalmazhatók. A polarizációs formula két
alakját és az egyes formalizmusok elsődleges változóját alapul véve kidolgoztam az összes
lehetséges variációt, ahogy a formalizmusok és a direkt, vagy inverz alakban implementált
hiszterézismodellek összekapcsolhatók. Mindez összesen négy lehetséges módszercsaládot
eredményez, amelyek mentesek a további belső iterációktól, miáltal a futási idő jelentősen
redukálható.

3. Tézis

Elvégeztem a nemlineáris statikus és örvényáramú problémák megoldására alkalmas
potenciálformalizmusok beható anaĺızisét különféle problémák megoldásának előálĺıtása
és elemzése során. Az egyes formalizmusokat alkalmazva implementáltam a fixpontos
iterációs sémát, miközben a nemlinearitást és a frekvenciafüggést az általánośıtott po-
larizációs formulával kezeltem. A realizált mérési elrendezések tervezése és validálása
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kapcsán igazoltam a kidolgozott skalár és vektoriális Preisach-féle hiszterézismodellek
alkalmazhatóságát a villamosmérnöki tervező eljárásokban. Ezen tézishez kapcsolódó-
an olyan új szabad formalizmust alkalmazó peremérték-feladatot fogalmaztam meg a
~T 0 áram-vektorpotenciál meghatározására, amely jól illeszkedik a modern vektoriális
végeselem-módszerhez.

3.a Elvégeztem a villamos gépeket alkotó lemezek vizsgálatát. Igazoltam a kidolgozott
dinamikus skalár Preisach-modell helyességét különböző jellegű veszteségi kompo-
nenseket, és különféle gerjesztési módokat realizálva.

3.b A toroid transzformátor modellezésével és a szimulációs eredmények saját mérési
adatokkal történő összevetésével igazoltam, hogy a frekvenciafüggetlen hiszterézis-
modell örvényáramú problémák esetén nem ad teljesen pontos eredményt, azaz a
Maxwell-egyenletekből számı́tható örvényáramok okozta veszteségek csupán a tel-
jes veszteség egy részét modellezik. A járulékos veszteségekkel kiegésźıtett modell
viszont jó közeĺıtést ad.

3.c Igazoltam, hogy a kidolgozott numerikus térszimuláció hatékonyan alkalmazható
a villamosmérnöki tervező munkában: elvégeztem egy háromfázisú transzformátor
és egy háromfázisú villamos szinkrongép anaĺızisét, s figyelembe vettem a különféle
hiszterézismodelleket, vizsgáltam azok viselkedését; elvégeztem egy bonyolultabb
háromdimenziós elrendezés vizsgálatát, amelyben a várt eredményeket értem el;
a vektor hiszterézis felvételére alkalmas mérési összeálĺıtás numerikus anaĺızisével
igazoltam, hogy a méréseket végző H-szenzorok elhelyezése optimális, s a mágneses
térerősség felületmenti komponensének számı́tása a lineáris extrapolációval valóban
helyes.

3.d Olyan új peremérték-feladatot fogalmaztam meg, amely egy szabad formalizmus
keretében alkalmas a ~T 0 áram-vektorpotenciál előálĺıtására, és a gyenge alak-
ban megfogalmazható probléma megoldásaként meghatározható vektorpotenciál
közvetlenül kapcsolódhat a modern élmenti végeselem-módszerhez.
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7. fejezet

Konklúzió

A disszertáció fő témája a hiszterézis karakterisztika mérése és modellezése, valamint
a kidolgozott modellek numerikus térszimulációba, jelen esetben a végeselem-módszerbe
történő illesztése volt. A skalár karakterisztika mérése során a toroid transzformátort
alkalmaztam, de nem vizsgáltam más méréstechnikai megoldásokat, mint például a be-
vezető fejezetben emĺıtett I alakú lemezek vizsgálatára alkalmas Epstein-keretet. A vek-
toriális hiszterézis karakterisztika mérésére egy saját magam által éṕıtett mérési elren-
dezést használtam, amelynek tervezése során az irodalmi ismeretanyagra támaszkodva
saját végeselem-módszeren alapuló tervező eljárással is alátámasztva végeztem el az esz-
köz megvalóśıtását. A mérési eredmények birtokában implementáltam a Preisach-féle
hiszterézismodellt és annak kétdimenziós kiterjesztését mind izotróp, mind anizotróp
esetre. A modellek identifikációjára eljárást is javasoltam, a modellek viselkedésének
helyességét pedig saját mérési eredményeim által validáltam és igazoltam. Elvégeztem
továbbá a modellek dinamikus kiterjesztését, miáltal Maxwell-egyenletekből számı́tható
örvényáram-veszteségek mellett a járulékos veszteségek hatását is modellezni tudom.

A végeselem-módszer a súlyozott maradék elv gyenge alakjának megoldására alkalmas
technika a Galjorkin-eljárásnak megfelelően. Ennek kapcsán megvizsgáltam a Maxwell-
egyenletekből levezethető különféle potenciálformalizmusokat, s azokat kiterjesztettem a
nemlinearitás figyelembe vételére a polarizációs formulán keresztül. Az ı́gy előálló egyen-
letek megoldására a fixpontos technikát alkalmaztam, amely bizonýıtottan konvergens
a polarizációs formulában szereplő lineáris tag meredekségének alkalmas megválasztása
mellett. A módszer nagy hátránya a lassú konvergencia. Ezen oknál fogva célszerű
foglalkozni a különféle gyorśıtási lehetőségekkel. Megjegyzem, hogy a hiszterézis karak-
terisztikát is tartalmazó elektrodinamikai rendszerek modellezése még nem elterjedt, egy-
szerű karakterisztikák kezelésére alkalmasak a kereskedelemben is beszerezhető szoftve-
rek, de bonyolultabb nemlinearitás kezelése ma is nyitott kérdés. Ezt a hiányt igyekszünk
pótolni a fejlesztés alatt álló szoftverünkkel, aminek elsődleges célja a járműiparban is
felhasználásra kerülő különféle villamos gépek modellezése, és tervezésének előseǵıtése. A
másik nagyon ı́géretes irány a numerikus szimulációk gyorśıtásának területén a módszerek
párhuzamośıthatósági kérdéseinek vizsgálata a különböző domen dekompoźıciós tech-
nikákon, vagy az eljárások párhuzamośıtásán keresztül [311–313]. Mindez előnyösen
kihasználná a mai modern számı́tástechnikai hátteret.
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A. Függelék

A mérések során használt eszközök

A 3.1 valamint a 3.11 ábrán blokkvázlatukkal bemutatott mérőrendszerek a Széchenyi
István Egyetem Műszaki Tudományi Kara Automatizálási Tanszékének, illetve Táv-
közlési Tanszékének Laboratóriumaiban általam megéṕıtett változatai az A.1, valamint
az A.2 ábrán láthatók. A fényképeken látható a mérést felügyelő számı́tógép, a rajta
futó, általam kifejlesztett szoftver kezelői felülete, az áramgenerátorok, a csatlakozósor,
a toroid tekercs valamint az átalaḱıtott villamos motor.

A.1. ábra. A skalár hiszterézis karakterisztika vizsgálatára alkalmas mérési elrendezés az
Elektromágneses Terek Laboratóriumban

A mérések során a National Instruments cég által gyártott mérési adatgyűjtő
rendszert használtam. A mérések számı́tógéppel történő felügyeletét, a generátorok
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A.2. ábra. A vektoriális hiszterézis karakterisztika felvétele laboratóriumi körülmények
között

vezérlését, a mért jelek összegyűjtését, feldolgozását és megjeleńıtését a LabVIEW 8 fej-
lesztői környezetben általam kifejlesztett programrendszerrel végeztem, amely ugyanezen
cég terméke. Itt ezen rendszer rövid bemutatására szoŕıtkozom. Bemutatom továbbá a
mérésnél felhasznált különféle eszközöket is.

A.1. A mérési adatgyűjtő rendszer

A mérések során az ún. M-szériába tartozó többfunkciós NI PCI-6251 mérési adat-
gyűjtő kártyát (Data Acquisition Card, NI-DAQ Card) használtam, amely a számı́tógép-
be éṕıthető (l. A.3 ábra). Ez a kártya alkalmas a vektoriális hiszterézis mérésére is, mert
két független analóg kimenete van, amelyekkel a két független áramgenerátor vezérelhető.
A kimeneti feszültség a ±10V-os tartományba eshet, azaz ±10V értékekhez tartozik a
maximális és a minimális áram értéke. Az áramgenerátor követi az analóg kimeneten ge-
nerált jelformát, ami szoftveresen álĺıtható elő. A kártya nyolc analóg bemenettel rendel-
kezik, melyek a ±10V határok között képesek feszültségjelet mérni, azonban ez a határ
szoftverúton beálĺıtható, módośıtható. Egymástól függetlenül tehát nyolc jel mérhető
egy időben. Nyolc csatorna ezen mérésekhez bőségesen elegendő: skalár karakterisztika
mérésekor csupán két jelet (a primer oldali árammal arányos feszültséget és a szekun-
der oldali üresjárási feszültséget), vektoriális karakterisztika mérésekor pedig hat jelet (a
négy térerősség-szenzor feszültsége és a két mágneses indukciót mérő tekercs feszültsége)
kell szimultán mérni. A kártya maximális mintavételezési sebessége 1MSample/s. A
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16 bites analóg-digitális átalaḱıtó pontossága ebben a mérési környezetben elegendőnek
bizonyult. Mind a jelgenerálás, mind a mért jelek feldolgozása szoftveresen végezhető.

A.3. ábra. Az NI PCI-6251 mérési adatgyűjtő kártya fényképe

Az áramgenerátorok irányába vitt jeleket és a mért jeleket koaxiális mérőkábeleken
tovább́ıtottam. A mérőkártya és a rendszer közötti kapcsolatot az A.4 ábrán látható
CB-68LP csatlakozópanel és a hozzá csatlakozó árnyékolt mérőkábel biztośıtotta. A csat-
lakozópanel ezen kivitele nem árnyékolt.

A.4. ábra. A CB-68LP csatlakozópanel és az árnyékolt kábel fényképe

A.2. A LabVIEW

Munkám során a LabVIEW 8 Full Development System rendszert használtam a mé-
rések számı́tógéppel történő elvégzésére. A LabVIEW (Laboratory Virtual Instrument
Engineering Workbench) egy olyan programcsomag, mellyel virtuális műszereket (virtual
instruments, vi) lehet létrehozni, s velük a legkülönfélébb méréstechnikai műveleteket
végrehajtani. A fenti mérőkártya a LabVIEW függvényeivel vezérelhető, a mérőkártya
által mért jelek szintén LabVIEW-ban implementált eljárásokkal feldolgozhatók. A méré-
sekhez grafikus, felhasználóbarát kezelői felület fejleszthető, amellyel a mérések elvégzése
kényelmes. Ilyen felületet mutat az A.5 és az A.6 ábra, ahol a skalár és a vektoriális hisz-
terézis mérésére kifejlesztett programok láthatók.
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A.5. ábra. A skalár hiszterézis karakterisztika mérésére kifejlesztett grafikus felület

A.3. A mérést vezérlő program

A gerjesztő áram amplitúdója, kezdőfázisa, frekvenciája, s jelalakja a kifejlesztett
szoftverek grafikus felületén beálĺıtható. A gerjesztő áram jele azonban más szoftverrel is
(pl. MATLAB) előálĺıtható és LabVIEW függvények seǵıtségével beolvasható. Ezt célszerűen
bonyolult jelek esetén érdemes használni. A mérőkártya kimenetére ezen áramjel kap-
csolható, amely aztán ennek megfelelően vezérli az áramgenerátort. Skaláris hiszterézis
mérése esetén egyetlen generátor szükséges a mérések elvégzéséhez, vektoriális hiszterézis
felvétele esetén természetesen két áramjelet kell szimultán generálni, s két független
áramgenerátort vezérelni, azonban az emĺıtett mérési adatgyűjtő kártya két analóg ki-
menettel rendelkezik. A mérés nyolc független bemeneti csatornán lehetséges szimultán.
A mért jeleket LabVIEW függvények seǵıtségével kényelmesen fel lehet dolgozni, rajtuk a
legkülönfélébb műveleteket el lehet végezni (alapműveletek mellett integrálás, deriválás,
Fourier-transzformáció, szűrés stb.), s az eredményeket megjeleńıteni, vagy az adatokat
kimenteni a további felhasználás céljából.

Az analóg bemeneti csatornák által szimultán mért jeleket a mérőkártya mintavételezi
és kvantálja. A mintavételezési frekvencia szoftveresen álĺıtható, s ı́gy a

Rate =
Sample

Period
f (A.1)

érték adja meg az egy másodperc alatt mért minták számát. A Sample

Period
érték az egy
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A.6. ábra. A vektor hiszterézis karakterisztika mérésére kifejlesztett grafikus felület

perióduson belül mérni ḱıvánt minták száma, és f a mért periódikus jel frekvenciája. A
mérés és a jelgenerálás során ugyanazon Rate értéket használtam. A kvantálás minden
esetben 16 biten történik, de a mérendő intervallum maximuma és minimuma beálĺıtható,
miáltal a felbontott tartomány szabályozható, finomı́tható.

Az A.5 ábra bal felső sarkában a mért áramjel és az indukált feszültség látható.
Utóbbi kis mértékben zajjal terhelt, amely azonban a dolgozatban bemutatott eljárással
szűrhető, s végül csak a hasznos jel az, amiből a mért karakterisztika felépül. A jobb ol-
dali két diagram a mágneses térerősség és a mágneses indukció időbeli lefutását ábrázolja,
s bal oldalon a kialakuló hiszterézis karakterisztika látható. A jobb alsó sarokban felraj-
zoltam az áram és az indukált feszültség jelének amplitúdóspektrumát is.

Az A.6 ábra bal felső diagramja mutatja azon indukált feszültségek időfüggvényét,
amelyekből a mágneses térerősség vektorának ortogonális komponensei előálĺıthatók.
Látható, hogy a mért jelek rendḱıvül zajosak, a mért jelek gyakorlatilag elvesznek a zaj
mellett. A dolgozatban bemutatott szűrési eljárás azonban a nem ḱıvánt zajt tökéletesen
szűri. A diagramon a szűrés eredményeképp kapott jelek is láthatók. A diagram alatt
a négy H-szenzor jeléből számı́tott mágneses térerősség értékek láthatók, amelyekből a
térerősség két komponense aztán extrapolációval számı́tható. Ez a diagram ezért mutat
hat jelet. A középső oszlopban a felső diagram a mágneses indukció két komponensének
megfelelő indukált feszültséget mutatja, alatta pedig a belőlük számı́tott komponensek
láthatók. A zaj itt nem annyira számottevő, de szűrése jelentős mértékben jav́ıtja a mé-
rési eredményeket. Az alsó két diagram a vektoriális hiszterézis karakterisztika két orto-
gonális vetületét ábrázolja, azaz a Hx−Bx és a Hy−By karakterisztikákat. Végül a jobb
oldali két ábra a mágneses térerősség és a mágneses indukció vektorának trajektóriáját
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mutatja. Itt példaképp egy szabályozás eredményeként kapott állapot látható, amikor a
mágneses indukció maximális értéke 1T és cirkulárisan polarizált az óramutató járásával
ellentétes irányban.

A.4. A mérések során használt egyéb eszközök

A használt áramgenerátorok egyike az A.7 ábrán látható. A generátor a számı́tógépbe
helyezett mérőkártyával vezérelhető, azaz egy feszültségvezérelt áramgenerátorról van
szó. A generátor maximum 30A csúcsértékű áramot képes létrehozni miközben a maxi-
mális kapocsfeszültsége 150V. Az áramgenerátort speciálisan nagy induktivitású teker-
csek gerjesztésére fejlesztettük ki.

A.7. ábra. Az egyik áramgenerátor fényképe

A mágneses térerősség mérésére alkalmas négy szenzort egy-egy 0,5mm vastagságú
20 × 20mm2 területű bakelit lapra tekercseltem fel (l. A.8(a) ábra). A mágneses
térerősség x komponensének mérésére szolgáló két tekercs menetszáma NHx,1

= 810
és NHx,2

= 820, az y komponenset mérő két tekercs menetszáma pedig NHy,1
= 800 és

NHy,2
= 820, ami 6-7 réteget jelent (l. A.8(b) ábra). A négy tekercsből kettő (az alsó és

a felső) méri a mágneses térerősség x komponensét, a másik kettő pedig az ortogonális
y komponenset. Az összeálĺıtás az A.9 ábrán látható.

A mágneses térerősség mérésére szolgáló négy szenzor hatásos keresztmetszetét két-
féleképp is identifikáltam egy LabVIEW-ban implementált program seǵıtségével. A (3.8)
összefüggésben szereplő hatásos keresztmetszet méréssel történő meghatározása azért
szükséges, mert a bakelit lapra több rétegben tekertem fel a vezetéket, miáltal a ke-
resztmetszet nem vehető a bakelit lap keresztmetszetével egyenlőnek. A hatásos kereszt-
metszet azonban szolenoid tekerccsel (A.10 ábra) és Helmholtz-tekerccsel (A.11 ábra)
identifikálható.

Korábbi mérések tapasztalataiból ismeretes, hogy a használt szolenoid hossztenge-
lyének középső részén a mágneses térerősség számı́tható a

H(t) =
Nsz i(t)

l
(A.2)
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(a) A bakelit lapok (b) A H-tekercsek

A.8. ábra. A H-szenzorok feléṕıtése

A.9. ábra. A négy tekercset egymásra helyezve épül fel a mágneses térerősség mérésére
alkalmas szenzor

összefüggéssel, ahol Nsz = 305 a szolenoid tekercs menetszáma, és l = 340mm a hossza
(r = 50mm a szolenoid sugara). A tekercsen átfolyó i(t) áram időfüggvénye ismert. A
szolenoid tengelyének középső részén tehát a H(t) mágneses térerősség ismert, s ı́gy (3.8)
alapján, a

H(t) = H0 +
1

S N µ0

∫ t

0

u(τ) dτ (A.3)

összefüggést felhasználva a szolenoidba helyezett tekercs ismeretlen S keresztmetszete
meghatározható.

Ugyanezen módszert lehet használni a Helmholtz-tekercs esetén is, ahol a Helmholtz-
tekercs tekercseinek közös tengelyén a középpontban a mágneses térerősség a következő-
képp számı́tható:

H(t) =

(
4

5

) 3

2 NH i(t)

R
, (A.4)

ahol NH = 150 az egyes tekercsek menetszáma, és R = 0,2m.
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A.10. ábra. A szolenoid tekercs

A.11. ábra. A Helmholtz-tekercs
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B. Függelék

Az izotróp vektormodell

identifikációja

Ebben a függelékben a vektor hiszterézismodell identifikációjának általam kidolgozott
algoritmusát közlöm.

Az identifikáció a következő integrálegyenleten alapul:

F (α, β) =

∫ π/2

−π/2

cosϕE(α cos1/w ϕ, β cos1/w ϕ) dϕ, (B.1)

ahol F (α, β) a mérési eredmények alapján előálĺıtott Everett-függvény, és az ismeret-
len E(α, β) Everett-függvény az integranduszban szerepel. A ϕ szög az x tengellyel
bezárt szöget jelöli, w pedig egy paraméter, amelyet a forgó mágneses térrel történő ger-
jesztésből származó mérési eredmények alapján lehet identifikálni. A (B.1) egyenlettel
megfogalmazott identifikációs probléma tetszőleges w paraméter mellett megvalóśıtható.
Megjegyzem ugyanakkor, hogy ezen paraméter értéke pozit́ıv és nagyságrendileg 1,00
körüli. A rövidség kedvéért nem jelölöm külön, ha w irányfüggő.

Az identifikációs algoritmus célja tehát az E(α, β) Everett-függvény meghatározása.

B.1. Az Everett-függvény diszkretizálása

A (B.1) egyenlet numerikus megoldása során annak egy diszkretizált változatát lehet
használni:

F (αk, βl) ∼=
n∑

i=1

cosϕiE(αk cos
1/w ϕi, βl cos

1/w ϕi)∆ϕ. (B.2)

Az Everett-függvényt (N + 1)× (N + 1) diszkrét pontra felosztva az

αk =
2

N

(

k − N + 1

2

)

− 1

N
, βl =

2

N

(
N + 1

2
− l

)

+
1

N
(B.3)

pontokban történik az identifikáció. Itt tehát k, l = 1, · · · , N + 1 és N páros egész
szám. A ϕ ∈ [−π/2, · · · , π/2] integrálási tartományt a következő módon lehet egyszerűen
felbontani n számú részintervallumra:

ϕi = −π
2
+
i− 1

n
π, i = 1, · · · , n. (B.4)

A továbbiakban a ∆ϕ = π/n konstanst elhagyom.
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B.2. Az identifikáció első lépése

A β paramétert nullának választva a (B.1) egyenlet a következő alakra egyszerűsödik:

F (α, 0) =

∫ π/2

−π/2

cosϕE(α cos1/w ϕ, 0) dϕ, (B.5)

azaz az ismeretlen Everett-függvénynek van olyan része, amely csak az egyik változótól
függ. Ez az α ≥ 0 és β = 0 összefüggések szerinti szakasz. A fenti egyenlet diszkretizált
alakja a következő:

F (αk, 0) ∼=
n∑

i=1

cosϕiE(αk cos
1/w ϕi, 0). (B.6)

Itt k = N/2 + 1, · · · , N + 1, valamint l = N/2 + 1.
Ez az összefüggés két részre bontható a B.1 ábrának megfelelően. Az i1 = 1, · · · , n1

pontokhoz tartozó E(αk cos
1/w ϕi1 , 0) értékek az ismert E(αj−1, 0) és E(αj, 0) értékek

alapján interpolációval meghatározhatók. Az i2 = 1, · · · , n2 pontok viszont az ismeretlen
E(αk, 0) értéktől függenek. Azaz

F (αk, 0) ∼=
n1∑

i1=1

cosϕi1 E(αk cos
1/w ϕi1, 0) +

n2∑

i2=1

cosϕi2 E(αk cos
1/w ϕi2 , 0). (B.7)

α

1

αjαj−1 αkαk−1

E(αk, 0)E(αk−1, 0)
E(αj, 0)E(αj−1, 0)

. . . . . . . . .n1αk cos
1/w ϕi1 αk cos

1/w ϕi2

1 . . . n2

B.1. ábra. Az első lépés illusztrálásához, amikor α ≥ 0 és β = 0

A B.1 ábráról leolvasható, hogy amennyiben az

αj−1 < αk cos
1/w ϕi1 ≤ αj, és αj−1 < αj ≤ αk−1 (B.8)

feltételek teljesülnek, akkor az (αj−1, E(αj−1, 0)) és (αj, E(αj , 0)) értékek közötti lineáris
interpolációval E(αk cos

1/w ϕi1 , 0) egyszerűen kifejezhető, hiszen

E(αj , 0)−E(αj−1, 0)

αj − αj−1
=
E(αk cos

1/w ϕi1 , 0)− E(αj−1, 0)

αk cos1/w ϕi1 − αj−1
. (B.9)

Utóbbi egyenlőségből a keresett érték a következő formula alapján kapható meg:

E(αk cos
1/w ϕi1, 0) = E(αj−1, 0)+

αk cos
1/w ϕi1 − αj−1

αj − αj−1
[E(αj, 0)− E(αj−1, 0)] . (B.10)

Hasonló összefüggés vezethető le amennyiben az

αk−1 < αk cos
1/w ϕi2 ≤ αk (B.11)
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feltétel teljesül (l. B.1 ábra). Alkalmazva az

E(αk, 0)−E(αk−1, 0)

αk − αk−1
=
E(αk cos

1/w ϕi2 , 0)−E(αk−1, 0)

αk cos1/w ϕi2 − αk−1
(B.12)

aránypárt az

E(αk cos
1/w ϕi2 , 0) = E(αk−1, 0)+

αk cos
1/w ϕi2 − αk−1

αk − αk−1
[E(αk, 0)−E(αk−1, 0)] (B.13)

kifejezés kapható. Az E(αk, 0) az egyetlen ismeretlen érték, amely ebben az összefüggés-
ben található.

A (B.10) és a (B.13) összefüggések (B.7)-be történő visszahelyetteśıtésével az alábbi
kifejezés nyerhető:

F (αk, 0) =

n1∑

i1=1

cosϕi1

(

E(αj−1, 0) +
αk cos

1/w ϕi1 − αj−1

αj − αj−1

[
E(αj, 0)−E(αj−1, 0)

]
)

+E(αk−1, 0)
[
(1 + bk) c1 − ak c2

]
+ E(αk, 0)

(
ak c2 − bk c1

)
,

(B.14)

ahol

ak =
αk

αk − αk−1

, bk =
αk−1

αk − αk−1

, (B.15)

és

c1 =

n2∑

i2=1

cosϕi2, c2 =

n2∑

i2=1

cosϕi2 cos1/w ϕi2 . (B.16)

Innen E(αk, 0) kifejezhető.
Hasonló összefüggések vezethetők le az α = −β egyenes mentén. Ekkor a k és l

indexek a k = l = N/2 + 1, · · · , N + 1 értékeket veszik fel. Ha

αj−1 = βj−1 < αk cos
1/w ϕi1 = βl cos

1/w ϕi1 ≤ αj = βj , (B.17)

és

αj−1 = βj−1 < αj = βj ≤ αk−1 = βk−1, (B.18)

akkor

E(αk cos
1/w ϕi1, βl cos

1/w ϕi1) = E(αj−1, βj−1)

+

√

α2
k cos

2/w ϕi1 + β2
l cos

2/w ϕi1 −
√

α2
j−1 + β2

j−1
√

α2
j + β2

j −
√

α2
j−1 + β2

j−1

×
[
E(αj, βj)−E(αj−1, βj−1)

]
.

(B.19)

Ha

αk−1 = βk−1 < αk cos
1/w ϕi2 = βl cos

1/w ϕi2 ≤ αk = βk, (B.20)
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akkor

E(αk cos
1/w ϕi2, βl cos

1/w ϕi2) = E(αk−1, βl−1)

+

√

α2
k cos

2/w ϕi2 + β2
l cos

2/w ϕi2 −
√

α2
k−1 + β2

l−1

√

α2
k + β2

l −
√

α2
k−1 + β2

l−1

×
[
E(αk, βl)− E(αk−1, βl−1)

]
.

(B.21)

Itt E(αk, βl) az egyetlen ismeretlen, amely kifejezhető a (B.19) és a (B.21) összefüggések
(B.2) egyenletbe történő visszahelyetteśıtése után.

Az első lépés a B.2 ábrán négyzettel jelzett pontokban generál értékeket. Az identi-
fikáció második lépése ezen értékekre éṕıt.
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. . .
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. . . . . . .
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.

. .
.

. .
.

. . .

. . .

. . .

α

β

(αk, βl)

(αk, βl−1)

(αk−1, βl)(α1, β1)

(α2, β2)(α3, β3)
Ismert Ismeretlen

B.2. ábra. Illusztráció az identifikáció második lépéséhez (a négyzettel jelölt pontok az
első lépés eredményeképp ismertek)

B.3. Az identifikáció második lépése

Az α − β śıkot a B.2 ábrán látható módon háromszögek seǵıtségével felosztva, és
a háromszögeken lineáris interpolációt alkalmazva tetszőleges (αk cos

1/w ϕ, βl cos
1/w ϕ)

koordinátához tartozó érték kifejezhető.
Az α − β śıkon kétfajta háromszög lelhető fel. Az i1 = 1, · · · , n1 pontokhoz tartozó

E(αk cos
1/w ϕi1 , βl cos

1/w ϕi1) értékek olyan háromszögre esnek, melynek három pontjá-
ban már meghatározott értékek vannak (ismert háromszög), mı́g az i2 = 1, · · · , n2 pontok
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az ismeretlen E(αk, βl) értéktől függenek (ismeretlen háromszög). Azaz (B.2) két részre
bontható az alábbi módon:

F (αk, βl) ∼=
n1∑

i1=1

cosϕi1 E(αk cos
1/w ϕi1, βl cos

1/w ϕi1)

+

n2∑

i2=1

cosϕi2 E(αk cos
1/w ϕi2, βl cos

1/w ϕi2).

(B.22)

Ha

α > 0, β < 0, és β > −α azaz k = l + 1, · · · , N + 1,

és l = N/2 + 2, · · · , N + 1,
(B.23)

továbbá az (αk cos
1/w ϕi1, βl cos

1/w ϕi1) koordinátájú pont olyan háromszögre esik, amely-
nek mindhárom pontjában ismert az Everett-függvény értéke, akkor a háromszög felett
értelmezett lineáris interpoláció a következő determináns seǵıtségével ı́rható fel:

∣
∣
∣
∣
∣
∣

αk cos
1/w ϕi1 − α1 βl cos

1/w ϕi1 − β1 E −E1

α2 − α1 β2 − β1 E2 −E1

0 β2 − β1 E3 −E1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0, (B.24)

ahol (α1, β1, E1), (α2, β2, E2) és (α3, β3, E3) a három pont koordinátája és a koordináták-
hoz tartozó Everett-függvény értékek, azaz E = E(αk cos

1/w ϕi1, βl cos
1/w ϕi1), továbbá

E1 = E(α1, β1), E2 = E(α2, β2) valamint E3 = E(α3, β3). A háromszögek elhelyezkedése
miatt itt α3 = α1 és β3 = β2. A determinánst kifejtve az E(αk cos

1/w ϕi1 , βl cos
1/w ϕi1)

kifejezése a következőképp ı́rható:

E(αk cos
1/w ϕi1, βl cos

1/w ϕi1) = E1+
(βl cos

1/w ϕi1 − βl)(E3 −E1)

β2 − β1

−(αk cos
1/w ϕi1 − αk−1)(E3 − E2)

(α2 − α1)
.

(B.25)

A másik lehetőség, hogy az (αk cos
1/w ϕi2, βl cos

1/w ϕi2) koordinátának megfelelő pont
olyan háromszögre esik, amelynek egyik pontja az (αk, βl) koordinátának felel meg. A
három pont, amelyre a lineáris interpolációt definiáló determináns feléṕıthető tehát a
következő: (αk−1, βl, E1), (αk, βl, E2) és (αk, βl−1, E3), azaz

∣
∣
∣
∣
∣
∣

αk cosϕi2 − αk−1 βl cosϕi2 − βl E −E1

αk − αk−1 0 E2 − E1

αk − αk−1 βl−1 − βl E3 − E1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0. (B.26)

Itt E = E(αk cos
1/w ϕi2 , βl cos

1/w ϕi2), E1 = E(αk−1, βl), E2 = E(αk, βl), valamint
E3 = E(αk, βl−1). A determináns kifejtése után a keresett E(αk cos

1/w ϕi2 , βl cos
1/w ϕi2)

kifejezhető:

E(αk cos
1/w ϕi2, βl cos

1/w ϕi2) = E1+
(αk cos

1/w ϕi2 − αk−1)(E2 − E1)

(αk − αk−1)

−(βl cos
1/w ϕi2 − βl)(E2 −E3)

(βl−1 − βl)
.

(B.27)
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Ebben a kifejezésben E2 az ismeretlen. A (B.25) és a (B.27) kifejezések (B.22)-be történő
helyetteśıtése után E2 bármely k és l értékek mellett meghatározható.

Ha α > 0 és β > 0 (k = N + 3 − l, · · · , N + 1, l = N/2, · · · , 1), hasonló eljárás
alkalmazható, de a háromszögek a v́ızszintes tengelyre tükrözve értelmezendők, és ı́gy az
indexelés is megváltozik.

Az Everett-függvény az α = −β egyenletnek megfelelő egyenesre szimmetrikus, azaz
az identifikáció során elegendő az Everett-függvény felét meghatározni.
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Budapest, 1985.

[7] Kronmüller H. and Parkin S. Handbook of Magnetism and Advanced Magnetic
Materials I. John Wiley and Sons, New York, 2007.

[8] Kronmüller H. and Parkin S. Handbook of Magnetism and Advanced Magnetic
Materials II. John Wiley and Sons, New York, 2007.

[9] Kronmüller H. and Parkin S. Handbook of Magnetism and Advanced Magnetic
Materials III. John Wiley and Sons, New York, 2007.

[10] Kronmüller H. and Parkin S. Handbook of Magnetism and Advanced Magnetic
Materials IV. John Wiley and Sons, New York, 2007.

[11] Kronmüller H. and Parkin S. Handbook of Magnetism and Advanced Magnetic
Materials V. John Wiley and Sons, New York, 2007.

[12] Chikazumi S. Physics of Magnetism. John Wiley and Sons, New York, 1964.

[13] Bertotti G. Hysteresis in Magnetism. Academic Press, New York, 1998.
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University, Brassó, Románia, 1997.

ii

               dc_872_14



Kuczmann Miklós 2014

[34] Mayergoyz I. D. and Friedman G. Generalized Preisach model of hysteresis. IEEE
Transactions on Magnetics, 24:212–217, 1988.

[35] Woodward J. G. and Della Torre E. Particle interaction in magnetic recording
tapes. Journal of Applied Physics, 31:56–62, 1960.

[36] Rado G. T. and Folen V. J. Determination of molecular field coefficients in ferro-
magnets. Journal of Applied Physics, 31:62–68, 1960.

[37] Della Torre E. Effect of interaction on the magnetization of single-domain particles.
IEEE Transactions on Audio and Electroacustics, 14:86–93, 1966.

[38] Everett D. H. and Whitton W. I. A general approach to hysteresis, part I. Tran-
sactions on Faraday Society, 48:749–757, 1952.

[39] Everett D. H. and Smith F. W. A general approach to hysteresis, part II. Tran-
sactions on Faraday Society, 50:187–197, 1954.

[40] Everett D. H. A general approach to hysteresis, Part III. Transactions on Faraday
Society, 50:1077–1096, 1954.

[41] Everett D. H. A general approach to hysteresis, Part IV. Transactions on Faraday
Society, 51:1551–1557, 1955.

[42] Atherton D. L., Szpunar B., and Szpunar J. A. A new approach to Preisach
diagrams. IEEE Transactions on Magnetics, 23:1856–1865, 1987.

[43] Mayergoyz I. D. and Friedman G. On the integral equation of the vector Preisach
hysteresis model. IEEE Transactions on Magnetics, 23:2638–2640, 1987.

[44] Cardelli E., Della Torre E., and Pinzaglia E. Identifying the Preisach function for
soft magnetic materials. IEEE Transactions on Magnetics, 39:1341–1344, 2003.

[45] Henze O. and Rucker W. M. Application of Preisach model on a real existent ma-
terial. Proceedings of the 9th IGTE Symposium, Graz, Ausztria, 2000. szeptember
11-13, pp:380–384.

[46] Henze O. and Rucker W. M. Identification procedures of Preisach model. IEEE
Transactions on Magnetics, 38:833–836, 2002.
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[59] Schiffer A. and Iványi A. Preisach distribution function approximation with wav-
elet interpolation technique. Physica B, 372:101–105, 2006.
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[184] Iványi A. R-Functions in Electromagnetism (Technical Report No. TUB-TR-93-
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[239] Gyimóthy Sz. Adapt́ıv automatikus hálógenerálás a végeselem módszerhez. PhD
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