dc_823 13

Fourier analizis additiv problémakban

Doktori értekezés tézisel

Matolcsi Maté

Rényi Alfréd Matematikai Kutatointézet

Budapest

2014



dc_823 13

1. Bevezetés

A Fourier analizis az egyik legelterjedtebb eszkoz additiv jellegli problé-
méak targyalasaban. Az additiv kombinatorikaban és additiv szamelméletben
a problémék tipikusan azzal foglalkoznak, hogy mekkora lehet a szamossaga
(vagy mértéke), illetve milyen lehet a strukturaja egy lokalisan kompakt Abel
csoportban egy A halmaznak, ha A-nak valamilyen additiv tulajdonsagat
rogzitjiik. A legismertebb, és talan leghiresebb példa a kovetkezd: maximum
hany eleme lehet egy A C [1, N] halmaznak, ha tudjuk, hogy A nem tartal-
maz 3-tagi szamtani sorozatot? Az egyre erGsebb felsé becslések bizonyité-
saban a Fourier analizis meghatarozé szerepet jatszik Roth, Heath-Brown,
Szemerédi, Bourgain és végiil Sanders munkaiban (a legutobbi fejleményeket
lasd [32]-ben). Egy hasonlo jellegt hires kérdés, amellyel behatoan foglal-
kozni is fogunk a disszertacioban, a kdvetkezé: maximum mekkora lehet egy
A halmaz szamossaga a Z, ciklikus csoportban, ha A — A nem tartalmaz

kvadratikus maradékot?

Ez a disszertacio az additiv jellegi problémékkal kapcsolatos kutatasai-
mat foglalja Gssze, amelyeknek tbbségében a bizonyitasok Fourier analizist
hasznalnak. Az utobbi 10 évben ezek alkottdk a kutatasaim meghatarozo
részét. Ennek megfelelGen sokféle additiv probléméat vizsgalok, a fentiekhez
hasonloakat is, és teljesen eltéréeket is. A disszertacié a koévetkezd publi-
kaciokon alapul: [1, 7, 9, 10, 13, 15, 22, 23, 24, 25, 26, 27|. Ezeknek az
eredményeit targyalom, és helyezem torténeti kontextusba az irodalomban

megjelent kapcsolodo eredmények altal.

A disszertacioé témakorok szerinti bontasban harom 6 fejezetre tagolo-
dik (a rovid Bevezetés utan). A masodik fejezet parkettazasokkal kapcsola-
tos eredényeket tartalmaz, a harmadikban a nagyon altalanos (és rendkiviil
hasznos) Delsarte-féle modszer Fourier analitikus valtozatat és annak alkal-
mazasait mutatom be, mig végiil a negyedikben Osszeghalmazok szamossé-
géra vonatkozo néhany érdekes becslést adok meg. A f&bb eredményeket az

alabbiakban foglalom Gssze.
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A definiciok és tételek szamozasa ebben a tézisfiizetben egyszertien 1-t6l
novekvd, ezért eltér a disszertacioban alkalmazott szekciok szerinti szamozéas-
tol. Ennek oka, hogy esetenként egyes tételek tartalméat a rovidség kedvéeért
itt Osszevontam. Ennek ellenére a konnyebb beazonosithatosdg kedvéért a
szoveghben mindig utalni fogok arra, hogy a disszertacié melyik sorszamu té-
telérdl van szo6. Ezen feliil megtartom a disszertacionak azt a konvenciojat,

hogy a sajat cikkeimre valo hivatkozasokat egy kis csillaggal jelolom, pl. [13]*.

2. Parkettazasok

Ez a fejezet Abel csoportok parkettazasaival kapcsolatos valogatott ered-
ményeket tartalmaz. A parkettéazasok irodalma hatalmas, igy az itt szerepld
eredmények annak csak egy kis szeletét tudjék felolelni. Jorészt azokra az
eredményekre szoritkoztam, amelyek leginkabb kapcsolodnak a sajat mun-

kémhoz.

A parkettazas foglama minden lokalisan kompakt Abel csoportban értel-
mezhetd, de mi az egyszertiség kedvéért csak a kovetkezd standard példakra
szoritkozunk: véges csoportok, Z? és R?. Szintén egyszertisitésképpen fel-

tessziik, hogy a parkettaink korlatosak és nyiltak.

1 Definici6. Legyen G véges Abel csoport, vagy Z¢, vagy R?. Legyen T C G
egy korlatos nyilt halmaz, és A C G egy diszkrét halmaz. Azt mondjuk,
hogy T parkettdzza a G csoportot a A eltoldshalmazzal, ha ), .\ x7(z —
A) = 1 majdnem minden x € G esetén (xr a T halmaz indikatorfiiggvénye).

Jelolésben ezt egyszertien igy fejezziik ki: T+ A = G.

2.1. El6zetes eredmények parkettazasokrol

Ez a fejezet néhany jol ismert tételt, illetve hiresen nehéz problémét foglal
Ossze parkettazasokkal kapcsolatban. Itt ezek koziil kettét emelek ki, els6ként

a Coven-Meyerowitz sejtést (2.1.8):
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2 Sejtés. |4, 16].) Legyen A nemnegativ egészek véges halmaza, 0 € A, és
A(X) = > ,ea X7 Jellje Sy azon p® primhatvényok halmazat, amelyekre
O (X) | A(X). A akkor és csak akkor parkettazza 7Z-t, ha az alabbi (1) és
(Ty) feltételek teljestilnek:

(1) AQ1) = [lies, 5(2),
(I») Ha s1,...,8, € Sa kiilonb6z6 primek hatvanyai, akkor
Dyy.s,, (X) [ ACX).

A geomtetriai eredmények koziil pedig Minkowski (2.1.16) valamint Ven-

kov és McMullen (2.1.17) tételeinek a kovetkezd kovetkezményét emlitem:

3 Tétel. (|29, 36, 28]) Ha egy P konvex test parkettdzza Re-t, akkor P
sziikségképpen egy kézéppontosan szimmetrikus politop, és a A eltolashalmaz

valaszthato racsnak.

2.2. A Fuglede-sejtés

Fuglede a [8] cikkben a 0; parcialis differencialoperatorok felcserélhet&sé-

gét vizsgalva jutott a kovetkezd halmazosztaly bevezetésére (2.2.1):

4 Definicié. Legyen G a kévetkezd lokalisan kompakt Abel csoportok va-
lamelyike: véges csoport, Z vagy R?. Egy korlatos, nyilt Q C G halmazt
spektralisnak neveziink, ha létezik olyan S C G halmaz, amelyre (S]q)ses or-
togonalis bazis L*(Q2)-ban. Ekkor S-et Q2 egy spektruménak hivjuk, (Q, S)-et
pedig spektralis parnak.

Fuglede a kovetkezs sejtést foglamazta meg (2.2.2):

5 Sejtés. (Fuglede sejtés [8].) Egy Q € R korlatos nyilt halmaz pontosan
akkor spektrélis ha parkettdzza Re-t.

Fuglede bebizonyitotta azt a specidlis esetet, amikor az eltolashalmaz
vagy a spektrum egy racs. Ebbdsl Venkov és McMullen fenti tételének segit-
ségével konvex testekre kovetkezik a sejtés egyik irdnya (2.2.3 és 2.2.4):

3
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6 Tétel. (|8]) Legyen Q C R egy 1 mértékii korlitos nyilt halmaz, és A C
R? egy 1 stirtiségii racs. Q + A = RY pontosan akkor teljesiil, ha a A*
dualis racs spektruma ()-nak. Specidlisan, ha ) konvex és parkettdz, akkor

spektralis.

losevich, Katz és Tao bebizonyitottak, hogy 2 dimenziéban ennek a meg-

fordtésa is igaz (2.2.5):

7 Tétel. ([11]) Fuglede sjetése igaz R*-beli konvex testekre, azaz a konvex
parkettak és a konvex spektralis halmazok egyarant a parallelogrammak és

a centralisan szimmetrikus hatszogek.

Magasabb dimenziokban a ’spektrélis — parkettaz’ irany tovabbra is nyi-

tott (konvex testekre).

A fejezet tovabbi részében
Q=A+(0,1% Acz’ (2.1)

alakt halmazokkal foglalkozunk. Ezzel lényegében Z%-be toljuk at Fuglede

sejtését a kovetkezd allitas szerint (2.2.9):

8 Allitas. ([13]*) Egy (2.1) alakii Q halmaz pontosan akkor spektralis (ill.
parketta) R%-ben, ha A spektralis (ill. parketta) Z%-ben.

Kiilonosen érdekes a helyzet 1 dimenzioban. Egyrészt Lagarias és Wang
[18] egy eredménye szerint minden parketta R-ben lényegében (2.1) alakd,
maésrészt Laba [17] észrevette, hogy a fenti Coven-Meyerowitz sejtésbol Z-ben
kovetkezik a Fuglede sejtés 'parkettdz — spektralis’ iranya. Fz azt jelenti,
hogy a Coven-Meyerowitz sejtés maga utan vonna a Fuglede sejtés egyik

irdnyat R-ben.

Ezutan egy kinagyitasi tulajdonsagot bizonyitunk spektralis és parkettazo
halmazokra (2.2.12):
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9 Allitas. ([22, 13]*) Legyen n = (ny,...,nq) € Z%, A C Z9, és jelélje
Acg= Liny X -+ X Ly, az A halmaz redukiltjat mod n (feltessziik, hogy

A elemei kiilénbézéek mod m). Legyen

T=T(n,k)={0,n1,2n1,...,(k—1)n1} x -+ x {0,n4,2n4,...,(k— 1)ng},
(2.2)

és A, = A+T. Ekkor elég nagy k esetén az A;, C Z% halmaz pontosan akkor

spektralis (ill. parketta) Z-ben, ha A spektrélis (ill. parketta) G-ben.

Az el6z6 két allitas ugyan azt mondja, hogy a spektralis és a parkettazo
halmazoknak analog tulajdonsagai vannak, mégis a legfontosabb kovetkez-
mény az, hogy tetszéleges véges csoportbeli ellenpélda automatikusan atvi-

het§ Zd-re és Ri-re (2.2.13):

10 Kovetkezmény. ([13|*) Legyen G = Zy, X - -+ X Zy,,, és tegyiik fel, hogy
A C G spektralis de nem parkettéz (ill. parkettdz, de nem spektralis). Te-
kintsiink egy A C Z% halmazt, amelynek redukéltja modulo (ni,...,ng) ép-
pen A. Ekkor elég nagy k esetén az A, = A + T(n, k) halmaz spektralis
(ill. parketta) Z%-ben, de nem parkettdz (ill. nem spektralis) Z-ben. To-
vabba, az Ay + (0,1)? C RY halmaz spektralis (ill. parketta) R%-ben, de nem
parkettaz (ill. nem spektralis).

Fontos lesz, hogy a fenti kinagyitési tulajdonsig a kdvetkezs altalanosabb

formaban is igaz marad (2.2.16):

11 Allitas. ([13]*) Legyen G véges Abel csoport, és H < G egy részcsoport.
Legyenek T1,T5,... T, C H olyan parkettak H-ban, amelyek rendelkeznek
egy kézos eltolashalmazzal, azaz létezik T" C ‘H, amelyre T;+1" = H, minden
1 <j <k esetén. Legyen S+ S" = G/H a G/H faktorcsoport parkettazasa,
#S = k, és valasszunk tetszoleges s, So, . .. S, reprezentansokat H-nak az

S-hez tartozé mellékosztalyaibol. Ekkor T':= UY_, (s; + Tj) parkettazza G-t.

Valamint az analog allitas spektralis halmazokra (2.2.17):



dc_823 13

12 Allitas. ([13, 24]*) Legyen G véges Abel csoport, H < G egy részcsoport.
Legyenek T1,T5,... Ty, C H olyan spektralis halmazok H-ban, amelyeknek
van kézos spektruma ﬁ—ban, azaz létzik olyan L C H amely spektruma
T,n-nek minden 1 < m < k esetén. Legyen (Q,S) spektralis par a G/H fak-
torcsoportban, |Q| = k, és valasszunk tetszéleges qy, s, - . . Qx reprezentan-
sokat H-nak a Q-hoz tartozé mellékosztayaibol. Ekkor T' := UF _, (qm + 1))
spektralis G-ben.

Utols6 pozitiv eredményeként belatjuk, hogy kis elemszamt halmazokra
igaz a ’spektrilis — parkettdz’ irany véges csoportokban és Z?-ben (2.2.18
és 2.2.20):

13 Allitas. ([14]*) Legyen G véges Abel csoport, vagy Z¢. Ha A C G spekt-
ralis G-ben, és |A| < 5, akkor A parkettazza G-t.

Az eddigiek alapjén a Fuglede sejtés 'spektralis — parkettaz’ iranyara mar
nem nehéz ellenpéldat konstrualni. Az elss ellenpéldat T. Tao [35] talalta
5 dimenzioban. Késébb egy egyszerd észrevétellel a dimenziot 4-re sikeriilt
redukalnom [22], majd M. N. Kolountzakis-szal kozosen 3-ra [14]. Az utobbit
adom meg az alabbi tételben (2.2.21):

14 Tétel. (|14]*) Létezik olyan A C Z3 halmaz, amely spektralis, de nem
parkettaz. Kovetkezésképpen, léteznek Z3-ban és R3-ban is olyan halmazok,

amelyek spektralisak, de nem parkettaznak.

A bizonyités két dolgon mulik: egyrészt a fenti tételek szerint a G = Z3
véges csoportrol az attérés Z3-ra és R3-ra automatikus. Masrészt egy spe-
cifikus, nyolcadik egységgyokokbdl allo 6 x 6-os komplex Hadamard létezése

miatt konnyd a G csoportban megfelels 6 elemi A halmazt megadni.

A ’parkettaz — spektralis’ irdnyra mar joval nehezebb ellenpéldat adni.
Ennek oka, hogy nincs semmi ’egyszert’ sziikséges feltétel arra nézve, hogy

egy véges csoportban egy halmaz spektralis legyen (a parkettazasra az oszt-



dc_823 13

hatosag nyujt ilyen feltételt). Az ellenpélda megkonstrualasédhoz elGszor La-

garias és Wang univerzélis spektrum sejtését kell megvizsgalnunk (2.2.22):

15 Sejtés. (Univerzalis Spektrum Sejtés [19]) Ha T C G parkettazza a G
véges csoportot, akkor létezik egy olyan S C G halmaz (amit T' univerza-
lis spektruménak neveziink), amely kézos spektruma T minden Ty, ..., T,

eltolashalmazénak (azaz olyan Tj-nek, amelyre T+ T; = G).

Sikertilt belatnunk [7]-ben, hogy ez a sejtés lényegében ekvivalens a Fug-
lede sejtés 'parkettaz — spektralis’ irdnyaval (2.2.23):

16 Tétel. (|7|*) Barmilyen d esetén az Univerzélis Spektrum Sejtés pontosan
akkor igaz minden Z,, X - - - X Z,,, alaki véges csoportra, ha a Fugelede sejtés

‘parkettaz — spektralis’ iranya igaz minden ilyen csoportra.

Ennek a tételnek a bizonyitédsa azon az észrevételen alapszik, hogy a 11
és 12 Allitasok, nem teljesen analogok, ezért a benniik szerepld konstrukciok
alkalmasak nem-spektralis parkettdk elgallitasara, amennyiben a 77,..., T}

kezdShalmazoknak nincs univerzalis spektruma.

Természetesen ezek utan hatravan az a nem-trivialis feladat, hogy megfe-
lel6 véges csoportban talaljunk olyan T" parkettat, amelynek nincs univerzalis
spektruma. Ennek konstrukcioja egy dualitasi otlettel torténik, amit hely hi-

anyaban itt nem részletezek, csak a végeredmeényt (2.2.26, 2.2.27):

17 Tétel. (|7]*) A G = Z3, csoportban létezik olyan 6 elemii T parketta,
amelynek nincs univerzalis spektruma. Kovetkezésképpen, léteznek olyan

Z3-beli, illetve R3-beli parkettak, amelyek nem spektralisak.

A Fuglede-sejtés mindkét irdanya tovabbra is nyitott 1 és 2 dimenzidéban.
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2.3. Komlex Hadamard matrixok konstrukci6ja parket-
tazassal

Ha végigkovetjiik a 12 Allitas bizonyitasat, akkor azt latjuk, hogy a felme-

riil§ spektralis parhoz a kovetkezé tipust komplex Hadamard métrix tartozik:

my Ny - - maypNg

K = - (2.3)

| N mg Ny
Ebben a képletben m;; egy M k x k-as komplex Hadamard méatrix elemei,
N; pedig n x n-es komplex Hadamard matrix minden j-re (esetleg egyméastol
kiilonbozok). Ekkor konnyt latni, hogy K egy kn x kn-es komplex Hada-
mard méatrix. Ezek a méatrixokat (és a veliik ekvivalenseket) Dita-tipustnak
nevezziik |6] nyoman.

A [34] katalogusban el6fordulé komplex Hadamard csaladok tobbsége
Dita-tipustt matrixokbol allt. Lattuk, hogy ezek a matrixok elGallnak a 12
Allitasban szerepls konstrukeioval, ami pedig nem més, mint egy természetes
parkettazasi konstrukcié analdgja. Felmeriil tehat a kérdés, hogy mas par-
kettazasi konstrukciok nem vezetnek-e Gj komplex Hadamard csaladokhoz?

Ennek a fejezetnek a {6 eredménye, hogy a valasz igenls (2.3.2 és 2.3.5):

18 Allitas. ([24]*) Szabé [33] egy parkettazasi konstrukciéja tj komplex
Hadamard matrixokhoz vezet. Specialisan, a disszertacié 2.3.2 Példajaban
megadott Sg matrix nem Dita-tipusi, és komplex Hadamard matrixok egy

Ré4)(a, b, c,d) 4-paraméteres csaladja szarmaztathaté beldle.
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3. A Delsarte modszer Fourier analitikus for-
maja

Delsarte tin. linearis programozasi becslése eredetileg a kovetkezs prob-
léma kapceséan jelent meg [5]-ben: maximum hény n hossza binaris sz6 adhato
meg 1gy, hogy barmely ketts legalabb d helyen eltérjen egyméstol? Delsarte
modszerét (és természetes altalanositasait) azota olyan nevezetes problémak-
ban hasznalték sikerrel, mint példaul a gémbpakolasok siirtiségének becslése

[3], vagy az egység tavolsagot elkeriil6 halmazok probléméja [30].

A disszertacioban a Delsarte modszer Fourier analiltikus megfogalmaza-
sat targyalom. Ez elég altalanos ahhoz, hogy a legtobb alkalmazast magaba
foglalja, ugyanakkor az elemi Fourier analizis eszkozei elegendGek a téargya-

lashoz.

3.1. A moédszer altalanos tulajdonsagai

Az egyszertiség kedvéért véges G Abel csoportokban vizsgaljuk a mod-
szer altalanos tulajdonsagait. A lényeges tulajdonsagok érvényben marad-
nak kompakt és lokalisan kompakt csoportokra is (utobbi esetben szadmosséag

helyett mindig stirtiséget kell érteni).

Legyen tehat G véges Abel csoport, |G| = ¢, és legyen adva egy A =
—A C G szimmetrikus halmaz, amelyre 0 € A. Az ilyen halmazokat
‘'standard’ halmaznak fogjuk hivni. Mekkora a maximalis elemszéma egy
B = {by,...b,} C G halmaznak, ha kikotjiik, hogy b; — b, € A°U {0} (azaz
minden kiilénbség elkertili az A halmazt)? A Delsarte modszer targyalasahoz

be kell vezetniink a kovetkezé jeloléseket:

A(A) =max{|B|: BC G,(B—B)NA={0}}, 0(A) = A(A)/q
A(A) =max{|B|: BC G,B— B C A}, §(4) = 1/A(A).
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S(A):{fg%R7f§éO7f|g\A:O}7
S_(A):{fg_>R7f7_éO7f|g\A§O}7
S+(A):{fg_>R7f§éO7f|g\A:07f|AZO}a
Si(A):{fg_>R7f7_éO7f|g\A§Oaf’A20}

AA) = mm{& . e S(A), f() >0 for all 7} ,

f(X)

A (A) = min{']f(o)  feS(A), f(y) >0 for all ”y} :
FX)

AT(A) = min{Jf(O)  feSHA), f(v) >0 for all 7} ,
fX)

MNE(A) = min{Jf(O) e ST(A), f(y) >0 for all ’y} :
FX)

A A(A) mennyiséget Turdn konstansnak, a A\~ (A) mennyiséget pedig Del-
sarte konstansnak szokas nevezni [31]). A fenti mennyiségeket koti Gssze a

Delsarte-féle becslés (3.1.4):

19 Tétel. ([26]*) Legyen G véges Abel csoport, |G| = q, és legyen A C G
egy standard halmaz. Ekkor

A(A)
AE(4)

1/q§6(A)§A‘(A)§{ }<A+<A>33<A>s1. (3.1)

A fenti tételben a §(A) < A~ (A) egyenl6tlenség a Delsarte-féle linearis
programozasi becslés Fourier analitikus alakja. Nem ismert, hogy a Delsarte-

becslés megforditasa igaz-e a kovetkezs gyenge értelemben:

20 Probléma ([26|*) Létezik olyan f : [0,1] — [0,1] fiiggvény, amelyre
f(xz) = 0 ahogy x — 0 6s A~ (A) < f(6(A)) teljesiil?

Alabb latni fogjuk a 24 Tételben, hogy At és § valamint A és \* kapcso-

lataban nincs ilyen fiiggvény.

10
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A fejezet tovabbi részében megvizsgaljuk, hogy a § és A mennyiségek ho-
gyan viselkednek halmazelméleti mtiveletekkel kapcsolatban. A legfontosabb

talan a kovetkez6 dualitasi tétel (3.1.13):

21 Tétel. (|26]*) Legyen G véges Abel csoport, |G| = q, legyen A C G
standard halmaz, és A' = (G \ A) U {0} a standard komplementuma. Ekkor

S(A)S(A) = MANA) = A (AAT(A) = (AN FA) =1/ (3.2)

Ez a dualitds heurisztikusan azt mutatja, hogy ha a Delsarte becslés
‘gyenge’ fels6 becslést ad | B|-re, annak az az oka, hogy létezik egy f € ST(A')
pszeudo-megoldas, ami ugy viselkedik, mintha f = xp * x_p lenne nagy
|B|-vel. Es pontosan ez a helyzet all el6 random halmazok esetén, ami azt
mutatja, hogy a Delsarte modszer sajnos nem mindig ad éles becslést | B|-re.

Egy random halmaz A mennyiségeire vonatkozo tétel a kovetkezs (3.1.28):

22 Tétel. (|26]*) Legyen G véges Abel csoport, |G| = q, és legyen 1 < ¢ <

5 ﬁqu (és ezaltal ¢ > 164), valamint

1 1
B4 511624

q

16¢

Legyen R a p valoszintiséghez tartozé random halmaz. Ekkor legalabb 1 —

2q' ¢ valoszintiséggel R-re teljesiilnek a kovetkezok:

||R] = pg| < 3+/ep(1 — p)glogyq,

1 1—p _ 1—p
<A (R) < A(R) < 3y/cloggy /| —.
3vclogqV  pg #) #) pq

Egy random halmaz ¢ mennyiségei viszont csak logaritmikus nagysagren-
diek (3.1.29):

23 Tétel. (|26]*) Legyen

g ?<p<1—qlogg,

11
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és legyen R a p valbszintiiséghez tartozé random halmaz. Ekkor legalabb

1 —exp (—01 log® ¢/ log %) valosziniiséggel R-re teljesiilnek a kovetkezok:

2 N\ 2

— log q = 1 (log+
A(R I(R) > — 2. 3.3
( )<02 <10g%> ) ( )>02 <logq) ( )

Itt cq, co abszoliit konstansok. Dualisan,

g Plogg<p<l—q'/?

esetén legalabb 1 —exp (—c1 log” ¢/ log %p) valosziniiséggel R-re teljestilnek

2 2
| |
AR) < | - %7 ) sRr) <2 1 °87 (3.4)
081, q 08 1,

Tovabbi random halmazokra vonatkozo eredmények (p = g~%/3/2 esetén),

a kovetkezdk:

valamint a diadikus Z7 csoportban vett gombokre és komplementereikre vo-
natkoz6 nem-trivialis becslések kovetkezménye, hogy a § valamint A\~ és A\*
mennyiségek kozott a forditott iranyu egyenlétlenség semmilyen gyenge for-

méban nem allhat fent (3.1.6):

24 Tétel. (|26]*) (a) Legyen G véges Abel csoport, |G| = q, 3 1 q. Létezik
olyan A C G standard halmaz, amelyre §(A) = 1/2 és

AT (A) < eq 0 (log ¢)'/?,

valamely abszoltit konstans c-vel.
(b) Legyen ¢ > 0. Minden elég nagy n esetén létezik olyan A C 7Y

standard halmaz, amelyre
A(A) < ANA) <e, M E(A) >1/2 -

Ez a tétel azért jelents, mert azt mutatja, hogy az alkalmazasokban §(A)
fels6 becslésénél esetenként lényegesen jobb eredményt kaphatunk A~ (A)
kiszdmolaséval, mint mondjuk A*(A)-val. Ennek konkrét jelent&sége le-
het a jovében kovetkezs kérdés vizsgalatdnal: maximum mekkora lehet egy
A C{1,..., N} halmaz ha tudjuk, hogy A— A nem tartalmaz négyzetszamot
(vagy k-dik hatvanyt valamely rogzitett k-ra)?

12
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3.2. Alkalmazas: Paley grafok fiiggetlenségi szama

Legyen p = 4k + 1 alaka prim, és Z,-ben kossiik ossze z-et és y-t éllel,
ha r — y (nem-nulla) kvadratikus maradék. Az igy nyert P, Paley-grafnak
mennyi az s fiiggetlenségi szama? Az s < /p fels6 becslés szinte trivialis,
azonban évtizedek ota ez volt a legjobb ismert fels6 becslés. Az als6 becslés
s> (3 +o0(1))logy p (1asd [2]), és ez valoszintleg kozelebb van az igazsaghoz,
hiszen P, heurisztikusan egy random graf. A Delsarte modszer egy [30]
altal bevezetett élesitését alkalmazva sikeriilt minimalisan megjavitanunk a

s < /p fels6 becslést (3.2.2):

25 Tétel. (|1]*) Legyen p = 4k + 1 prim, jelolje NQ a Z,-beli kvadratikus
nem-maradékok halmazat, és legyen B C Z,, |B| = s, olyan halmaz, amelyre
B — B c NQU{0}. Ekkor

(i) han = [\/p| paros, akkor s* +s—1<p

(ii) ha n = [\/p] pératlan akkor s* +2s — 2 < p.

Ez a becslés a 4k + 1 alaku primek haromnegyedére s < |/p — 1-re javitja
a felsé becslést. Noha a javulds numerikusan minimalis, ugyanez eddig csak
p = 4m? + 1 alaka primekre volt ismert [21]. Tovabbé van arra esély, hogy a

jovében a modszer a s < \/p — cp*/* becslést is kiadja.

3.3. Alkalmazas: kolcsonosen torzitatlan bazisok

Két ortonormalt bazist C%-ben, X-et és Y-t, kolcsondsen torzitatlannak,
vagy roviden MUB-nak, neveziink ha |(x, y>|\/La minden z € X,y € Y esetén.
Ismert, hogy C%ben legfeljebb d + 1 olyan ortonormalt bazis adhaté meg,
amelyek paronként kolecsonosen torzitatlanok. Az is jol ismert, hogy ennyi

valoban meg is adhato, ha d primhatvany.

Ha az egyik bazist rogzitjiik, és a tobbit eszerint koordinatazzuk, akkor
egymasra torzitatlan komplex Hadamard méatrixokat (MUH) kapunk. Min-
den igy kapott métrix minden oszlopat tekinthetjiik egy G = T9beli elemnek,

és az ortogonalitasi és torzitatlansagi feltételek felirdsa utan vilagossé valik,

13
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hogy a Delsarte modszer alkalmazhato. Igy kapjuk a MUB-ok szamara vo-

natkozo d + 1-es felsg becslés altalanositasaként a kovetkezd tételt (3.3.6):

26 Tétel. ([23]*) Legyen A egy ortonormélt bazis Cé-ben, legyen B =
{c1,...¢c,} A-ra torzitatlan egységvektorok rendszere. Tegyiik fel, hogy
minden 1 < j # k < r esetén a c; és c; vektorokra (c;,cy) = 0 vagy
[{c;,er)| = 1/V/d. Ekkor r < d°.

A kutatok tébbsége azt sejti, hogy ha d nem primhatvany, akkor nem
adhato meg d + 1 MUB C%ben. Nem tartom valosziniinek, hogy a Delsarte
becslés nmagéaban elég lenne ennek bizonyitasara (noha erre csak heuriszti-
kus okaim vannak). Ugyanakkor, ebben a fejezetben sikeriilt gy modosita-
nunk a Delsarte modszert, hogy az ortogonalitasi és torzitatlansagi relaciokat
kiilon kezeljiik. Ennek egyik eredménye, hogy d < 5 dimenzidig az irodalom-
ban a MUB-okra vonatkozo Osszes strukturalis tételre 1j, elegans bizonyitéast
tudtunk adni. Tovabba belattuk a kovetkezé nem-létezési tételt d = 6-ra

(3.3.15):

27 Tétel. ([12, 27]*) C®-ban nem létezik komplex Hadamard maétrixoknak
olyan Hy, ..., Hg teljes torzitatlan rendszere, amely tartalmazza az Fg(a,b)
Fourier-csalad valamely elemét. (Az Fg(a,b) komplex Hadamard csalad de-
finiciéjat lasd pl. [34]-ben.)

Megmutattuk tovabba, hogy egy teljes MUH rendszerben legfeljebb egy

valos Hadamard matrix szerepelhet (3.3.12):

28 Tétel. ([27|*) Legyen H,, ... Hy egy teljes MUH renszer C%-ben, és te-
gylik fel, hogy H, valés Hadamard matrix. Ekkor minden tovabbi H; minden
v = (v1,...,vq) oszlopéra teljesiil, hogy ZZ=1 v? = 0. Specidlisan, egyetlen

tovabbi oszlop sem lehet valos.

14
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3.4. Tovabbi lehetséges alkalmazasok

Ebben a fejezetben felsorolom a Delsarte modszer néhany tovabbi lehet-
séges alkalmazasat: a négyzetszam (vagy kobszam) kiilonbségeket nem tar-
talmazo halmazokat {1,..., N}-ben, az egység tavolagot elkeriil6 halmazo-
kat R%ben, valamint Littlewood hires sejtését a szimultan approximéciokrol.
Megadom tovabba a Delsarte-becslés egy lehetséges élesitését a 3.4.1 Tétel-

ben.

4. Osszeghalmazok szamossaga

Az Gsszeghalmazok szamossagaval kapcsolatos eredményeink nem hasz-
nalnak Fourier analizist, ezért a disszertacioba csak a legelegénsabb eredmé-

nyeket valogattam be.

4.1. Szuperadditivitas és szubmultiplikativitas

Legyenek Ay, A, ..., Ay egész szamok véges halmazai. Hogyan viszonyul
az A1+ As+ - - -+ Ay k-szoros Osszeghalmaz szamossaga az A, +---+ A1+
Aip1+ -+ Ag (k — 1)-szeres Osszegekéhez? A kovetkezd elegéns szuperad-
ditivitasi és szubmultiplikativitasi tételt bizonyitottuk (4.1.1 és 4.1.2):

29 Tétel. (|9]*) Legyenek Ay, Ao, ..., A, egész szamok véges halmazai, S =
A1++Ak, SZ :A1++A171+AZ+1++A]€ EkkOl"

1
k=1

k k
1 1
S| > P > 15i] - 1 5] < <H|Sz|> (4.1)
=1 =1

A szubmultiplikativitasi tulajdonsagot késébb [10]-ben egy &ltalanos
Pliinnecke-tipusu tétel kovetkezményeként sikeriilt a kovetkezd formaban ki-

terjeszetiink (4.1.6):

15
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30 Tétel. (|20], [10]*) Legyenek A, By, ... By egész szamok véges halmazai,
S C By + -+ By. Ekkor

k
|S+A‘k§|S’H|A+Bl‘|‘"‘+Bi—1+Bi+1+"'+Bk|' (4.2)

=1

4.2. Osszeghalmazok és a konvex burok

Ebben a fejezetben altalanositjuk Freiman egy d-dimenziés halmazokra

vonatkozo becslését a kovetkezSképpen (4.2.5):

31 Tétel. ([25]*) Legyenck A, B C R? véges halmazok, |A| = m. Tegyiik fel,
hogy B valédi d-dimenziés (azaz nincs benne kisebb dimenziés affin altérben),

és A C conv B. Ekkor tetszdleges k > 1 esetén
d+k d+k kd d+k
> — —= _—_— . .
\A—i—k:B|_m< I ) k(k—I—l) <m k+1)( I ) (4.3)
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