Birilé6i vélemény
Matolcsi Maté
‘Fourier Analysis in Additive Problems’
c. MTA doktori értekezésérol

Matolcsi Mété disszertdci6ja rovid bevezetésb6l, eredményeit bemutaté hirom fejezetbdl
és irodalomjegyzékbél all, terjedelme 102 oldal.

Az eredményeket tomoren ismertets bevezetés utani fejezetek koziil az elsé parkettdza-
sokkal kapcsolatos kérdéseket és vonatkozo eredményeket targyal. Egy lokalisan kompakt
Abel csoport egy részhalmazérol akkor mondjuk, hogy parkettaz, ha a csoport lényegében
lefedhet6 a széban forg6 halmaz eltoltjainak lényegében diszjunkt rendszerével. A dolgo-
zatban szereplé eredmények nem ilyen éltalanossdgban, hanem konkrétabb esetekre (véges
csoportok, Z4, RY) vonatkoznak.

A fejezet elején tomoren ismertetésre kertilnek az elézmények: pl. Coven-Meyerowitz
Z-nek véges nemnegativ szimokbol all6 halmazzal val6 parkettazdsara vonatkoz6 sejtése, a
periodikus parkettézas sejtés (a Z és R véges illetve korl4tos mérhets halmazzal valé par-
kettdzdsara vonatkozéan az eltolds halmaz teljesen periodikusségérél), a Zy csoport parket-
tazasainak kvazi-periodikussdgédra vonatkoz6 Hajos sejtés, valamint Minkowski, Venkov,
McMullen R? konvex testekkel val6 parkettdzasara vonatkozo tételei.

Ezek utdn keriil megfogalmazasra a fejezetben bemutatott eredmények szempontjabdl
meghatarozo jelent6ségt, 1974-bol szarmazé Fuglede sejtés. Eszerint R? korl4tos nyilt hal-
maza pontosan akkor parkettdz, ha spektralis. Az ) C R? halmazt spektralisnak nevezziik,
ha az L?(Q)) Hilbert-térben van a IR karaktereinek ()-ra valé megszoritasaibél 4ll6 orto-
gondlis bazis. A sejtés tehat a parkettazasi tulajdonsag és egy Fourier analizishez kot6dé
tulajdonség szoros kapcsolatat fogalmazza meg.

Bemutatdsra keriilnek korabbrél ismert pozitiv eredmények: ilyenek pl. Fuglede és Ven-
kov ill. McMullen eredményei, amik kévetkezményeként adédik a "parkettsz — spektralis"
iranyra vonatkozé pozitiv allitds R%-beli konvex testek esetén, illetve lIosevitz, Katz, Tao
tétele, ami 2-dimenziéban konvex tartomanyok kozott mondja ki a parkettazok és a spekt-
rélisak egybeesését.

Ezutan tér ra a szerzG6 idetartozo sajét eredményeinek bemutatdsara. A Proposition 2.2.9-
ben nyilt egységkockdk unigjara - Q = (0,1)? + A, ahol A ¢ Z¢ - beldtja, hogy Q) pontosan
akkor spektralis (parkettdz) R%-ben, ha A spektrlis (parkettdz) Z4-ben. Ezzel a fenti tipusu
halmazokra az R?-ben megfogalmazott Fuglede sejtés Z“-beli probléméva fogalmazhat6.

A Proposition 2.2.12-ben egy tin. kinagyitasi tulajdonsdgot bizonyit parkettizé és spekt-
ralis halmazokra, aminek jelent6sége abban 4ll, hogy ennek segitségével, ha sikeriil a Fug-
lede sejtésre ellenpéldét adni véges csoportban, akkor abbol ellenpélda gyérthaté Z%-ben,
majd az el6z6ekben emlitett 4llités felhasznalasaval R%-ben is.

A Proposition 2.2.16 és 2.2.17 eredményekben véges Abel-csoport részcsoportja és a sze-
rinte vett faktorcsoport bizonyos parkettazo (ill. spektralis) halmazaibél allit el parkettazé
(ill. spektralis) halmazt a teljes csoportban.

A Proposition 2.2.18 a Fuglede sejtés "spektralis — parkettdz" irdnyéra ad pozitiv ered-
ményt kis elemszamu halmaz esetén. Bizonyitésra keriil, hogy véges Abel csoport 5-nél
nem nagyobb elemszamu spektrélis halmaza szitkségképpen parkettdz. Ezzel kapcsolatban
emlitendd, hogy szoros osszefiiggés van diszkrét csoport spektralis halmazai és komplex
Hadamard matrixok kozott. Nevezetesen, a G diszkrét csoport () = {t1,...,t;} részhalmaza
spektralis I' = {71,...,7x} C G spektrummal akkor és csak akkor, ha a (7i(t;))ij komplex
matrix Hadamard tipusu, azaz ha az oszlopai egymasra merdlegesek és minden elemének
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abszolut értéke 1. Az 5 x 5-6s komplex Hadamard maétrixok teljesen leirtak, ennek a neve-
zetes eredménynek a felhasznaldsaval adédik a fenti allitds.

A Proposition 2.2.20-ban az elébbi allitassal analog eredmény keriil megfogalmazdsra: a
Z¢ minden 5-nél nem nagyobb elemszamui spektrélis halmaza parkettdz.

A fejezet legizgalmasabb részében az elért eredmények segitségével ellenpéldak gyarta-
sara keriil sor. A "spektrélis — parkettdz" irdnyra vonatkozoan az elsd ilyen példat T. Tao
talalta 2004-ben 5 dimenziéban (ahogy fentebb emlitésre keriilt, a Fuglede sejtés 1974-bol
szarmazik). A dimenziét Matolcsi Miténak sikertilt 4-re redukdlnia 2005-ben, majd 2006-
ban M.N. Kolountzakis-sal kozos cikkiikben tovdbb redukéltdk azt 3-ra. Ezen eredményt
mutatja itt be a szerz6. A Theorem 2.2.21 szerinta Z3-nak van olyan spektralis halmaza, ami
nem parkettdz. A kordbban ismertetett eredmények felhasznalasaval aztdn innen kovetke-
zik hasonlé tulajdonsdgu halmazok létezése Z3-ban illetve R3-ban. A hattérben a 6 x 6-0s
komplex Hadamard métrixok 6sszességének gazdagsaga all (ezeknek eziddig nem ismert
teljes jellemzése). Egy specidlis nyolcadik egységgyokokbol 4ll6 6 x 6-os Hadamard métrix
segitségével sikertil Z3-ban 6 elemti spektralis halmazt adni, ami nem parkettaz.

A "parkettdz — spektralis" irdnyra ellenpéldat gydrtani joval nehezebb feladatnak bizo-
nyul, ami annak kovetkezménye, hogy véges csoportban nem ismert olyan egyszerfi feltétel,
aminek teljesiilése sziikséges lenne halmazok spektralis voltéhoz.

A szerz$ a probléma megolddsdhoz Lagarias-Wang univerzélis spektrum sejtéséb6l in-
dul ki. Eszerint, ha T parketdzza a G véges Abel csoportot, akkor a dudlis csoportnak van
olyan részhalmaza (T univerzalis spektruma), ami k6zos spektruma a T minden eltolas-
halmazanak. A Theorem 2.2.23 eredményben bizonyitdsra keriil, hogy tetsz6leges d esetén
az univerzdlis spektrum sejtés pontosan akkor igaz minden Z,, X ... X Zy, csoportra, ha a
Fuglede sejtés "parkettdz — spektrélis” irdnya fenndll minden ilyen csoportra.

Ezek utén a feladat megfelels véges csoportban olyan parkettdzé halmazt talalni, ami-
nek nincs univerzalis spektruma. Ez torténik meg a Proposition 2.2.26-ban. Példédt mutat
Z3,-ban olyan 6 elem( parkettdz6 halmazra, ami rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal. A fen-
tiek kovetkezménye a Theorem 2.2.27 tétel: R3-ban van nyilt egységkockaknak olyan véges
unidja, ami parkettdz de nem spektralis.

Tudjuk tehét, hogy a Fuglede sejtés éltaldban nem igaz, de azt is tudjuk, hogy szdmos
specidlis esetben fenndll az ekvivalencia. (Megjegyzendd, hogy 1- és 2-dimenziéban to-
vébbra is teljesen nyitott a probléma.) Mivel a spektrélis halmazok és a komplex Hadamard
matrixok kozott a mar emlitett szoros sszefliggés van, igy ezen esetekben a parkettdzé
halmaz spektralis tehdt Hadamard métrixhoz vezet. Emlitettiik, hogy a komplex Hada-
mard matrixok leirdsa 5-6d rendig ismert, teljes karakterizcié mar a 6 x 6-0s esetben sincs.
Ismertek viszont bizonyos gy(ijtemények, pl. a Tadej-Zyczkowski-t6l szdrmaz6 16 rend-
del bezérélag. Tovabba Dita egy cikkében éltaldnos konstrukciét adott komplex Hadamard
métrixok bizonyos paraméteres csalddjainak elallitdsdra Osszetett dimenzidban. A szerzd
egy cikkében megmutatta, hogy minden Dita-tipust Hadamard matrix eléallithaté a Z9 al-
kalmas parkettézasahoz kapcsolodéan. A disszertdcidban pedig a sz6ban forg6 cikk alapjan
megmutatja, hogy egy Szab6 Sdndortol szarmaz6 parkettazasi konstrukcié nem Dita-tipusu
Hadamard matrixokhoz vezet (Proposition 2.3.5), majd el6éllitja ilyen maétrixok Gij paramé-
teres csaladjait 8,12,16 rendben, amik nem szerepelnek a Tadej-Zyczkowski gytijteményben.

A disszertacié kovetkezd, az el6z6 részhez hasonl6an rengeteg informaciot, 0j ismeretet
tartalmaz6 fejezetének cime: a Delsarte modszer Fourier analitikus formédja. Delsarte neve-
zetes becslése és modszere eredetileg a kovetkezd kérdéssel kapcsolatos: maximum hany n
hosszt binaris sz6 adhat6 meg tgy, hogy barmely kett legaldbb d helyen eltérjen egymas-
t61? Delsarte modszerét és 4ltaldnositdsait nevezetes egyéb problémékban is nagy sikerrel



hasznadltdk. A fejezetben ezen médszer Fourier analitikus megfogalmazasa és alkalmazasai
keriilnek bemutatdsra.

A tekintett probléma a kévetkez6. Adott véges Abel csoport szimmetrikus és a 0-t tartal-
mazo6 A részhalmaza esetén maximdlisan hany eleme lehet egy olyan B csoportbeli rész-
halmaznak, melynek elemei kiilonbségei elkeriilik az A-t (azaz a kiilonbségek mind az
A®U {0}-ban vannak)? Jelolje A(A) ezen szémot és 5(A) a A(A) és a csoport elemszdménak
hanyadosét. Tovabba jelolje A(A) azon B halmazok elemszdmainak maximumat, melyek
elemeinek kiilonbségei A-ban vannak és legyen §(A) a A(A) reciproka. Ezek utin beveze-
tésre kertilnek bizonyos Fourier analitikus mennyiségek, A(A),A~(A),A*T(A),A*(A), me-
lyek az A halmazhoz kapcsol6do, a csoporton értelmezetett bizonyos fiiggvényosztalyok-
kal, elemeik Fourier-transzformaltjaival kifejezett mennyiségek. Ezek koziil a A(A)-t Turdn
konstansnak, a A~ (A) mennyiséget pedig Delsarte konstansnak szokds nevezni. (Megjegy-
zendd, hogy ezekrdl a mennyiségekrdl kidertil, hogy azok valéban csak az A-tél fiiggnek,
az alapcsoporttél nem.)

A f6 eredmények koziil a Theorem 3.1.4 tétel a fenti mennyiségek kozotti nagysagrendi
viszonyokat dllapit meg, ezek kozott szerepel a §(A) < A~ (A) egyenlétlenség, ami a Del-
sarte becslés Fourier analitikus alakja.

A tétel utan f6 problémaként megfogalmazasra keriil, hogy milyen kapcsolat(ok) van(nak)
a forditott irany(ok)ban, lehetséges-e valamilyen gyenge értelemben forditott iranyt egyen-
16tlensége(ke)t bizonyitani. Idevdgo eredmények szerepelnek a Theorem 3.1.6-ban. Ezek-
bél kidertil, hogy a § valamint A~ és A* mennyiségek kozitt a forditott iranyt becslések
még gyenge formaban sem dllnak fenn. Tovéabba kovetkezik, hogy bizonyos esetekben a
6(A) felsé becslésénél lényegesen jobb eredmény kaphaté A~ (A) kiszdémolasaval, mint pl.
a AT (A)-val. A szerz6 szerint ennek az észrevételnek konkrét jelentsége lehet pl. annak
a problémdnak tervezett vizsgalatdban, hogy maximum mekkora lehet egy A C {1,...,N}
halmaz, ha tudjuk, hogy A — A nem tartalmaz k-adik hatvényt (k rogzitett). A fenti té-
tel bizonyitdsa igen Osszetett, tobbek kozott random halmazokra valamint a Z4 diadikus
csoportban vett gombokre és komplementereikre vonatkozé becslések keriilnek benne fel-
hasznéldsra. Ide tartozik, hogy a random halmazokra vonatkozé Theorem 3.1.28 és 3.1.29
eredményekben a A és § mennyiségek nagysagrendjében mutatkozé eltérés vidgossa teszi,
hogy a Delsarte médszer nem mindig ad éles becslést a kivant mennyiségre.

A fentiek mellett szimos eredményt taldlunk a fejezetben arra vonatkozéan, hogy ho-
gyan viselkednek a vizsgalt mennyiségek a halmazelméleti miiveletekkel, algebrai konst-
rukciokkal kapcsolatban, milyen invariancia-tulajdonsdgaik vannak. Ezek koziil kieme-
lend6 a Theorem 3.1.13 tétel, ami bizonyos dualitdsokat allapit meg a tekintett mennyiségek
kozott.

A tovabbiakban alkalmazasok bemutatasara keriil sor mégpedig igen kiilonboz jellegti
problémakkal kapcsolatban. A Theorem 3.2.2 kévetkezményeként a Delsarte médszer alkal-
mazasaval p = 4k + 1 alaku primek esetén a kapcsolodo Paley-gréf s(p) fliggetlenségi sza-
mara vonatkoz6 ismert s(p) < ,/p becslést (ami évtizedek 6ta a legjobb ismert becslés) sike-
riil megjavitani a fenti primek hdromnegyed része esetén s(p) < VP — l-re. Ajavulds nume-
rikusan ugyan minimalis, de a szerz6 esélyt lat arra, hogy a médszer az s(p) < JP —cpt/t
becslést is szolgaltatni fogja.

A kovetkezd alkalmazasi teriilet a kolesonosen torzitatlan bazisok problémakarével kap-
csolatos. A C7 két egységvektordt torzitatlannak nevezziik, ha belsészorzatuk abszoltitér-
téke 1/v/d. Két ortonormalt bazist C4-ben kilcstndsen torzitatlannak (MUB) neveziink, ha
az elso illetve a masodik bazisbdl vett elempdrok mind torzitatlanok. Tébb szempontbol
fontos kérdés annak vizsgélata, hogy adott d dimenziéban mekkora a kélcséndsen torzitat-
lan bédzisok maximalis rendszerének szamossaga. Jol ismert becslés erre a d + 1 (Theorem
3.3.1), primhatvany d esetén pedig tudott, hogy ez a szdm pontosan d + 1 (Theorem 3.3.2).



A nevezetes MUB probléma azt kérdezi, hogy igaz-e ez az dsszefliggés nem primhatvanyok
esetén is. A kérdés sokak dltal intenziven vizsgalt probléma, aminek alapvet$ kvantumin-
formaci6 elméleti motivacidja van.

A fenti kérdés atfogalmazhaté Hadamard maétrixokra. Ha ugyanis egy béazist MUB-
ok egy rendszerébdl rogzitiink és a tobbit eszerint koordinatazzuk, akkor (skdlazds utdn)
komplex Hadamard métrixok egy egymasra torzitatlan (MUH) rendszeréhez jutunk. Ezen
maétrixok oszlopai a T? csoport elemei, melyekkel kapcsolatban a Delsarte médszer alkal-
mazhaté (itt a csoport ugyan nem véges, de kompakt és a modszer kiterjeszthetd erre az
esetre).

Ily médon kapja a szerzd a Theorem 3.3.6-ban a Theorem 3.3.1 egyfajta éltaldnositasat:
C9-beli adott ortonormalt bazis esetén az azt kiegészité egységvektorok tetszdleges olyan
halmazanak, aminek elemei mind torzitatlanok a bazis elemeihez, egymashoz pedig vagy
torzitatlanok vagy ortogonalisak, a szdmossdga legfeljebb d.

Bevezetve komplex Hadamard matrixok Fourier transzformaélfjanak fogalmat a szerz6
megmutatja, hogy ezzel az ortogonalités és torzitatlansag feltételei jol kezelhetd linedris kor-
latozo6 feltételekbe mennek at. Ennek felhasznaldsaval a d < 5 esetben a MUB-okra vonat-
kozé fontos ismert strukturdlis tételekre nyer 1j, elegdns bizonyitast. A Corollary 3.3.9-ben
pedig Haagerupnak az 6tod rend(i komplex Hadamard matrixokat karakterizalé nevezetes
tételére ad rovid bizonyitést.

A kovetkez6 részben nem-létezési tételeket bizonyit. Megmutatja példaul, hogy MUH-
ok d elemszamu (tehat teljes) rendszerében, ha van egy valés elem{i Hadamard matrix, ak-
kor a rendszer tobbi tagjdban egyetlen oszlop sem lehet valés (Corollary 3.3.13), tovabba,
hogy nincs olyan teljes MUH rendszer 6-dimenziéban, ami az Fs Fourier maétrixot tartal-
mazna (Proposition 3.3.14), illetve hogy olyan sincs, ami a Fourier csaldd valamely Fs(a,b)
elemét tartalmaznd (Theorem 3.3.15).

A fejezet utolsé részében a szerzd a Delsarte modszer tovabbi lehetséges alkalmazasait
targyalja kiillonb6z6 problémakra vonatkozoan (egészek k-hatvanyt elkeriild halmazai, egy-
ségtavolsagot elkeriils halmazok IR%-ben, Littlewood szimultan approximéciékra vonatkozé
sejtése). Végiil, a Theorem 3.4.1-ben egy eddig publikélatlan javitdsat adja a Delsarte kor-
latnak, melyrél sejtetni engedi, hogy esetleg komoly alkalmazdsa lehet a MUB problémara
vonatkozéan.

A disszertacié negyedik, utolso fejezetében a jelolt 6sszeghalmazok szamossagaval kap-
csolatos valogatott eredményeit mutatja be. A probléma az additiv kombinatorika kozponti
kérdései kozé tartozik, az itt alkalmazott modszerek tisztan kombinatorikai jellegtiek, nem
hasznalnak Fourier analizist. Az els6 szakaszban egész szamokbdl allé Ay, ..., Ay halmazok
A1+ ...+ Ay Osszege szdmossdganak a hidnyos Ay + ... + A; + Aj4q + ... + A Osszegek
telek szerepelnek (Theorem 4.1.1. és 4.1.2). A {6 Gjdonsdg a kordbbroél ismert eredményekhez
képest az, hogy a szerzé tetszéleges szamu halmazt tekint (k tetsz6leges természetes szam),
igy ad6édnak a kordbban csak kis k-k esetére érvényes eredmények kiterjesztései. Absztrak-
tabb koriilmények kozott is bizonyit szuperadditivitasi tételt (Theorem 4.1.4), nevezetesen
torzidmentes csoportokban. A fejezet egy kiilon szakasza ezen eredmények sajat (tdrsszer-
zokkel k6zos) illetve masok altal kapott altalanositasait targyalja.

A fejezet masodik részében bizonyos R%-beli 6ssszeghalmazok szdmossagara vonatkozé
als6 becsléseket ad meg a szerzd. A f6 eredmény Freiman egy ilyen jellegli lemméjanak
jelentds kiterjesztése (Theorem 4.2.5).

Matolcsi Maté disszertdcidjdban 12 dolgozat eredményeit mutatja be. Ezek koziil 2 6n-
allo, 6 két szerzos, 4 pedig hdrom tarsszerzdvel kozosen irt cikk. Ezen munkak koztl 10-re



eziddig az MTMT szerint 126 fliggetlen hivatkozas sziiletett, a 2 hivatkozas nélkiili dolgozat
2013-ban illetve 2014-ben jelent meg.

A parkettdzds témakorben feldolgozott cikkekre tortént messze a legtdbb hivatkozas,
szam szerint 104. Az sszeghalmazok szdmossdgdra vonatkoz6 dolgozatokra 18, a Delsarte
moédszerrel kapesolatosakra pedig 4 fliggetlen hivatkozas taldlhaté az MTMT-ben. A hivat-
kozasok kozott jelentds részben taldlhatok igen rangos folydiratokban megjelent cikkek, a
teljesség igénye nélkiil néhany foly6iratcim: Adv. Math., ]. Fourier Anal. Appl, J. Funct.
Anal,, ]. London Math Soc., Trans. Amer. Math. Soc. Az elért eredmények elismertsége,
tudomdnyos hatédsa tehat vitathatatlan.

A fentiekkel 6sszhangban a disszertacioban bemutatott teljes munkat, a szerz6nek a Fo-
urier analizis additiv jellegii problémakban valé haszndlatira vonatkoz6 eredményeit igen
magas szinvonalinak tartom. Vizsgélatainak kore széles, mély problémakkal foglalkozik,
amit j6l mutat, hogy a miiben lényeges utaldsok térténnek olyan matematikusok munkaira,
mint a Fields érmes J. Bourgain, T. Tao vagy az operétoralgebrdk elméletének egyik meg-
hatdroz6 kutatéja U. Haagerup. (T. Tao egyébként egy cikkében és egy kbnyvében is hivat-
kozik a disszertaci6 utolsé fejezetében szerepls eredményekre.) A felhasznalt matematikai
apparatus dsszetett, a szerz6 egymastol elvileg tavol esd teriiletek eszkozeit kombindlja és
ér el jelentds eredményeket nehéz, sokak éltal kutatott problémakkal (im. Fuglede sejtés,
Hadamard métrixok, Delsarte modszer, MUB probléma, tsszeghalmazok) kapcsolatban.

A disszertaci6 kidllitdsa példas, rendkiviili gondossdggal megirt munka. Bemutatja a
vizsgalt problémakorok torténetét és a nyert eredményeket ezek Osszefliggésében helyezi
el. Hatalmas informdaciémennyiséget tartalmaz, a prezentdci6 tomorsége nekem néhol meg-
nehezitette a m{i olvasasat, de egyrészt a hiba bennem van, masrészt a szerzd torekedett a
terjedelem korddban tartdsdra, amiért inkdbb dicséretet érdemel.

A disszertaciéval kapcsolatban konkrét kérdést nem fogalmazok meg, megteszi ezt he-
lyettem a szerzd azzal, hogy munkéjaban nagy szamban szerepeltet nyitott problémakat,
emlit lehetséges vizsgalando irdnyokat. Ezekkel kapcsolatban altaldnosségban kérdezem,
hogy milyen el6relépések sziilettek a doktori mi elkészitése 6ta, milyen fontosabb 4j fej-
leményekrsl tud beszamolni (pl. Paley gréfok fliggetlenségi szaméval kapcsolatban sejtett
becslés-javitéds, a Delsarte korlat emlitett javitdsdnak a MUB-problémara val6 alkalmazésa,
stb)?

Osszefoglalva megéllapithat6 és megéllapitando, hogy Matolcsi Mdté a Fourier anali-
zis additiv jellegti problémakban valé felhasznaldsdnak kiilonboz6 tertiletein és az Osszeg-
halmazokkal kapcsolatban fontos eredményeket ért el és érdemben hozzdjarult a szoéban
forgé teriiletek fejlédéséhez. A disszertdcioban bemutatott eredményeket (melyek mind-
egyike a kordbbi fokozatszerzés utan sziiletett) érdekeseknek, értékeseknek és mélyeknek
tartom. Rendkiviili meggy6z6 erével bir szdmomra a matematika kiilonb6zd teriileteirdl
szarmazo eszkozok hasznélata és az elért eredményeknek ugyancsak kiilonboz6 teriilete-
ken valé hasznos alkalmazésa.

A disszertaci6 nyilvanos vitdra tizését és - sikeres védés esetén - az MTA doktori cim
odaitélését Matolcsi Mété részére mindenképpen indokoltnak tartom és messzemenden ta-

mogatom. ?
utu jg
Molnér Lajo

MTA doktora

Hajdtszoboszl6, 2015. dprilis 26.



