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1. fejezet

Bevezetés

A diofantikus egyenletek elméletében az alapproblémak a megoldhatésag eldontése, a meg-
oldasszam vizsgalata és az Osszes megoldas megkeresése. 1970-ben Matjaszevics negativ
valaszt adott Hilbert 10. probléméjara, amennyiben megmutatta, hogy nem létezik min-
den egyes egyenletre érvényes univerzalis eljaras diofantikus egyenletek megoldhatosaganak
eldéntésére. Igy méginkdbb nincs univerzdlis eljdrds a megolddsszdm és az Osszes meg-
oldas meghatarozasara. Ezért kiillonosen jelentosek azok az eredmények, melyek diofantikus

egyenletek egy-egy széles és fontos osztalya esetén adnak valaszt az alapproblémakra.

Rendkiviil értékesek az effektiv végességi tételek, melyek egy-egy egyenlet osztdly va-
lamennyi egyenletére allitjak a megolddsszam végességét és adnak algoritmust az Osszes
megoldas megkeresésére. Ilyen vonatkozasban jelentés attorést jelentettek A. Baker Fields
éremmel dijazott eredményei (1d. [2], [3], [4], [5]), melyekben algebrai szdmok logaritmusa-
inak linedris formaira ad nem-trividlis effektiv alsé becsléseket. A diofantikus egyenletekre
vonatkozo, Baker mddszerrel nyert effektiv eredmények tobbnyire elméleti jelentéségiiek,
rendszerint explicit korlatot szolgaltatnak a megoldasokra a fellépé paraméterek (példaul
a fokszam és egyiitthatok) fiiggvényében. A korlatok azonban til nagyok ahhoz, hogy
konkrét egyenletek megoldasara alkalmazni lehessen Oket. Viszont sok esetben a bizonyi-
tasukra kidolgozott mdodszert mas maddszerekkel, példaul a Lenstra-Lenstra-Lovasz-féle re-
dukciés eljarassal kombindlva, végiil hatékony algoritmust eredményeznek, melyek konkrét
esetekben, nem tul nagy paraméter értékek mellett, szamitogépet is felhasznalva az 6sszes
megoldas meghatarozasat is lehetové teszik.

A klasszikus diofantikus problémdk kezdetben (raciondlis) egész megoldasokkal foglal-
koztak. A nyert eredmények igen sok alkalmazassal jartak. Kideriilt azonban, hogy az
egész megoldasok vizsgdlata soran gyakran egy bovebb gyliriiben, egy rogzitett algebrai

szamtest egészeinek vagy még altalanosabban Un. S-egészeinek a gytriijében kell a meg-
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olddsokat tanulmanyozni. Az ilyen eredmények szamos tjabb alkalmazashoz vezettek egye-
bek kozott az algebrai szamelméletben. Végiil a diofantikus geometria kialakulésa lehetové
és sziikségessé tette az eredmények kiterjesztését Z felett végesen generalt tartomanyok fe-
letti egyenletekre, mely tartoméanyok transzcendens elemeket is tartalmazhatnak Q felett.
Fontos megjegyezni, hogy nem sziikségképpen végesen generalt tartomanyok felett az ilyen
eredmények mar érvényiiket vesztik, ilyen altaldnossagban végességi allitdsok mar nem
bizonyithatok.

Erthetéen, torténetileg minden szinten elOszor ineffektiv végességi tételek sziilettek,
melyek még elméleti értelemben sem szolgéltattak eljarast a megoldasok meghatarozasara.
Késobb, mas modszerekkel, sok esetben kevésbé altalanos, de effektiv eredményeket sikertilt
nyerni.

Alkalmazasok szempontjabdl a legfontosabb egyenlet osztélyok kozé tartoznak az egy-
ségegyenletek és dltalanositasaik, a Thue-egyenletek, a hiper- és szuperelliptikus egyenletek,
valamint a Schinzel-Tijdeman egyenlet. Disszertaciomban a Z felett végesen generdlt tar-
tomanyok felett az emlitett egyenlet osztalyok esetén nyert effektiv végességi tételeimet
foglalom 0Ossze és mutatom be. Mindegyik emlitett egyenlet osztalynak rendkiviil gazdag
irodalma van. Az aldbbiakban roviden ismertetem a legfontosabb korabbi eredményeket,
majd egyszertsitett formaban megfogalmazom a sajat eredményeimet és elhelyezem 6ket
az irodalomban. Eredményeim részletes targyaldsara és pontos megfogalmazasara a 2. és
3. Fejezetben kertil sor.

A tovabbiakban legyen A egy Z-t tartalmazd, Z felett végesen generdlt integritastarto-
many és jelolje K az A hanyadostestét. Ilyen tartomény 7Z, altaldanosabban egy algebrai
szamtest egészeinek vagy S-egészeinek a gytlrlije és még altaldnosabban a Z[z, ..., 2]
tipusu gytrik, ahol zq, ...,z Q felett algebrai vagy transzcendens elemek. Specialisan,
ilyenek a Z[ X1, ..., X,] polinomgytiriik. Ismeretes, hogy minden ilyen A tartomany egysé-
geinek (invertdlhaté elmeinek) az A* multiplikativ csoportja végesen generalt.

Lang utan egy
ar+by=1 |, x,y € A* ismeretlenek (1.1)

alaku egyenletet, ahol a,b € A\ {0}, egységegyenletnek neveziink. Abban az esetben, ami-
kor A egy algebrai szamtest egészeinek gytirtije, Siegel (1921) implicit médon igazolta (1.1)
megolddsszamanak a végességét. Mahler (1933) a végességet A = Z[(py .. .ps) '] tipust
gytirtik esetén igazolta, ahol py, ..., p, kiilonbozé primek. Parry (1950) eredményeibdl Sie-
gel és Mahler tételeinek kozos altalanositasa kovetkezik algebrai szamtestek felett. Végiil
Lang (1960) teljes altalanossagban, tetszéleges végesen generalt A tartomanyok felett iga-

zolta a megoldasszam végességét.
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Lang az (1.1) egyenletre vonatkozé végességi eredményét az
F(z,y)=0 z,y € I' ismeretlenek (1.2)

alaku egyenletekre is kiterjesztette, ahol F' € A[X,Y] egy polinom mely nem oszthaté
egyetlen
XYY" —« vagy X" —aY" (1.3)

alakt polinommal sem, ahol m, n nem-negativ egész szamok, legalabb az egyik nem nulla és
a € T', tovabba I' a K* multiplikativ csoport egy végesen generalt részcsoportja. Konnyen
belathatd, hogy az (1.3) alaku kivételek kizardsa szitkséges. Lang [41], [42] (1d. még [43])

/////

(1.2)-ben T helyett a I'
T:= {a: e K : 3m € Zsy melyre 2™ e I‘}

diviziéesoportjat tekintjitk. Lang sejtését Liardet [46], [47] igazolta.

Az emlitett eredmények valamennyien ineffektivek, a bizonyitasaik a mély de ineffektiv
Thue-Siegel-Roth médszeren alapulnak.

Az (1.1)-re vonatkozo els6 effektiv eredményeket algebrai szamtestek egészeinek gytiriije
felett Gyory (1972, 1974), S-egészeinek gytirtje felett ismét Gyory (1979) nyerte. A Baker-
moédszer felhasznédldsaval explicit felsé korlatot adott (1.1) megolddsainak a magassagara,
amit kés6bb sokan javitottak. Késébb Mason [49] az (1.1)-re vonatkozé effektiv eredmények
effektiv analogjat adta fiiggvénytestek felett.

Specidlis esetben, algebrai szédmtestek felett, Bombieri és Gubler [16] effektivizalta Lang
[39] (1.2) egyenletre vonatkoz6 eredményét.

Gyéry (1983, 1984) egy mddszert dolgozott ki végesen generdlt A tartoményok feletti
effektiv végességi eredmények bizonyitdsara abban az esetben, amikor a tekintett egyenle-
tekre vonatkozdan a megfeleld effektiv végességi tétel mind szamtestek, mind fiiggvénytes-
tek felett mar rendelkezésre all. Egységegyenletek és mas fontos egyenlet tipusok esetén az
A tartomany helyet egy bévebb, de jobban kezelheté B tartomanybdl vett megoldasokra
bizonyitotta allitdsait, a B-re vonatkozé alkalmas effektiv specializaciékkal visszavezetve a
bizonyitast a szamtest és a fliggvénytest esetre. Teljes altalanossagban azonban nem volt
moéd a B-beli megoldasok koziil az A-beli megoldasok kivalogatasara. Ujabban Evertse és
Gyéry (2013) GyOry médszerét Aschenbrenner [1] egy ijabb eredményével kombinélva tel-
jes altalanossdgban effektivizalta Lang (1.1)-re vonatkozé végességi tételét, megmutatva,
hogy az (1.1) egységegyenletnek minden A végesen generdlt tartomény esetén csak véges
sok és effektive meghatarozhaté megoldasa van mind A*-ban, mind a K* egy tetszoOleges,

de effektive adott [' végesen generdlt részcsoportjaban.
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Most roviden Osszefoglalom a disszertaciém targyat képezo, (1.1) és (1.2) egyenletekre
vonatkoz6 eredményeimet.

Evertsével és Gyoryvel kozosen [8] az (1.1) egyenletre vonatkozo, algebrai szamtestek
feletti korabbi effektiv eredményeket kiterjesztettiik arra az esetre, amikor az x, y ismeret-
leneket a ' diviziécsoportjabdl, vagy altalanosabban, a divizidcsoporthoz ”kozeli” pontok
halmazabdl vessziik; 1d. 2.1., 2.2.; 2.4. Tételek és 2.3. Kovetkezmény. Ezek bizonyitasahoz
la — £], alaku kiilénbségekre vonatkozo explicit alsé korlatot adtunk, ahol « # 0 algebrai
szam, &£ egy algebrai szamokbdl allé végesen generalt multiplikativ csoport eleme, v pe-
dig egy tetszoleges place az o szamot és a csoportot tartalmazéd szamtestben. Evertsevel,
Gyéryvel és Ponteauval kozosen [10] pedig az (1.1)-re vonatkozé eredményeket kiterjesz-
tettiik az (1.2) egyenletre; 1d. 2.7., 2.8., 2.9. Tétel. Egyben explicit felsé korldtot adtunk a
megoldasok magassagéara és fokszamara. Ezzel 1ényesen altalanosabb és explicit valtozatat
adtuk Bombieri és Gubler eredményének.

Ujabban, a [7] és [6] egyszerzOs dolgozatokban Evertse és Gy6ry mddszerét hasznalva,
valamennyi korabbi, az (1.1) és (1.2) egyenletek I' illetve I-beli megoldasaira vonatkozé
effektiv végességi eredménynek - a korlatok alakjatol eltekintve - kozos altalanositasat
bizonyitottam tetszoleges, Z felett végesen generalt tartomanyok felett. Ez a disszertaciém
egyik f6 eredménye.

Thue-egyenletekre, valamint hiper- és szuperelliptikus egyenletekre vonatkozdan renge-
teg eredmény sziiletett az elmult évtizedekben. Ezek koziil most csak a legfontosabbakat
emelem ki, melyek eredményeimhez szorosan kapcsolédnak.

Tekintstik el6szor a Thue-egyenleteket. Legyen ismét A egy Z felett végesen generalt
tartomany, F'(X,Y) € A[X,Y] egy binér forma n > 3 fokszdmmal és zérustdl kiilonbozé
diszkrimindnssal, legyen 6 € A\ {0}, és tekintsiik az

F(z,y) =46 |, x,y € A ismeretlenek (1.4)

egyenletet. A klasszikus A = Z esetben Thue (1909) bizonyitotta, hogy az (1.4) egyenletnek
csak véges sok megolddsa van. Ezért az (1.4) tipusi egyenleteket szokéds Thue-egyenleteknek
nevezni. Ezt az eredményt Siegel (1921) altalanositotta arra az esetre, amikor A egy al-
gebrai szamtest egészeinek a gytirtije. Thue eredményét Mahler (1933) kiterjesztette az
A = Z|[(p1-..ps)"] tipust alaptartomdnyok esetére, ahol pi,...,p, kiilonbozé primek.
Parry (1950) a kozos altalanositdsat adta Siegel és Mahler tételeinek. Végil Lang (1960)
ezeket az eredményeket tetszéleges végesen generalt A tartomanyok esetére is kiterjesz-
tette. Az emlitett eredmények bizonyitdsai a Thue-Siegel-Roth médszeren alapulnak, ezért
ineffektivek.
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Az A = 7 esetben az els6 éltalanos effektiv eredményt Baker [2] nyerte az éltala ki-
dolgozott effektiv mddszer segitségével. Eredményét Coates [24] kiterjesztette az A =
Z|(p1...ps)"Y] tipust alaptartomanyok esetére, Kotov és Sprindzuk [59] pedig arra az
esetre, amikor A egy algebrai szamtest S-egészeinek a gytirije. Explicit felsd korlatokat
adtak a megoldasok magassagara, melyeket késébb sokan élesitettek. Mason [49] az emlitett
eredmények analégjat bizonyitotta fliggvénytestek felett. Gyory [34] specializdcids mddsze-
rével a szamtestek feletti effektiv eredményeket altalanositotta végesen generalt, algebrai és
transzcendens elemeket is tartalmazé tartoméanyok egy osztalyara. Itt jegyezziik meg, hogy
az egységegyenletek és Thue-egyenletek elmélete lényegében ekvivalens; Id. pl. Evertse és
Gyory [28].

Evertsevel és Gyoryvel kézosen [9], a mér emlitett Evertse-Gy6ry mddszert [27] fel-
hasznalva, teljes altalanossagban, tetszoleges végesen generalt A tartomanyok felett nyer-
tiink effektiv végességi eredményt az (1.4) egyenletre. Ez az eredmény értekezésem 3.1.
Tétele.

Ezutan tekintsiik az
F(z) =dy™ x,y € A ismeretlenek (1.5)

egyenletet, ahol F(X) € A[X] egy n > 2 fokszdmu polinom, zérustél kiilonbozé diszk-
rimindnssal, m > 2 egész, és § € A\ {0}. Az (1.5) egyenletet az n > 3, m = 2 eset-
ben hiperelliptikus egyenletnek, az n > 2, m > 3 esetben pedig szuperelliptikus egyen-
letnek nevezziik. A hiperelliptikus esetben A = Z mellett Siegel (1926) nyerte az elsé
végességi eredményt. LeVeque (1964) végességi kritériumot adott az (1.5) egyenletre ab-
ban az esetben, amikor A egy szamtest egészeinek gytirtije. Lang (1960) mér emlitett
munkéjaban teljes altaldnossdgban, végesen generdlt tartomanyok felett bizonyitotta (1.5)
megoldasszaméanak végességét.

Az (1.5) egyenletre vonatkozo els effektiv végességi tételt A = Z esetén szintén Ba-
ker [3] nyerte effektiv mdédszere segitségével. Z felett Schinzel és Tijdeman [56] tekintette
el6szor az (1.5) egyenletet abban az éltalanosabb helyzetben, amikor az m kitev is isme-
retlen, és effektiv felsé korlatot adtak az m értékére. Ezért ismeretlen m esetén az (1.5)
egyenletet szokas Schinzel-Tijdeman egyenletnek is nevezni. Trelina [61] és Brindza [18] al-
gebrai szamok S-egészei felett nyertek effektiv korlatokat az (1.5) egyenlet megoldédsainak
magassagara. Mason [49] az emlitett eredmények analégjit bizonyitotta fiiggvénytestek
felett. Végil Brindza [19] és Végso [62] a Gy6ry [34], [35] éltal tekintett végesen generdlt
tartoméanyok felett nyert effektiv végességi eredményt az (1.5) egyenletre és a Schinzel-
Tijdeman egyenletre.

Evertsevel és Gyoryvel kézosen [9], teljes dltalanossagban, tetszéleges Z felett végesen

8
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generalt tartomanyok felett nyertiink effektiv végességi eredményeket az (1.5) egyenletre
és a Schinzel-Tijdeman egyenletre; 1d. a jelen disszertaciéo 3.3. és 3.4. Tételeit. Bi-
zonyitasunkban itt is az Evertse és Gy6ry [27] altal kidolgozott effektiv mdédszert alkal-
maztuk.

Itt jegyezziik meg, hogy Evertse és Gyo6ry a [26] konyviikben maédszeriikkel diszkri-
minans egyenletekre is nyertek effektiv végességi tételeket tetszoleges végesen generdlt tar-
tomanyok felett.

Osszefoglalva elmondhaté, hogy disszertéciém eredményei bizonyos értelemben mér
véglegesek, lezarjak az (1.2), (1.4) és (1.5) egyenletek effektiv végességi vizsgalatat. Ezek
az eredmények kvantitativ formaban kertiltek bizonyitasra, effektiv felso korlatokat szolgal-
tatva a megoldasok méretére. Természetesen fontos feladat marad a megoldasokra nyert
korlatok csokkentése, tovabba konkrét egyenletek megoldasara alkalmazhaté hatékony al-

goritmusok kidolgozasa és a megoldasok meghatarozasa.
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2. fejezet

Eredmények az algebrai szamok

korében

A végesen generdlt tartomanyok koziil fontosak azok, amelyek kizarolag Q-felett algebrai
elemeket tartalmaznak. Ebben a fejezetben azon effektiv eredményeimet foglalom Ossze,
melyek az algebrai esetre vonatkoznak.

Jelolje Q a raciondlis szamtestet, és legyen Q ennek egy algebrai lezartja. Az N-

dimenziés térusz Q-raciondlis pontjainak csoportja nem mas mint a
GNQ) = @)W ={x=(21,...,2n): 2, €Q ,i=1,...,N}

halmaz a koordinatankénti szorzassal mint mfivelettel. Jelélje h(z) az x € Q abszolit Weil
magassagat. Egy x = (z1,...,2x) € (Q)N elem esetén legyen h(x) := SN h(z;) az x
magassaga és [Q(z1,...,zy) : Q] az x fokszdma.

Legyen X a (Q)N egy algebrai részvarietdsa (azaz, Q[X,...,Xy]-beli polinomok
kozos (Q')N-beli zérushelyeinek halmaza) és I' a (Q)N csoport egy végesen generalt
részcsoportja.

Legyen € > 0 val6s szam. Ebben a fejezetben az X részvarietasnak a

T:.= {x € (@*)N : dm € Zwy melyre x™ € F} (I" diviziécsoportja),
T, := {X e (@):3y,ze (@) melyrex =yz, y €L, h(z) < 5},
CTe)={xe @) : 3y,ze @)"

melyre x =yz, y € I, h(z) < (1 + h(y))},

(2.1)

halmazok valamelyikével val6 metszetét kivanjuk vizsgalni. Fontos megjegyezni, hogy a I’

csoporttal ellentétben T, és C(T', ) nem alkot algebrai struktirat.

10
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A (@*)N egy algebrai részcsoportjan egy olyan algebrai részvarietast értiink, mely egy-

ben részcsoportja is a (@*)N

csoportnak. Egy algebrai részcsoport eltoltjan egy xH =
{x -y : y e H} mellékosztalyt értiink, ahol H# a (Q')N egy algebrai részcsoportja és
x € (@)

Az emlitett metszethalmazokkal kapcsolatban szamos ineffektiv eredmény sziiletett.
Poonen [52] munk&jabdl kovetkezik, hogy létezik olyan csak N-tél és X fokszamatdl fliggd

e > 0, melyre X N T, részhalmaza egy
X1H1 U---u XTHT (22)

alakid véges uniénak, ahol x; € T, H; pedig a (@*)N egy algebrai részcsoportja, tovabba
x;H; C X minden ¢ = 1,...,T esetén. Ez lényegében egyesitve magaban foglalja Liardet
[47] és Laurent [44] korabbi eredményeit (akik az X NT esetet vizsgaltdk) valamint Zhang
[63] eredményét (aki az X N {x € (Q)N : h(x) < £} esettel foglalkozott).

Bombieri és Zannier [17] valamint Schmidt [57] Zhang eredményének kvantitativ verzidit
igazoltak, megadva egy kizardlag az N-t0l és X fokszamatol fliggd explicit pozitiv € értéket
és egy szintén csak N-t0l és X fokszamatol fliggd explicit felsé korlatot az eltoltak T
szamara. Késébb Rémond [53] bizonyitotta Poonen eredményének egy kvantitativ verziojét
egy kizardlag N-t6l és X fokszamatdl fiiggd explicit pozitiv e értékkel és egy N-tol, X
fokszamatdl és I' rangjatol fliggod explicit felso korlattal az eltoltak T' szamara.

Legyen X**¢ azon x € X elemek halmaza, melyekre létezik olyan H pozitiv dimenzids
algebrai részcsoportja a (@*)N csoportnak, melyre xH C X, és legyen X0 := X\ X
Evertse [25] igazolta, hogy létezik ¢ > 0, kizarélag N-t6l, X-t6l és T-tdl fliiggd konstans,
hogy X°NC(T, ¢) véges. Ezt Rémond [53] még altaldnosabb forméban bizonyitotta. Abban
az esetben, ha X egy gorbe, Rémond az ¢ bizonyos, csak N-tol, I' rangjatol, X magassagatol
és fokszamatol fiiggs explicit értéke esetén explicit felsé korlatot adott az X0 N O(T,¢)
halmaz szdmossagara; ezt az eredményt késébb Pontreau [51] javitotta (Q°)2-beli gorbék
esetén. Magasabb dimenziés varietdsok esetén hasonld kvantitativ eredmény még nem
sziiletett.

Ebben a fejezetben az X’ részvarietas bizonyos specialis osztédlyai esetén a fenti eredmé-
nyek effektiv verzidit ismertetjitk. Az X NI, metszet vonatkozaséaban ez azt jelenti, hogy
megadjuk az e egy explicit értékét és egy effektiv mdédon kiszamithaté felsé korlatot a (2.2)-
ben szerepld X1, ..., Xy pontok magassigéra és fokszamara. Az XN C(T,¢) tekintetében
ez azt jelenti, hogy megadjuk az ¢ egy explicit értékét és egy effektiv modon kiszamithatd
fels6 korlatot az ebben a metszetben talalhaté pontok magassagara és fokszamara. Megje-

gyezzik, hogy az effektiv eredmények igazolasahoz feltétleniil sziikséges, hogy a fokszamra
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is felsé korlatot adjunk, mivel a tekintett pontok koordinatdi nincsenek benne egy elore
megadott algebrai szamtestben.

Az éltalunk tekintett varietds-osztalyok olyanok, hogy lehetové teszik a logaritmi-
kus formékra vonatkozé nem-trividlis alsé becslések (azaz a Baker-mddszer) hasznélatat.
Harom osztalyra vonatkozéan dolgoztuk ki részletesen az eredményeket. Az N = 2 esetén
a linearis polinom &ltal meghatarozott részvarietas vizsgalata lényegében a kétismeretlenes
altalanositott egységegyenlet megoldasainak vizsgalatat jelenti. Ez a jelen fejezet masodik
alfejezetét alkotja. Masrészt, szintén N = 2 esetén C := {(z,y) € (Q)? | f(z,y) = 0}
alaki gorbéket tekintettiink, ahol f € Q[X,Y] nem binom. Ezt az eredményt a feje-
zet harmadik alfejezete ismerteti. Harmadrészt, (@*)N azon varietdsait tekintjiik, melyek
fi(x) =0,..., fn(x) = 0 egyenletekkel vannak megadva, ahol mindegyik f; polinom vagy
binom vagy trinom. Ezeket az eredményeket a fejezet negyedik alfejezetében targyaljuk,
és a bizonyitasuk nagymértékben a masodik alfejezet ax + by = 1 egyenletre vonatkozd
eredményein alapul.

A fejezetben ismertetett eredmények Jan-Hendrik Evertse, Gyéry Kélman, illetve rész-

ben Corentin Pontreau kollégdimmal kozos eredmények, 1d. [8] és [10].

2.1. Jelolések, elnevezések

Legyen K egy algebrai szamtest, melynek fokszdama d. Jelolje Ok a K egészeinek gytiriijét
és Mk a K place-einek halmazat. Minden v € M esetén definidljuk a | - |, abszolutérték
figgvényt az alabbiak szerint. Ha v végtelen és a 0 : K — C bedgyazasnak felel meg, akkor

|92/d minden x € K esetén, ahol d, = 1 vagy 2 annak megfeleléen, hogy

legyen |z, := |o(z)
o(K) részhalmaza R-nek vagy sem; ha v véges place, amely Ok egy p primidedljanak felel
meg, akkor legyen |z, := N(p)~ "% 2/4 minden z € K \ {0} esetén és |0], = 0. Itt N(p) a
p idedl normajat jeloli, mig ord, = a p kitevéje az (x) féidedl primidedl-faktorizacidjaban.
Egy = € K elem abszolut logaritmikus Weil-magassagat h(x)-szel jeloljik, és az aldb-
biak szerint definidljuk:
h(z) = Z max(0, log |x|,). (2.3)
vEMg
Altalénosabban, ha z € Q, valasszunk egy K algebrai szamtestet, melyre z € K és de-
finidljuk a h(x) mennyiséget a (2.3) szerint. Ez az érték fiiggetlen lesz K valasztasatol.
Megjegyezziik, hogy h(z) = 0 akkor és csakis akkor, ha = € Qj,., ahol Q,, . a Q -beli
egységgyokok csoportja.

Jelolje S az M egy olyan véges részhalmazat, amely tartalmazza az osszes végtelen
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place-t. Ekkor egy x € K elemet S-egésznek neveziink, ha |z|, < 1 minden v € Mk \ S
esetén. A K testbeli S-egészek gytriit alkotnak, amit Og-sel jeloliink. Ennek egység-
csoportjara az OF jelolést hasznaljuk, és a K testbeli S-egységek csoportjanak nevezziik.

Minden v € Mg esetén legyen
P(v) :=2 ha v végtelen,  P(v) := #Ok/p, ha v véges, (2.4)
ahol p, az Ok azon primidealja ami a v place-nek felel meg, és legyen

P := max P(v). (2.5)

vES

A (2.3) definiciébdl és a szorzat-formuldbdl kovetkezik, hogy

1
h(z) =5 > |loglzly| , ha z € O (2.6)
veS
Egy x = (21, 22,...,2y) € (Q)V esetén definidljuk x magassagat a
N

Osszefiiggéssel. Egy € € Q esetén legyen x¢ := (25, ...,4%,). Az x¢ pont csak (Q;,,.)V-beli
elemekkel valé szorzas erejéig van egyértelmiien meghatarozva, ahol @;rs ={p e Q"
Im € Z-y melyre p™ = 1}. Ugyanakkor a h(x%) érték joldefinidlt, és igazak az aldbbi

Osszefliggések:
h(xy) < h(x) + h(y), h(x®) = |€]h(x)  minden x,y € (Q")V, € € Q esetén,

tovabba h(x) = 0 akkor és csakis akkor, ha x € (Q;,,.)~.

Egy L algebrai szamtest és x = (z1,...,2y) € (Q")N esetén hasznalni fogjuk az L(x) :=
L(zy,...,xy) jelolést.

Egy f € Q[X1,...,Xy] polinom esetén jeldlje deg f az f fokszamat, és deg, f :=
ZiN:1 degy, f, ahol degy. az f polinom X; valtozobeli fokszamat jelenti. Tegyiik fel, hogy
ai,...,ag az f nem-nulla egytitthatdi, és legyen K := Q(ay,...,ar). Ekkor f magassdgét
a

h(f)t==y£§;;10g]ggg%!aAv
osszefiiggéssel definialjuk.

Legyen tovabbd log™ = := max(1,logz) minden = > 0 esetén és log” 0 := 1.
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2.2. Altaldnositott egységegyenletekre vonatkozo ef-

fektiv eredmények

Ebben a fejezetben az N = 2 esetet vizsgaljuk, mégpedig abban az igen fontos specidlis
esetben, amikor az X részvarietast egyetlen els6foki polinom definidlja. Ekkor az X
részvarietasnak a I', T, O(T, ¢) halmazokkal valé metszete nem mds, mint a definialé po-
linom &ltal indukalt diofantikus egyenlet I',T'., C(T,¢) halmazokbeli megolddsainak hal-
maza. Mivel most X egy linearis polinommal van megadva, igy 1ényegében egy altalanosi-
tott S-egységegyenlet I', T'., C(T, ) halmazokbeli megoldasait keressiik.

Az irodalomban szamos kétismeretlenes S-eqységegyenletekre vonatkozo effektiv ered-

mény ismert. Ebben a fejezetben az dltalanosabb

a1 + asry =1, (x1,29) € T ismeretlenek (2.7)

egyenletre vonatkoz effektiv eredményeket ismertetek, ahol aj,a; € Q és T a (@*)2 =
Q' xQ (koordindtédnkénti szorzéssal ellatott) multiplikativ csoport egy végesen generélt,
pozitiv rangu részcsoportja. Az erre vonatkozd eredmény alkalmas arra, hogy segitségével
a diszkriminans egyenletre és bizonyos széteso forma egyenletekre vonatkozo ismert effektiv
eredményeket (1d. Gyéry [33], [36] valamint Evertse és Gy6ry [28], [26]) javitsunk, illetve
altalanositsunk.

Valdjaban Jan-Hendrik Evertsevel és Gyéry Kalmannal [8] még ennél is altaldnosabb
effektiv eredményeket igazoltunk (2.7) alaki egyenletekre, melyek (z1,xs) megoldédsai egy

nagyobb csoportbdl, nevezetesen a I' csoport

= {(z1,25) € (Q)?|3k € Zoo : (aF,2%) e}

diviziéesoportjabdl valdk, sét még olyan (zq,z2) megoldasokra is melyek "nagyon kozel
vannak” az ' csoporthoz. Ezek az els ilyen tipusi effektiv diofantikus eredmények az
irodalomban. Eredményeink effektiv fels6 korlatot adnak mind az (z,x2) megoldasok
magassagara, mind a Q(zq,x2) szdmtest fokszdméra (1d. 2.2. és 2.4. Tétel valamint 2.3.
Kovetkezmény).

Ezen tételek bizonyitasa soran felhasznéljuk a (2.7) egyenlet I' csoportbeli megoldasaira
vonatkozo 2.1. Tételt, valamint Beukers és Zagier [12] egy eredményét, mely szerint a (2.7)
egyenletnek legfeljebb két (z1,22) € (Q)? olyan megoldésa van, melyeknek a magassiga
"nagyon kicsi”.

Az imént emlitett eredményeink bizonyitasanak sarokkove egy 1j effektiv alsé korlat

az |1 — o, kifejezésre, ahol a egy rogzitett elem egy adott K algebrai szamtestbél, v
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a K egy place-e, és a & ismeretlen a K* egy rogzitett végesen generalt részcsoportjabol
valé (I1d. 2.5. Tétel). Ennek a Tételnek a bizonyitdsa a Baker-mddszeren alapszik. A 2.5.
Tételiinknek van egy kovetkezménye (1d. 2.6. Tétel) amely hasonlit Bombieri [13], Bombieri
és Cohen [14], [15], valamint Bugeaud [22] (Id. még Bombieri és Gubler [16, Chap. 5.4])
eredményeire, de sok esetben jobb becslést ad azoknal. fgy a 2.5. Tételiinket alkalmazva, a
(2.7) egyenlet megolddsainak magassagara olyan explicit fels6 korlatokat nyeriink, melyek
sok esetben élesebbek azoknal, melyek Bombieri és tarsszerzoi munkajabol levezethetok.

Tekintsiik ujra az
a1x1 + asxe =1, (x1,29) € I ismeretlenek (2.7)

egyenletet, ahol ay,as € Q ésTa (@*)2 egy végesen generalt pozitiv rangu részcsoportja.
Legyen wi = (§&1,m1), -+, Wy = (&, 1) a T'/T s €gy generdtorrendszere (mely nem feltét-
leniil bézis). Ekkor a I' minden eleme felirhaté (wy* ---w?" alakban, ahol xy,...,z, € Z
és ( € I'iors, azaz ¢ koordinatai egységgyokok.

Legyen K := Q(I'), azaz a I' dltal Q felett generalt algebrai szdmtest. Vegyiik észre,
hogy az aj,ay € K feltételt nem koveteltiik meg. Legyen S az My azon legsziikebb
részhalmaza, mely tartalmazza az Osszes végtelen place-t és amelyre wy, ..., w, € (O%)?,

ahol O% a K-beli S-egységek csoportjat jeloli. Legyenek

Qr = h(w1) -~ h(w,),
d:=[K:Q], s:=#S5, P:= meagcp(v).

Jelolje t a Q" &1,...,&,, illetve M, ..., altal generalt részcsoportjainak rangja kozil a
nagyobbat. Mivel I' rangja pozitiv, igy t > 0. Legyenek

cr(r,d, t) == 3(16ed)** (d(log 3d)*)" " (t/e)",
IOg P QF max{log(q (7”, d7 t)SP)7 lOg* QF}? (28)

H := max(h(ay), h(as),1).

A = 26¢,(r,d,t)s

2.1. Tétel. (Bérczes, Evertse és Gyé6ry [8]) A (2.7) minden (x1,z5) € ' megoldédsa
esetén

h(l’l,l‘g) < AH. (29)

Eredménytink specidlis esetként effektiv felso korlatot ad S-egységegyenletek megolda-
sainak magassagara. Mint mar emlitettiik, az elsé ilyen korlatot Gyéry [32] nyerte, melyet

késébb tobb matematikus is javitott. A jelenleg ismert legjobb korldtok S-egységegyenletek
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megolddsainak magassagara Bugeaud és Gyory [23], Bugeaud [22] illetve Gy6ry és Yu [37]
nevéhez flizodnek, mely korlatokkal osszemérhetd eredmény vezetheto le a fenti tételiink
bizonyitasabol.

Most folytatjuk a (2.7) alaku egyenletek vizsgalatat, de olyan (xy, z5) megoldésait te-
kintjiik, melyek egy nagyobb halmazbdl szarmaznak.

Emlékeztetiink, hogy a I' csoport divizidcsoportja a

T = {X € (@)? |3k eZsy melyre x* F} (2.10)
csoportot jelenti. Tetszéleges € > 0 esetén a ' koriili ,, henger”-en illetve ,,csonkakip”-on
pedig a

I.:= {X €e(@)?|3y,zmelyrex=yz, yel,ze (Q)% hz) < 5} (2.11)
illetve

C(T,e) = {x € (@)% 3y,z melyrex =yz, y €T,

. (2.12)
2€ (@) hiz) <=(1+h(y))}

halmazokat értjiik.

A T. halmazt Poonen [52] vezette be, mig a C(T,¢) halmaz definiciéja Evertse [25]
nevéhez flizédik.

Fontos kiemelni, hogy a T, T és C(T,¢) halmazok elemei olyanok, hogy koordinataik
nincsenek benne egy elére megadott szamtestben. fgy ahhoz, hogy effektiv eredményt
igazoljunk diofantikus egyenletek I', T, illetve C(T,e) halamzokbeli megolddsaira nem
elegend6 a megoldasok magassagara korlatot adni, hanem az altaluk generalt szamtest
fokszamat is feliilr6l korlatozni kell.

Rogzitsik az ay,as € @* elemeket és legyenek

K = Q(F)7 Ky := Q(a1>a2>r)'

A d,s,N, H és Qr jelolje ugyanazt mint a 2.1. Tételben, A pedig legyen a (2.8) képlettel
definialt konstans. Legyen tovabba

ho == max{h(&), ..., hé&), h(m), ..., h(n,)},

ahol w; = (&,m;), i =1,...,7 a I'/Tios csoport egy rogzitett generatorrendszere.

Tekintsiik most az
a1 + asre =1 | (z1,75) € T, ismeretlenek (2.13)

egyenletet.
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2.2. Tétel. (Bérczes, Evertse és GyOry [8]) Tegyiik fel, hogy (xi,z2) a (2.13) egy

megoldasa és, hogy

£ < 0.0225. (2.14)
Ekkor
h(xy, 1) < Ah(ay, as) + 3rhoA (2.15)
és
[Ko(x1,22) : Ko] < 2. (2.16)

Az alabbi kévetkezmény a divizidcsoportbeli megoldasokra szolgaltat effektiv fels6 korlatot:

2.3. Kovetkezmény. (Bérczes, Evertse és Gyory [8]) A fenti jelolésekkel és feltéte-
lek mellett legyen (1, x2) az

a1x1 + agry =1 | (z1,72) €T ismeretlenek (2.17)

egyenlet egy megoldasa. Ekkor h(xy,z5) < Ah(ay,as) + 3rhoA és [Ko(zq,x2) : Ko| < 2.

Végil tekintsiik az
a1 + agrg =1 | (z1,22) € C(T,¢) ismeretlenek (2.18)
egyenletet.

2.4. Tétel. (Bérczes, Evertse és Gyo6ry [8]) Tegyiik fel, hogy (x1,z2) a (2.18) egyen-
let egy megoldasa és hogy

0.09
. 2.1
® = RAn(ar, a2) + 20rhoA (2.19)
Ekkor
h([L’l, 5(72) S 3Ah(a1, ag) + 57“h014 (220)
és
[Ko(f[)l,l‘z) . Ko] S 2. (221)

Beukers és Schlickewei [11] dolgozatukban explicit fels6 korldtot adnak a (2.17) egyenlet
megolddsszamara, mig Evertse, Schlickewei és Schmidt [29] eredményébdl explicit korlatok
vezethetdk le a (2.17), (2.13), (2.18) egyenletek tobbismeretlenes altaldnositasainak meg-
oldésszamara. Mint a fejezet elején lattuk a T, és C(T, £) halmazok lényegesen ltaldnosabb
formaban keriiltek bevezetésre (1d. [52], [55]). Rémond az [53], [54] dolgozatokban kvanti-
tativ verzidjat adta Evertse, Schlickewei és Schmidt [29] eredményének Abel-varietdsokra

illetve toruszok részvarietasaira. Ugyanakkor megjegyezziik, hogy a [11], [29] és [52],
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[53], [54], [55] dolgozatok eredményei ineffektivek, azaz nem szolgaltatnak még elméletileg
sem eljarast a megolddsok megkeresésére, mig a fent ismertetett eredményeink effektiv
eredmények.

Az ebben a fejezetben ismertetett Tételek bizonyitasanak sarokkove az alabbi két dio-
fantikus approximécios tételiink.

Legyen K egy algebrai szamtest, melynek foka d, My a K place-einek halmaza, és G a
K* egy végesen generalt multiplikativ részcsoportja, melynek rangjat > 0. Legyen tovabba
{&1,...,&} egy (nem feltétleniil multiplikative fliggetlen) generatorrendszere G-nek, ugy,
hogy &1, ..., &, kozott nincs egységgyok. Legyen

Qc = h(&) - h(&),

és minden v € Mk esetén definidljuk a P(v) értékét (2.4) szerint.

2.5. Tétel. (Bérczes, Evertse és Gyo6ry [8]) Legyen v € Mg, o € K* és tegyiik fel
hogy max(h(«),1) < H. Ekkor minden & € G esetén, melyre o # 1, igaz, hogy

log |1 — afl, > —co(r, d, t)%@c;}[log* (%) : (2.22)
ahol
es(r, d, t) = (16ed)>*?) (d(log 3d)*)" " (t/e).

Specialisan, ha r =t és {&1,...,&} bdzisa GG os-nek, akkor co(r,d,t) helyett (2.22)-ben
co(d, t) = 36(16ed)**5(log" d)? vehetd.

Megjegyezziik, hogy cs(d, t) nem tartalmazza a t* faktort.
Az aldbbi tétel a 2.5. Tétel egyszeri kovetkezménye, mely ugyanakkor alkalmazasok

szempontjabol fontos és érdekes.

2.6. Tétel. (Bérczes, Evertse és Gyo6ry [8]) Legyen a € K* rogzitett és tegyiik fel
hogy max(h(«),1) < H. Legyen tovabba v € Mg, és 0 < k < 1. Ekkor minden £ € G

esetén, melyre a& # 1 és melyre

log |1 — ], < —rh(E), (2.23)
igazak az alabbi becslések:
h(E) < (ear. /) o= Qat o () (2:24)
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és ) |
log P(v) Cell (2.25)

. max (log ((CQ(T, d, t)/ﬁ;)P('U)) ,log* Qg),
ahol co(r,d,t) a 2.5. Tételbeli konstans.

Specidlisan, ha r = t és {&,...,&} bazisa G/Gos-nek, akkor a (2.24) és (2.25)
becslésekben cy(r, d, t) helyett co(d,t) vehetd.

h(§) < 6.4(ca(r,d,t)/K)

A 2.5. és 2.6. Tételek bizonyitasdban a legfontosabb eszkoz a logaritmikus formék
elmélete, azaz a Baker-mddszer. Bombieri [13] illetve Bombieri és Cohen [14], [15] a Thue-
Siegel elvet kiterjesztve, felhasznalva a Dyson Lemmaét és bizonyos geometriai szamelméleti
eredményeket, kidolgozott egy masik effektiv diofantikus approximacios modszert. Bu-
geaud [22], ezt a megkozelitést kovetve és ezt két illetve hdrom logaritmust tartalmazé
formakra vonatkozo alsé becslésekkel kombindlva élesebb korlatot adott, mint Bombieri
és Cohen. A fenti eredményiink jol 0sszevetheté Bugeaud eredményével, és a legtobb pa-

raméterben (kivéve esetenként a H és Q)¢ paramétereket) annél élesebb becslést ad.

2.3. Altaldnositott egységpontok gorbéken

Ebben az alfejezetben C := {(x,y) € (Q)? | f(x,y) = 0} alaki gorbéket tekintiink ahol
f € Q[X,Y] nem binom polinom. Itt egyrészt Bombieri és Gubler [16, p. 147, The-
orem 5.4.5] masrészt Bérczes, Evertse és Gy6ry [8, Theorems 2.1, 2.3 and 2.5] eredményeit
altalanositjuk. FEz utébbi eredmények szerepelnek jelen fejezet masodik alfejezetében is
(Id. 2.1. Tétel, 2.2. Tétel, 2.4. Tétel). Pontosabban szdlva, explicit fels6 korlatokat adunk
azon x pontok magassagara és fokszamara, melyek benne vannak a C halmazban és a
I, I. illetve O(T,¢) halmazok egyikében is. A C N T halmazra vonatkozé eredményiink
lényegében Liardet [46], [47] gorbéken taldlhaté diviziépontok végességére vonatkozé ne-
vezetes eredményének elso effektiv valtozatat adja, abban a specialis esetben, amikor I"
kizardlag algebrai elemeket tartalmaz.

Legyen I' a (@*)2 egy végesen generalt részcsoportja. Jeldlje tovabbé T, T és C(T,¢)
a (2.10), (2.11) és (2.12) alatt definidlt halmazokat. Legyen {wi,...,w,} a ['/Tos egy
bézisa és

ho := max (1, h(wy), ..., h(w,)).

Jelolje K a legkisebb olyan szdmtestet melyre I' C (K*)?, és legyen d := [K : Q]. Legyen

S a K place-einek az a legsziikebb halmaza, mely tartalmazza az Osszes végtelen place-t
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és melyre I' C (O%)?. Ekkor S véges és jelolje s az S szamossdgat. Legyen P a (2.5)-ben
definidlt mennyiség. A tovabbiakban is hasznaljuk a 2.1 alfejezetben bevezetett jeloléseket.

Legyen f(X,Y) € Q[X,Y] egy abszolit irreducibilis polinom, amely nem aX™Y™ — b
vagy aX™ —bY™" alakt semmilyen a,b € Q, m,n € L értékekre. Ez a feltétel természetes
megszoritas, mivel ilyen alakt polinomok esetén mar nem adhaté altaldnos végességi allitas
aCNT,CNT, CNT., CNC(T,¢) halmazokra. Pontosabban, minden ilyen alaki polinom
esetén van olyan végesen generalt I' csoport melyre a fenti metszeteknek végtelen sok eleme

van. Jelolje L a K azon testbdvitését, melyet f egylitthatéi generdlnak. Legyen

0 :=deg, f, H :=max(1,h(f)),
P252
log P

Cy = (e67dPr) s - ==y - log* (max(8dsP, 5h)).

Legyen C C (Q)2 az f(z,y) = 0 &ltal definialt gorbe. Az f-re vonatkozé feltételezésiink

szerint C nem eltoltja a (Q)? egy valédi algebrai részcsoportjanak.

2.7. Tétel. (Bérczes, Evertse, Gy6ry és Pontreau [10]) Minden x = (z,y) € CNT
pont esetén

h(x) = h(z) + h(y) < C1H.

Megjegyezziik, hogy a fenti tételben szereplo korlat nem fiigg az L testtol, eltekintve attol
az implicit fiiggéstél ami a H magassagtol valo fliggésbol adodik.
Az alabbi eredményeket a fenti tétel és (@*)Q-beli gorbéken talalhaté kis-magassagu

pontok szamara adott felsé korlatok kombindlasaval igazoltuk.
2.8. Tétel. (Bérczes, Evertse, GyOry és Pontreau [10]) Legyen
e = (2486(kx;6)5>1. (2.26)
Ekkor minden x € C N T, esetén
h(x) < rhedCy + C1H, [L(x): L] < 2°°6(log §)°.
2.9. Tétel. (Bérczes, Evertse, Gy6ry és Pontreau [10]) Legyen
= = (27610 b)) L rhedCy+ CLH) (2.27)
Ekkor minden x € C N C(T,¢) esetén
h(x) < 2rhodCy + 201 H,  [L(x) : L] < 2°%§(log §)°.
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Megjegyzés. Abban a specidlis esetben, amikor f linedris, (azaz C egy egyenes), a fenti
tételeink lényegében a 2.1., 2.2. és 2.4. Tételeket adjdk, melyek eredetileg a [8] dolgozatban

szerepeltek, csak ott nagyobb e és élesebb felso korlatok mellet keriiltek igazoldsra.

2.4. N-dimenzios varietasok altalanositott
egységpontjai

Ebben az alfejezetben N dimenzids varietasok vizsgalatara forditjuk figyelmiinket.
Legyen I' a (@*)N egy végesen generalt részcsoportja. Jeldlje tovabba T, T és C(T, ¢)
a (2.1) alatt definidlt halmazokat. Legyen {wy,... , w,} a /T egy bézisa és

ho := max (1, h(wy), ..., h(w,)).

Jelolje K a legkisebb olyan szdmtestet, melyre I' C (K*)V, és legyen d := [K : Q]. Legyen
S a K place-einek az a legszlikebb halmaza, mely tartalmazza az osszes végtelen place-t
és melyre I' C (O%)N. Ekkor S véges és jelolje s az S szamossagdt. Legyen P a (2.5)-ben
definialt mennyiség.
Legyen
Xo={xe@): filx)=0,i=1,...,m}

a (@*)N egy rész-varietdsa, ahol fi,...,fm € Q[Xi,...,Xy] nem-konstans polinomok,

melyek mindegyike 2 vagy 3 monombdl all. Legyen

0 := max(deg f1,...,deg fn), H :=max(1,h(f1),...,h(fm))

Jelolje L azt a legkisebb szdmtestet, mely tartalmazza a K testet és az f; (i = 1,...,m)
polinomok minden egytitthatojat.
Az X stabilizatorat a

&mxX):{xe(@ﬁNyxxxgx}

halmazként definidljuk, ahol xX = {xy : y € X}. Stab(X’) nyilvén a (@*)N egy algebrai
részcsoportja, és az X részvarietast definidld fi, ..., f,, polinomok fiiggvényében effektiv
moédon kiszamithato.

Legyenek

, P
C* = (e dPr) ™ (Sho)"s p  log” max(dsP, 6ho) (2.28)

. log
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és

{ Cy = C*N(26)N-1, (2.2

C3 := C* - 2mhg (r4"*1 - d(log 3d)3 - mdhe)" .

2.10. Tétel. (Bérczes, Evertse, Gydry és Pontreau [10])

Tegyiik fel, hogy X a (@*)N egy olyan rész-varietasa, mely teljesiti a fent elbirt feltételeket
és legyen ‘H = Stab(X).

(i) Tegyiik fel, hogy H véges. Ekkor minden x € X NI esetén

h(x) < CyH.
(i) Tegyiik fel, hogy H végtelen. Ekkor X NI lefedheté egy
X HU---UxrH,
alaku véges uniéval, ahol
xHCX, x;€l, h(x;) <C3H mindeni=1,...,T esetén. (2.30)

Az aldbbiakban megfogalmazzuk az X N T, és X N C(T,¢) halmazokra vonatkozé

eredményeinket.

2.11. Tétel. (Bérczes, Evertse, GyOry és Pontreau [10]) Legyen

c e % (2.31)
(i) Tegyiik fel, hogy H := Stab(X) véges. Ekkor minden x € X N T, esetén
h(x) < rho6Cy + CoH, [L(x): L] < 2™V, (2.32)
(ii) Tegyiik fel, hogy H végtelen. Ekkor X NT. lefedhets egy
X HU---UxrH,
alakii véges uniéval, ahol mindeni = 1,...,T eseténx; € XN, x;,H C X, és ahol h(x;) és

[L(x;) : L] feliilrél korlatozhatdk egy kizdardlag a T, f1, ..., fm objektumoktdl fiiggd effektiv

modon kiszamithato konstanssal.

Megjegyzés. Minden tovabbi nélkiil megadhaté lenne explicit alakban a 2.11. Tétel (ii)

pontjaban szereplo korlat, de ez igen bonyolult kifejezés lenne.
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2.12. Tétel. (Bérczes, Evertse, GyOry és Pontreau [10]) Legyen

o 0.03
o 4(5(02(57’]10 + 2CQH) '

(2.33)

Tegyiik fel, hogy Stab(X) véges. Ekkor minden x € X N C(T, &) esetén
h(x) < 2rhodCy + 20,H,  [L(x) : L] < 2™ V§N,

Megjegyzés. Ha H := Stab(X) végtelen, akkor altaldban X N C(T, &) nem feltétleniil
fedhet6 le egy xiH U - - - UxpH alaktd véges uniéval. Valoban, tegyiik fel, hogy dim X’ >
dimH és hogy H N T tartalmaz végtelen rendii pontokat. Valasszunk egy xo, € X pontot
és egy u € HNT végtelen rendii elemet. fgy h(u) > 0 és barmely elég nagy n esetén

h(xg) < e(1 4+ nh(u) — h(xg)) < e(1 + h(u")).

Ezért x := xqu” € xgH N C’(f, g), ami azt jelenti, hogy minden xy € X" esetén xoH tartal-
maz elemeket az CO(T', &) halmazbdl. Ha X N C(T,¢) egy Ul_,x;H alaki véges unié része

lenne, akkor ugyanez lenne igaz X-re is, ami lehetetlen.
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3. fejezet

Eredmények altalanos végesen

generalt tartomanyok felett

Legyen A := Z|z1, ..., 2| D Z egy végesen generdlt tartoméany Z felett. Ebben a fejezet-
ben végesen generalt tartomany felett mindig egy Z-t tartalmazoé tartomanyt fogunk érteni,
mely Q felett algebrai és transzcendens elemeket is tartalmazhat. Az A tartomany felett
tekintett Diofantikus egyenletekre és problémékra vonatkozo elsé végességi eredmények
a mult szdzad kozepén sziilettek. Serge Lang a [40] konyvében és [39] cikkében szamos,
Diofantikus egyenletekre vonatkozé kordbbi (raciondlis egészek vagy algebrai széamtestek
egészei feletti) végességi eredményt altaldnositott A feletti végességi eredményeket igazolva
ezen egyenletekre. Egyebek kozott végességi eredményt igazolt A felett egységegyenletekre,
Thue-egyenletekre, illetve gorbék A-beli pontjaira. Ugyanakkor Lang eredményei inef-
fektivek voltak, azaz nem szolgaltattak még elvi eljarast sem a megolddsok megkeresésére.
Az elso effektiv végességi eredményeket végesen generalt tartomanyok felett tekintett dio-
fantikus egyenletekre vonatkozéan Gyéry Kalman nyerte [34], [35] az 1980-as évek elején,
amikoris kifejlesztett egy 1j effektiv specializicios eljarast. Ez lehetové tette szamara,
hogy bizonyos specialis, nem csupan algebrai elemeket tartalmazd végesen generdlt tar-
tomanyok felett effektiv végességi eredményeket igazoljon kiilonféle diofantikus egyenle-
tekre és problémakra. Gyory ilyen tipusu eredményeket nyert egységegyenletekre, norma
forma egyenletekre, index forma egyenletekre, diszkrimindns forma egyenletekre [34], va-
lamint adott diszkrimindnsu polinomokra és algebrai elemekre [35]. Kés6bb Brindza ha-
szonl6 eredményeket publikalt szuperelliptikus egyenletekre [19] és az altalanositott Cata-
lan egyenletre [20], mig Brindza és Pintér binér formak egyenld értékeire [21], Végsé [62]

pedig a Schinzel-Tijdeman egyenletre nyert ilyen tipust eredményeket.

Evertse és Gy6ry [27] 2013-ban Gydry 1980-as évekbeli mddszerét kombindlta Aschenb-
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renner [1] Gjabb eredményeivel, ezaltal igy kiterjesztve a mddszert, hogy az lehetévé tegye
tetszoleges végesen generalt tartoméanyok feletti effektiv végességi eredmények igazoldsat.
Egyuttal a [27] dolgozatban effektiv végességi eredményt igazoltak ax + by = 1, z,y € A*
alaku egységegyenletekre tetszéleges A végesen generalt tartomanyok esetén.

Ebben a fejezetben egyrészt tetszoleges végesen generalt tartomany feletti Thue-egyen-
letekre, szuperelliptikus egyenletekre és a Schinzel-Tijdeman egyenletre vonatkozé effektiv
eredményeket ismertetek, mely eredmények Jan-Hendrik Evertsevel és Gyory Kalméannal
kozos eredmények, és a [9] dolgozatban jelentek meg. Mdasrészt szintén ebben a fejezetben
ismertetem végesen generalt tartomanyok feletti gorbék egységpontjaira és divizépontjaira
vonatkozo6 effektiv végességi eredményeimet, melyek a [7] és [6] egyszerzOs cikkeimben
keriiltek publikalasra.

3.1. Végesen generalt tartomanyok

Az eredmények megfogalmazasa elott néhany fogalmat és jelolést vezetiink be. Legyen
r>06és A:=17Z[z,...,z] egy nulla-karakterisztikaju végesen generalt tartomany 7Z felett.
Ekkor A tekintheto

AXZIX, ..., X,]/T (3.1)

faktorgytirtinek, ahol Z az R := Z[X1,...,X,] polinomgytirii azon idedlja, amelyik az
f(z1,...,2-) = 0 tulajdonsdgi f € R polinomokbdl &all. Tudjuk tovabbé, hogy ekkor az Z
ideal végesen generdlt, azaz

T=(f,....f) ahol fi,....fieZ[Xy,...,X,] (3.2)

fgy fi,-.., fr lényegében rogziti az A végesen generdlt tartomany egy reprezentacidjat.
Emlékeztetiink, hogy A akkor és csakis akkor lesz 0 karakterisztikaju tartomény, ha Z
primidedl és ZNZ = (). Megadva az T idedl fi,..., f; generdtorait ez a tulajdonsig effektiv
moédon ellenérizhetd (1d. [1] és [38]).

Jelolje K az A hanyadostestét. Azt mondjuk, hogy egy f € R reprezentdnsa az o € A
elemnek, ha f(z1,...,2,) = a. Tovdbba azt mondjuk, hogy egy (f,g) € R? par repre-
zentansa a [ € K elemnek, ha g € 7 (azaz g(z1,...,2) # 0) és % = (3. Hasznalni
fogjuk azt az elnevezést is, hogy f reprezentdlja az « elemet, illetve (f,g) reprezentdlja
a [ elemet. Nyilvan, minden o € A elemnek végtelen sok reprezentdnsa van, és min-
den 8 € K elemhez is végtelen sok reprezentans par tartozik. Ugyanakkor, mivel effektiv

modon eldonthet6 az, hogy R egy polinomja benne van-e R egy adott idealjaban vagy sem
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(1d. [1]), igy az is effektiv médon eldénthetd, hogy két polinom az A tartomény ugyan-
azon elemét reprezentalja-e, illetve, hogy két polinompar ugyanannak a K-beli elemnek a
reprezentans parja-e. Valéban, két f, f/ € R polinom akkor és csakis akkor reprezentélja
ugyanazt az a € A elemet, ha f — f' € Z, és két (f,9),(f',g') € R? polinompdr akkor és
csakis akkor reprezentalja ugyanazt a § € K elemet, ha f¢' — f'g € Z.

Az A elemeit reprezentansaik segitségével fogjuk mérni. Egy f € R polinom esetén
jelolje deg f az f teljes fokszdmat és h(f) az f abszolit logaritmikus magassagat, azaz
egyiitthatoi abszolut értékei maximuménak logaritmusat. Definidljuk tovabbéa egy nem-

azonosan nulla f polinom méretét az alabbiak szerint:

s(f) := max(1, deg f, h(f)).

A konstans 0 polinom esetén legyen s(0) := 1.

A fejezet sordn az O(-) jelolést egy olyan mennyiség helyén hasznaljuk, amelyik c-szer
a zardjelben szereplo kifejezés, ahol ¢ egy effektiv médon kiszamithaté abszolut konstans,
mely az O-szimbdélum minden megjelenése esetén kiilonbozé lehet. A fejezet soran végig

hasznélni fogjuk a log"* a := max(1,loga) (a > 0), és log" 0 := 1 jelolést is.

3.2. Effektiv eredmények diofantikus egyenletekre vé-

gesen generalt tartomanyok felett

Legyen A egy Z-felett végesen generalt tartoméany, amint azt a 3.1 alfejezetben definidltuk.
Ebben az alfejezetben egyrészt Thue egyenletekkel, azaz F(x,y) = 9§, z,y € A, alaki
egyenletekkel foglalkozunk, ahol F' egy binér forma A-beli egytlitthatékkal és ahol 6 az A
egy nem-nulla eleme. Mdsrészt, hiper- és szuperelliptikus egyenleteket, azaz f(z) = dy™,
x,y € A, alaku egyenleteket vizsgdlunk, ahol f € A[X], 6 € A\ {0} és ahol m € Z>o.

A sziikséges végességi feltételek mellett effektiv fels6 korlatot adunk a megoldasok
méretére az m valamint az A, §, F' és f alkalmas reprezentacidinak fiiggvényében. Ered-
ményeink elméleti eljarast adnak az Osszes megoldds megkeresésére. Vizsgaljuk tovabba
a Schinzel-Tijdeman egyenletet, azaz az f(xr) = dy™ egyenletet az x,y € A és m € Z>y
ismeretlenekben és effektiv felsd korlatot adunk az m értékére.

Mint mar emlitettiik, a korabbi effektiv eredmények csak bizonyos specialis végesen
generalt tartomanyok feletti Thue egyenletekre, illetve hiper- és szuperelliptikus egyenle-
tekre vonatkoztak, mig mi nem tesziink semmilyen megszoritdst az A végesen generalt
tartomanyra. Az x,y és m megoldasok méretére adott felso korlataink pedig teljesen tjak,

a specialis végesen generalt tartoméanyok tekintetében is.
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Bizonyitasaink Thue, hiper- és szuperelliptikus egyenletekre vonatkozé korabbi, szam-
test és fiiggvénytest esetbeli eredményeken és a Gyory-féle specializacidk fent emlitett fi-

nomitasan mulnak.

3.2.1. Thue egyenletek

Legyen A egy Z-felett végesen generalt tartomany, amint azt a 3.1 alfejezetben definidltuk.
Tekintsiik az
F(z,y)=46 , r,y€e A ismeretlenek (3.3)

Thue egyenletet, ahol
F(X,)Y)=a X" +a; X" 'Y+ +a,Y" € A[X,Y]

egy binér forma, melynek fokszdma n > 3, diszkrimindnsa Dp # 0, és ahol § € A\ {0}.

Rogzitsiik az ag, ay, ..., a,,d elemek
o, A1, ..., a0, 0 € Z[X1,. .., X,]

reprezentdnsait. Annak érdekében, hogy a & # 0 és D(F) # 0 tulajdonsdgokat ga-
rantdljuk olyan reprezentdnsokat kell vélasztanunk, melyekre & & I és Dp ¢ I, ahol
Dy az F = > i@ X" 7YY polinom diszkriminansa. Ezeket a tulajdonsdgokat effektiv

modon ellenérizhetjiik (1d. példaul Aschenbrenner [1, Theorem A]). Tegyiik fel, hogy

max(deg f1,...,deg fi, deg ap,deg dy, . . ., deg a,, deg S) <d

max(h(fl), T h(ft)7 h<d0)7 h(dl)a cr h(dn)v h((S)) < h7

ahold>1,h>1.

(3.4)

3.1. Tétel. (Bérczes, Evertse, Gyo6ry [9]) A (3.3) minden z,y megoldasanak létezik
olyan Z,1y reprezentansa, melyre

s(7),s(7) < exp (nl(nd)*®°")(h + 1)) . (3.5)

A korlat exponencidlis fliggése az n!, d és h paraméterektol egy szamtestek feletti Thue
egyenletek megoldasaira adott Baker-tipust becslésbol addédik, melyet a bizonyitasban
hasznalnunk kellett. Az r paramétertél valdé tobbszordsen exponencidlis fliggés a poli-
nomgytrkbeli effektiv kommutativ algebrai szamitasokbdl addédik, ami a fent emlitett,
Evertse és Gydry nevéhez {(iz6d6 specializaciés modszer hatterében all.

Most megmutatjuk, hogy a fenti tétel alapjdn a (3.3) Thue-egyenlet effektiv médon
megoldhato.
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3.2. Kovetkezmény. (Bérczes, Evertse, Gydry [9])

Legyenek fi,...,fi € Z[X;,...,X,] adott polinomok, melyekre A egy 7 felett végesen
generdlt tartomdny, és legyenek dy, . .., dn,0 € Z[Xy,...,X,] a Dy, ¢ T tulajdonsdgokat
teljesité reprezentansok. Ekkor létezik egy olyan eljaras, mellyel meghatarozhaté egy po-
linomparokbdl allé véges lista, amelyik a (3.3) egyenlet minden (z,y) megoldasanak pon-

tosan egy reprezentansat tartalmazza.

Bizonyitds. Jeloljik C-vel a (3.5)-ben szerepl6 korlatot. Minden olyan z, 7 € Z[X7, ..., X,]
polinompér esetén, melynek mérete legfeljebb C ellenérizziik, hogy F (Z,7) — b € T igaz-e.
Ezutédn minden olyan Z, 7 par esetén, melyre F(Z,7) — 0 € T igaz, ellendrizziik, hogy Z, 7
modulo Z megegyezik-e valamelyik korabbi parral, és csak akkor tartjuk meg, ha modulo
7 kiilonbozik minden korabban talalt partol. fgy az egyenlet minden z,y megoldasahoz

talaltunk pontosan egy #, 7 € Z[ X3, ..., X,] reprezentanst.

3.2.2. Hiper- és szuperelliptikus egyenletek

Most tekintsiik az
F(x)=dy" r,y € A  ismeretlenek (3.6)

egyenletet, ahol
F(X)=a X" +a X"+ +a, € A[X]

egy n fokszdmu polinom, melynek diszkrimindnsa Dp # 0, és ahol 6 € A\ {0}. Tegyiik
fel, hogy vagy m =2 és n > 3, vagy m > 3 és n > 2. Ha m = 2, akkor a (3.6) egyenletet
hiperelliptikus egyenletnek, mig ha m > 3, akkor szuperelliptikus egyenletnek nevezziik.

Rogzitsiik most is az ag, aq, ..., a,,d valamely
o, A1, . .., n, 0 € Z[X1, ..., X,]

reprezentansait. Annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy 6 # 0 és Dp # 0 legyen az,
hogy se 0 se az [ = Z?:o a; X" polinom diszkrimindnsa ne tartozzon az Z idedlhoz.

Tegyiik fel tovabba, hogy

max(deg fi, ..., deg f;, deg dy, degdy, . .., deg dy, degd) < d 37)

max(h(fl), tro h(ft)7 h<d0)7 h(dl)u Tt h(dn)7 h(é)) < h’
ahold>1,h > 1.
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3.3. Tétel. (Bérczes, Evertse, Gyo6ry [9]) A (3.6) egyenlet minden x,y megolddsanak
létezik olyan ¥,1 reprezentansa, melyre

s(2),s(§) < exp (m3(nd)**°")(h +1)). (3.8)

A Thue egyenlet esetéhez teljesen hasonléan effektiv médon megadhaté egy polinom-
parokbodl allé véges lista, melyben a (3.6) minden (z,y) megolddsanak pontosan egy rep-
rezentansa szerepel.

Kovetkezd eredményiink a Schinzel-Tijdeman egyenletre vonatkozik, ami szintén a (3.6)

egyenlet, de harom ismeretlenben, éspedig az x,y € A és m € Z>, ismeretlenekben.

3.4. Tétel. (Bérczes, Evertse, Gy6ry [9]) Tegyiik fel, hogy a (3.6) egyenletben az F
diszkrimindnsa nem-nulla és n > 2. Legyen x,y € A, m € Zsy a (3.6) egyenlet egy
megoldasa. Ekkor

m < exp ((nd)™* ") (h + 1)) (3.9)
hay € Q, y #0, y nem egységgyok,

m < (nd)**°") hay ¢ Q. (3.10)

Megjegyezziik, hogy a (3.9) alatt taldlhato feltétel sziikséges, ugyanis, ha y nulla vagy

egységgyok, akkor m-re nem adhaté felso korlat.

3.3. Egységpontok gorbéken végesen generalt tarto-
manyok felett

Legyen A végesen generalt tartomany, amint azt a 3.1 alfejezetben definialtuk, legyen K
az A hanyadosteste és A* az A egységcsoportja.
Legyen F' € A[X,Y] egy nem-konstans polinom. Lang [39] egy 1960-as eredménye
szerint az
F(z,y) =0, x,y € A* ismeretlenek (3.11)

egyenletnek csak végesen sok megolddsa van, feltéve, hogy F' nem oszthaté egyetlen
X"Y" —« vagy X™ —aY" (3.12)

alaki polinommal sem, ahol m,n nem-negativ egészek, melyek koziil legalabb az egyik

nem-nulla, és ahol o € A*. Lang bizonyitasa ugyanakkor ineffektiv. A Lang tételében
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megkovetelt feltételek, azaz hogy A végesen generdlt és F' nem oszthatd egyelten (3.12)
alakti polinommal sem, alapvetoen sziikségesek. KEgyrészt, ha A nem végesen generdlt
Z felett, akkor végesség mar nem igazolhatd, masrészt minden olyan F polinom esetén,
amely oszthaté valamely (3.12) alaki polinommal, megadhaté olyan A Z felett végesen
generalt tartomany, melyre a (3.11) egyenletnek végtelen sok megolddsa van. S6t, ha F
oszthaté egy (3.12) alakd polinommal és « teljes d-edik hatvany A-ban, ahol d az m és n
legnagyobb koz0s osztdja, akkor a (3.11) egyenletnek végtelen sok megolddsa van minden A
Z felett végesen generalt tartomany esetén. Bombieri és Gubler [16] (Theorem 5.4.5) Lang
eredményére effektiv bizonyitast adott abban a specidlis esetben, amikor A egy szamtest
S-egészeinek a gytrije, majd ugyanebben az esetben Bérczes, Evertse, Gyory és Pontreau
[10] explicit effektiv felsé korlatot adtak az x,y megolddsok magassagara.

Ebben az alfejezetben Lang fent emlitett nevezetes eredményének effektiv verzidjat is-
mertetem tetszoleges A végesen generalt tartoméanyok felett. Eredményem szerint az A
tartomany és az F egylitthatdinak egy-egy megfeleld reprezentaciéjat rogzitve elméletileg
meghatdrozhat6 a (3.11) egyenlet minden megoldésa a (3.12) feltételnél egy enyhén szi-
goriibb megszorités mellett. Pontosabban a (3.12) feltételben a € K lehet az o € A*
helyett. Lényegében ennek az eredménynek egy kvantitativ verziéjat adom, explicit felso
korlatot adva az x és y megoldasok méretére. A bizonyitds hétterében itt is a Gydry [34],
[35] altal kifejlesztett majd Evertse és Gyory [27] éltal kiterjesztett mddszer all.

Legyen A egy (3.1) formdban megadott végesen generalt tartomany, ahol az Z idealt
generdlé polinomok f1,..., fi € Z[X1,..., X,]. Jelolje K az A hanyadostestét és K annak
algebrai lezartjat.

Legyen F(X,Y) = Z(i,j)el a;; X'Y7 € A[X,Y] egy polinom melynek teljes fokszdma
N :=deg F, és tegylik fel, hogy F teljesiti az alabbi feltételt:

I nem oszthato egyetlen nem-konstans
XYY" —a vagy X" —aY", (3.13)

alakt polinommal sem, ahol m,n € Zs( és a € K.

Ujra megjegyezziik, hogy minden olyan polinom esetén amely nem teljesiti a (3.13) feltételt,
megadhatd egy olyan A 7Z felett végesen generdlt tartomény, melyre a (3.11) egyenletnek
végtelen sok megoldasa van. Tegyiik fel tovabbd, hogy rogzitettik az a;; € A elemek egy-
egy ay € Z[X1,..., X,] reprezenténsat. Legyen F(X,Y) := > Gijyer a;; X'Y7. Tegyik fel,
hogy

deg fi,...,deg fi,dega;; < d minden (i,7) € I esetén

(3.14)
h(f1),...,h(fr), h(a;;) < h minden (i,5) € I esetén,
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ahol d > 1 és h > 1 valds szamok. A disszertaci6 8. fejezetében (1d. még [7]) igazoljuk,
hogy a (3.13) effektiv médon eldontheté adott fi,. .., f; és a;; esetén.

3.5. Tétel. (Bérczes [7]) Legyen A egy végesen generalt tartomany, mint fent, és tegyiik
fel, hogy F teljesiti a (3.13) feltételt. Ekkor a

C:={(z,y) € (A")*|F(z,y) = 0} (3.15)

halmaz minden (z,y) eleme esetén léteznek az x, y, x= és y~! elemeknek olyan &, 1, ¥’ és

iy reprezentacioi, melyekre
s(2), (), s(7), s(§') < exp {(2d) PO (2N) 08N OUT . (4 1)7} (3.16)

Megjegyezziik, hogy a fenti eredmény effektiv abban az értelemben, hogy elméletileg
eljarast biztosit a (3.15) halmaz Gsszes elemének meghatérozasahoz. Valéban, csak véges
sok olyan Z[X7, ..., X,]-beli polinom van, melynek mérete a (3.16) korlat alatt van, és ezek
effektiv médon felsorolhaték. Tovabba, (x,y) € C akkor és csakis akkor teljesiil, ha léteznek
olyan z,9,',y € Z|X1,...,X,] polinomok, melyeknek mérete a (3.16) korlat alatt van, és
amelyekre

i@ —-1,9-97 -1, F(&9) eT. (3.17)

Tehét csak annyit kell tenniink, hogy felsoroljuk az 6sszes olyan (Z, g, Z’, ') polinom négyest
melyre s(Z), s(9), s(Z'), s(y') kisebb a tételbeli korldtnal, és ellendrizziik, hogy (3.17) tel-
jesiil-e. Végiil csoportositanunk kell az Osszes olyan négyest melyben (Z, §) ugyanazt az
(z,y) € (A*)? part reprezentélja és minden csoportbél kivesziink egy elemet. Igy egy olyan

listat kapunk, mely a (3.15) halmaz minden elemére pontosan egy reprezentéciét tartalmaz.

3.4. Diviziopontok gorbéken végesen generalt tarto-

manyok felett

Legyen ismét A := Z[z,..., 2] D Z egy végesen generalt tartomdny és jeldlje K az A
hinyadostestét, K* pedig K nem-nulla elemeinek multiplikativ csoportjat. Jeldlje K a
K algebrai lezartjat, és K aK egységesoportjat. Legyen I' a K* egy végesen generalt
részcsoportja és legyen F(X,Y) € A[X,Y] egy polinom. 1960-ban Lang [39] belatta, hogy
az (3.11) egyenletnél altalanosabb

F(z,y)=0 z,y € ismeretlenek (3.18)
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egyenletnek csak véges sok megolddsa van, feltéve, hogy F' nem oszthatd egyetlen
XYY" — vagy X —aY" (3.19)

alaku polinommal sem, ahol m,n nem-negativ egészek, melyek nem mindegyike nulla,
és a € T'. Lang bizonyitdsa ugyanakkor ineffektiv volt. Bérczes [7] (ez egyben a jelen
disszertaci6 3.5. Tétele is) a teljesen &ltaldnos esetben, végesen generdlt tartomanyok fe-
lett igazolta Lang eredményének egy effektiv valtozatat. Megjegyezziik, hogy az effektiv
eredmények enyhén szigorubb feltétel mellett keriiltek igazolasra mint Lang eredménye.
Nevezetesen a (3.19) feltételben az effektiv esetben o € I" helyett a € K" szerepel.

Jelolje T a I diviziécsoportjat, azaz a
f::{mef*ﬁlmeN, xmef}

altal definialt csoportot. Lang ([41], [42], 1d. még [43]) azt sejtette, hogy a fenti egyenletnek
csak véges sok z,y € I’ megolddsa van ugyanazon (3.19) feltétel mellett, de most a € T
értékeket megengedve. Liardet [46], [47] dolgozataiban igazolta Lang sejtését, de eredménye
ineffektiv volt.

A szamtest esetben Liardet tételének egy effektiv verzidjat Bérczes, Evertse, Gyory és
Pontreau [10] bizonyitotték (1d. egytttal jelen disszertdcié 2.8. Tételét).

Ebben az alfejezetben Liardet tételének effektiv valtozatat ismertetem a teljesen alta-
lanos esetben. Ez Liardet tételének az elsé effektiv valtozata ebben az altaldnossagban.
Az eredmény a [6] egyszerzOs dolgozatomban keriilt bizonyitasra.

Az eredménytlink nem csak effektiv, hanem kvantitativ is abban az értelemben, hogy
explicit felsé korlatot is ad az x,y € I megolddsok méretére. A bemutatott eredmény
kozos dltaldnositdsa Bombieri és Gubler [16, p. 147, Theorem 5.4.5], Bérczes, Evertse,
Gy6ry és Pontreau [10] (1d. jelen disszertacié 2.7. Tétele) valamint Bércezes [7] (Id. je-
len disszertacié 3.5. Tétele) eredményeinek. Tovabbd, az ismertetett eredmény szintén
altaldnositasa Bérczes, Evertse és Gy6ry [8] (Id. jelen disszertacié 2.3. Kovetkezménye)
valamint Evertse és Gy6ry [27] egységegyenletekre vonatkoz6 eredményeinek.

A bizonyitas {6 eszkdze Gyory (1d. [34], [35]) egy az 1980-as években bevezetett effektiv
specializaciés mddszere, pontosabban annak Evertse és Gyory [27] altal 2013-ban finomitott
valtozata. A bizonyitas f6 nehézsége, hogy egyrészt nem csak a megoldasok magassagat,
de a K feletti fokszamét is becsiilniink kell, mésrészt I’ elemeire nem all rendelkezésiinkre
semmilyen kézenfekvo reprezentacio. Kiemelendé még, hogy az irodalomban ez az elso
effektiv végességi eredmény egy tetszoleges végesen generalt csoport divizidcsoportja feletti

diofantikus egyenlet megoldasaira.
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Legyen A :=Z[z,..., 2] egy végesen generdlt tartomany, amint azt a 3.1 alfejezetben
definidltuk, és jelolje K az A hanyadostestét. Legyenek vq,...,7, € K* a K test tetszoleges
nem-nulla elemei, alkalmas (g1, h1),. .., (gs, hs) reprezenténs parok segitségével megadva.
Definialjuk a

I':= {’yil . .Wés

végesen generalt csoportot és annak

li,....l; €L} (3.20)

F'={6eK|3meZy: 6™ €T} (3.21)

diviziécsoportjat.

Legyen I C ZQZO egy nem-iires halmaz, és F(X,Y) = Z(m)el a;; X'Y7 € A[X,Y] egy

polinom amelyik teljesiti az alabbi feltételt:
F nem oszthato egyetlen

X™Y" —a vagy X" — aY"alakd nem-konstans polinommal sem (3.22)

ahol m,n € Zsg és v € K.
Megjegyezziik, hogy minden olyan polinom esetén amely nem teljesiti a (3.22) feltételt,
megadhaté egy olyan T" végesen generalt csoport, melyre a (3.18) egyenletnek végtelen sok
megoldasa van. Megjegyezziik tovabbd, hogy ez a tulajdonsag effektiv modon eldontheto,
amint az szerepel a disszertdcié 8. fejezetében (1d. még [7]). Legyen N := degF az
F teljes fokszama, és tegyiik fel, hogy F' az a;; ((i,j) € I) egyiitthatéinak alkalmas a;;

reprezentansai altal van megadva.

Tegyiik fel tovabba, hogy

{ deg fi,...,deg f;,deggi,...,deggs,deghy, ... ,deghy,dega;; < d
h(fl)a <. 7h(ft)ah(gl)a <. 7h(gs)ah(hl)7 .- ah(hs)7h(d2]) S h’a

ahol (i,j) € I ésd > 1, h > 1 valés szamok.

(3.23)

3.6. Tétel. (Bérczes [6]) Legyen A egy végesen generdlt tartomany mint fent, és T' az
imént definidlt diviziéesoport. Legyen F(X,Y) € A[X,Y] egy polinom, amelyik teljesiti a
(3.22) feltételt. Definidljuk a

C:={(z,y) € (T)*|F(z,y) = 0} (3.24)

halmazt.

(i) Ekkor létezik olyan m pozitiv egész, melyre

m < exp { N®(2d)*{O 0T} (p 4 1)%} (3.25)
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ahol C3 egy alkalmas, effektiv médon kiszamithaté konstans, Ugy, hogy erre az m értékre
2™ el és ym el minden (z,y) € C esetén.

(ii) Pontosabban, létezik egy olyan Cjy effektiv médon kiszamithato abszoliit konstans, hogy

minden (x,y) € C esetén léteznek olyan ty ., ..., ts ., t1y, ..., s, egészek, melyekre
tiwstiy < exp {exp {N12(2d)e"p{c‘*(r+s)}(h +1)*}} (3.26)
mindent =1,...,s, értékre, és
g = Ayl Y™ =AY Al (3.27)
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