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A dolgozat halmazelméleti topoldgiai kérdéseket vizsgdl, azaz topologikus
terek kiillonbozo szamossaginvariansai kozotti osszefiiggéseket. Ezek az in-
variansok természetesen nének ki a klasszikus altalanos topolégia fogalmaibdl,
mint példaul az els6 megszamlalhatésaghdl a karakter, a szeparabilitasbél
a siriiség (d(X), a legkisebb X-ben stiri halmaz szamossaga), stb. lgy
adodnak kiilénbozo szamossagok, amelyek tanulmanyozasahoz, egyenlotlen-
ségek igazolasdhoz a halmazelméleti és topoldgiai mddszerek egyarant sziik-
ségesek. Egy tipikus invaridns a szilik-ség (tightness): egy X topologikus tér
h(X) sziik-sége a legkisebb k szdmossdg amire igaz, hogy ha A C X ésx € A,
akkor van legfeljebb s szdmossagi B C A, amire x € B teljesiil.

A kovetkezOokben ismertetem a dolgozat fontosabb eredményeit.

Az 1. fejezet féeredménye a kovetkezo: ha k > w regularis szamossag,
X kompakt T5 tér, amiben van k hosszu szabad sorozat, akkor X-ben van x
hosszu konvergens sorozat is (1.2. Tétel). (Egy {z : a < k} sorozat szabad,
ha {25 : 8 <a}nN{xs:a<p <k} =0 teljesil minden o < k-ra.) E nehéz
tétel nemcsak 6nmagaban érdekes, de fontos eredmények vezethetok le beldle.

Ezek egyike a Husek egyik problémajat megoldo6 1.5. Kovetkezmény: ha V'
egy, a kontinuumhipotézist kielégité ZFC-modell és W bel6le Cohen-valésok
hozzdadasaval keletkezik, akkor W-ben teljesiil a kovetkezo allitds: ha X
kompakt T tér, amire igaz, hogy ha H C X% — A, |H| > Ry, akkor van
A-nak U kornyezete, hogy |H — U| > Ny, akkor X metrizdlhat6. Itt A az
X x X tér {(x,z) : x € X} diagonalisat jeloli.

Egy mésik érdekes alkalmazas rovid bizonyitast ad Juhasz kovetkezd
tételére: ha 22" = K (azaz 2° = k't és 2°" = kTT), akkor minden x*+-nal
nagyobb szamossdgu kompakt tér tartalmaz «* vagy k™t szdmossdgu zdrt
alteret (1.7. Kovetkezmény).

Az 1.8. Tétel szerint, ha teljesiil a & halmazelméleti elv és X megszam-
lalhatéan kompakt, végtelen T, tér, amiben nincs nemtrividlis konvergens




w-sorozat, akkor van N; szdmossdgi altér, amiben minden (relative) nyilt
halmaz megszamlalhaté vagy ko-megszamlalhato.
Legyen g(X) a kovetkezd szamossagfiiggvény:

g(X) = sup {|?| Y CX diszkrét} :

A szerz6 1j bizonyitast ad A. Dow kovetkezo6 tételére: ha X megszamlalhato
sziik-ségli kompaktum, akkor |X| < g¢(X)® (1.10.(i) Allitds). Tovabba
beldtja, hogy ha 2% < k™ teljesiil minden k végtelen szdmossdgra és X
megszamlalhato sziik-ségli kompaktum, akkor van benne D diszkrét altér,
amire |D| = | X (1.13. Tétel).

Tkacenko eredményeit megjavitva, a szerzo a kovetkezoket igazolja: ha az
X topologikus tér inicidlisan k-kompakt és k D-altér lefedi, akkor X kompakt
(1.14. Tétel). (Egy X tér D-tér, ha barhogy vélasztunk ki minden z € X
ponthoz egy U, > x kornyezetet, van D diszkrét, zart altér, amire X =
U{U, : © € D}.) Tovdbbd, ha az X kompakt T3 tér x balszeparalt halmaz
unidja, ahol x els6 kategdriaju halmaz unidja sosem adja ki a valés egyenest,
akkor X szétszort (1.17. Tétel).

Vezessiik be a kovetkezo szamossagfiggvényt:

dis(X) = min{x : X k diszkrét altér unidja} .

Egy F halmazrendszert \-eldgazonak neveziink, ha F-nek van A kiilonb6z6
részcsaladja, diszjunkt metszetekkel. A szerz6 belatja, hogy ha X kompakt
tér, amiben van zart halmazoknak egy A-eldgazé csalddja, akkor dis(X) > A
(1.31. Tétel). Ennck kovetkezménye a Cech-Pospisil tétel kovetkezd dltalano-
sitasa: ha X kompakt Hausdorff tér, amiben minden pont karaktere legalabb
k, akkor dis(X) > 2% (1.32. Kévetkezmény).

Ha A végtelen részhalmaza az X térnek, nevezzilk x € X-et A teljes
akkumuldcids pontjdnak, ha minden U > x kornyezetére [UNA| = |A|. Az X
tér k-kompakt, ha minden A C X | |A| = k halmaznak van teljes akkumulécids
pontja.

Ha p < k < A szdmossagok, A reguléris, akkor ®(u, k, ) jeloli a kévetkez6
kombinatorikus allitast: van {S¢ : £ < A} C []* csalad, hogy minden A €
[k]<F-ra [{€ : [Se N A| = u}| < A. Ezutan a szerz6 a kévetkez6 interpolacids
tételt igazolja: ha ®(u,k, ) teljesiil, az X tér p-kompakt és A-kompakt,
akkor r-kompakt is (1.36. Tétel). Shelah pcf-elméletének egyik eredménye
segitségével igazolhat ®(cf(k), k, k) minden szinguldris s-ra (1.38. Tétel).
Ebbdl viszont a kovetkezo &llitds vezetheté le: ha X k-kompakt minden
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k > Ny reguldris szdmossagra és K = N, -ra, akkor minden k£ > Ng-ra k-
kompakt (1.40. Tétel). Az 1.42. Tétel Arhangelszkij egy meglepd tételét
erositi: ha X 77 tér, ami k-kompakt minden Ny-nal nagyobb x szamossagra
és rendelkezik a wD tulajdonsaggal, akkor van kompakt C' C X halmaz, hogy
minden nyilt U D C halmazra | X — U| < R,,.

Kaliberekre vonatkozo tételeket talalunk a méasodik részben. Ha X tér,
akkor a r végtelen szamossag kaliber (jelben x € Cal(X)), ha x nyilt halmaz
kozott mindig taldlhatd x nemiires metszettel. Ennél finomabb fogalom a
par-kaliber: ha A < k, akkor (A, k) € Caly(X), ha k nemiires, nyilt halmaz
kozott valamelyik A metszete nemiires, illetve a harmas kaliber: ha p < A <
Kk, akkor (u, A\, k) € Calz(X), ha xk nemiires nyilt halmaz koézott mindig akad
A, melyek kozott barmely < p metszete nemiires.

A 2.2. Tétel szerint, ha X-ben nincs A hosszi szabad sorozat és (A, A\, k) €
Calz(X), akkor van i < k, hogy X-ben van p=* szdmossdgu sfirti halmaz.

A szamos kovetkezmény kozil taldan a legérdekesebb, hogy ha N, erés
limesz, az X tér olyan, hogy benne zart halmazok w hosszi n6vo sorozatanak
uniéja is mindig zért, minden R, kaliber (1 < n < w), akkor X szeparabilis
(2.6. Kovetkezmény).

A 2.2 szekcié a kovetkezO két érdekes és nehéz tétel bizonyitasat tar-
talmazza: Ha X = U{C, : a < k}, ahol minden C, kompakt és nincs
benne x hosszu szabad sorozat, k € Cal(X), akkor d(X) < r (2.8. Tétel).
Tegytik fel, hogy 1 < k megszamlalhaténdl nagyobb szamossédgok, X k-nél
kevesebb olyan kompakt altér unidja, amiben nincs p hosszi szabad sorozat,
(i, k) € Caly(X), akkor d(X) < k (2.9. Tétel).

A harmadik rész eredményeinek megfogalmazasahoz elGszor is emlékezte-
tek arra, hogy egy X tér m-bdzisa nemiires, nyilt halmazok olyan B rendszere,
hogy minden nemiires halmaznak részhalmaza B valamelyik eleme. B, lokdlis
m-bdzis, ha ugyanezt a p-t tartalmazé nyilt halmazokra tessziik fel. Ezutan
p m-karaktere, mx(p, X), a legkisebb ilyen B, szamossaga ¢s

7x(X) =sup{mx(p,X) :p € X}.

Jelolje prx(X) a sup mx(Y) mennyiséget, ahol a szuprémumot X folytonos
Y képeire képezziik. Legyen tovabba

msw(X) = mgnsup {B € B:pe B}
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ahol B X m-bézisain fut végig. A rész els6 féeredménye Sapirovszkij egy
eredményének kovetkezd dltalanositdsa: ha X Tyihonov-tér, akkor msw(X) <
prx(X) (3.2. Tétel).

A 3.13. Tétel a kdvetkez6 implikaciét igazolja: ha az X topologikus térre
d(X) < mx(X)T teljestil, akkor wsw(X) < wx(X) is igaz.

Ami mwsw(X) konkrétabb értékeit illeti, van elsé megszdmlalhaté, null-
dimenzids X0 szamossigi X Ty tér, amire wsw(X) > N, (3.14. Tétel). A
modszer apro javitasaval N, ,; szamossagu példa adhatd. Kérdés, megad-
haté-e N, szamossagi vagy N,-nal kisebb ilyen tér. A szerzd ramutat arra,
hogy a két kérdés ekvivalens, legalabbis, ha 2% < N, (3.17. Tétel).

A harmadik rész befejezése egy olyan mddszert ir le, amelynek segitségével
P(w) alkalmas részcsalddjabdl els6 megszamlalhatd, nulldimenziés Hausdorff-
teret konstrudlhatunk (3.21. Tétel). A halmazcsaldd megfelel$ tulajdonséga
esetén e tér Ny szamossagu, oroklodéen Lindelof, Ny kaliber®i és nincs pont-
megszamlalhaté m-bazisa, tovabba a sziikséges tulajdonsagu halmazcsalad
létezése kiforszolhaté (3.26. Tétel). E konstrukcié Tkacsuk szamos kérdését
valaszolja meg.

Egyszertien igazolhaté allitas, hogy ha X, Y topologikus terek és f : X —
Y folytonos fiiggvény, akkor f kompakt halmazt kompaktra és Osszefliggd
halmazt Osszefiiggore képez. A negyedik fejezet azzal a kérdéssel foglalkozik,
hogy mikor fordithaté ez meg, azaz, mikor koévetkezik a kompaktsig és
Osszefliggdség megmaradasabdl a folytonossag. Nevezziik ezeket a fliggvénye-
ket megdrzdknek (preserving) és jeloljik Pr(X,T;)-vel azt az allitast, hogy
ha Y T; tér, f: X — Y megorzo, akkor f folytonos.

E. R. McMillan kordbban belétta Pr(X, Ty)-t, ha X Hausdorff, lokdlisan
osszefliggd, Fréchet tér.

A szerz6 elOszor is megjegyzi, hogy bizonyos esetekben elég az f : X —
I = [0,1] figgvényeket vizsgalni: ha f : X — Y megérz6 fiiggvény, ahol YV
T3% és f nem folytonos p € X-ben, akkor van I-be képezd ilyen fiiggvény.

Ezutan a McMillan tétel egy részben lokalis valtozatat adja: ha X loka-
lisan osszefligeé Hausdorff-tér, p Fréchet-pont X-ben, Y T. 31 és f: X =Y
megorzé fiiggvény, akkor f folytonos p-ben (4.9. Tétel). A szerzé felveti
a kérdést, hogy ez igaz marad-e, ha a lokalis Osszefiiggdséget csak p-ben
koveteljitk meg (4.10. Probléma). Kimutatja, hogy a vélasz ,,igen”, ha p-rol
még megkoveteljiik, hogy (ay)-pont, azaz ha {A,, : n < w} megszamlalhatéan
végtelen, p-hez konvergdlé halmazok, akkor van olyan B, szintén megszam-
lalhatéan végtelen, p-hez konvergalé halmaz, ami végtelen sok A,-be metsz
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(4.12. Tétel).

Egy masik részeredmény (4.13. Tétel) azzal a pluszfeltétellel adja meg
az ,,igen” valaszt, hogy p karaktere legfeljebb kontinuum. Ha p karaktere
legfeljebb Ry, akkor elég Y-rél annyit feltenni, hogy T3 (4.15. Tétel).

Egy X tér egy = pontjat szekvencidlisan dsszekothetének (SC) neveziink,
ha x, — x esetén van {x,, : k < w} végtelen részsorozat, hogy minden
T, Osszekothetd x-szel egy Osszefiiggd halmazzal. X SC, ha minden pontja
az. A 4.21. Tétel szerint, ha f : X — Y megérz6 figgvény, Y T, akkor f
szekvencialisan folytonos X minden SC pontjaban.

Nevezziink egy f: X — Y fliiggvényt gyengén szekvencidlisan folytonos-
nak az * € X pontban, ha x, — z esetén, ha f egyik x, pontban sem
lokélisan konstans, f(z,) — f(x) teljesiil. Az z € X pont felfijhaté (inflat-
able) ha z,, — z, z, # = (n < w) esetén van {z,, : k < w} részsorozat és
Uk 3 z,, kornyezetek, hogy U, — = (azaz  minden kornyezete véges hijan
az Osszes Uy-t tartalmazza).

A 4.27. Tétel szerint, ha f : X — Y megorz6, X lokalisan Osszefiiggo,
Y T,, x € X felfajhaté, akkor f gyengén szekvencidlisan folytonos z-ben.
Tovébbd, ha f: X — [0, 1] megérzo figgvény, X lokdlisan Osszefliggd Ty tér
és x € X halmaz-Fréchet pont, akkor f gyengén szekvencidlisan folytonos
x-ben (4.29. Tétel).

A 4.2. alfejezetben azt igazolja a szerzo, hogy ha f : X — Y megorzo,
akkor f folytonos X minden s-pontjaban, feltéve, hogy

(a) X lokalisan Osszefiiggé SC-tér és Y regularis (4.30. Tétel), vagy

(b) X lokalisan Osszefiiggd és felfujhato Ts tér és Y Tj tér (4.32. Tétel),
vagy

(c) X lokélisan Osszefiiggd, halmaz-Fréchet T3 tér és YV Ty tér (4.34.
Tétel).

A kovetkezé alfejezet hasonld tulajdonsagot igazol arra az esetre, ha X
Osszefiiggd, lokalisan Gsszefliggo terek szorzata és olyan pontbeli folytonossag-
rol van sz0, ami egy bizonyos jatékbeli nyerd stratégia létezésével jellemezheto
(4.44. Tétel).

A 4.4. alfejezetben a szerzé azt a kérdést vizsgalja, hogy ha X lokalisan
Osszefiiggd és szekvencidlis vagy kompakt, akkor igaz-e Pr(X,T5), esetleg
Pr(X, T3%)? Mindenesetre Pr(X, T3) teljesiil, ha X szekvencidlis SC tér (4.53.
Tétel).



A dolgozat egyik legérdekesebb és legcsavarosabb bizonyitasu tétele a
kovetkez6t mondja ki: ha X lokélisan Osszefliggd tér, amiben minden nem
zart A C X halmazhoz van olyan megszamlalhatéan kompakt C' C X altér,
hogy AN C nem relative zart C-ben és f : X — Y megdrz6 fiiggvény, akkor
f nem szakadhat pontosan egy pontban. Ha még X T3 is, akkor a szakadasi
pontok halmaza 6nmagaban stirt (4.55. Tétel).

Ezutén a szerzo igazolja, hogy ha X lokélisan Osszefiiggd, kompakt Ts tér
megszamldlhaté sziik-séggel, amire |X| < 2P és nincs p diszjunkt nemdiires
nyilt halmaz X-ben, akkor Pr(X, Ty) teljesiil. Itt p egy jolismert szdmossag-
invarians: a legkisebb A C [w]“ szdmossaga, ami véges metszet tulajdonsigu,
de nincs H € [w]*, hogy H C* A teljesiil minden A € A-ra.

A 4.5. zardszekcio egyetlen tétel bizonyitasat tartalmazza: ha X Ty tér
és Pr(X,T1) teljestil, akkor X diszkrét (4.63. Tétel). Azaz, mint oly sokszor,
a 17 eset joval kevésbé érdekes.

A fenti attekintésbol feltehetéen vilagosan latszik, hogy a gondosan, vi-
lagosan megirt értekezés hatalmas mennyiségii eredményt mutat be a hal-
mazelméleti topoldgia kiillonbozo teriileteirdl. A bizonyitasok a vizsgalt to-
poldgiai struktirdk kombinatorikus halmazelméleti eszkozokkel (példaul hal-
mazrendszerek vizsgalataval) torténd elemzésével torténnek. A tételek érde-
kesek, nehezek és szépek. A szerzo sikeresen oldott meg szamos, masok altal
felvetett problémat, illetve altaldanositotta masok eredményeit.

Ezek alapjan a védés kitlizését és az MTA doktora cim megadasat melegen
javaslom.

Komjath Péter
az MTA rendes tagja



