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I. A kit½uzött kutatási feladatok

Az értekezés célja a szerz½o mátrixalgebrákkal kapcsolatos kutatásainak a bemutatása.
A különböz½o gy½ur½uk feletti mátrixalgebrák alapvet½o jelent½oséggel bírnak az algebra hagyo-
mányos fejezeteiben (csoportok és véges dimenziós algebrák reprezentáció-elmélete, féligegy-
szer½u gy½ur½uk struktúraelmélete, stb.). Hasonló a helyzet a polinom-azonosságokat kielégít½o
ún. PI-gy½ur½uk (algebrák) elméletében.
Az értekezés eredményei négy f½o téma köré csoportosíthatóak, amint azt a fejezetekb½ol
láthatjuk. A négy rész között a lényegi kapcsolatot a mátrixalgebrák jelentik. Az els½o és
második rész esetében ez már a címek alapján nyilvánvaló. A harmadik részben hálóelméleti
eszközöket használunk a nilpotens mátrixok Jordan normálalakjának egy olyan meglep½o ál-
talánosítására, amelynek bizonyos következményei a negyedik részben kerülnek felhasználásra.
A negyedik részben endomor�zmusok centralizátorait és zéró-centralizátorait vizsgáljuk.
Mivel egy véges dimenziós vektortér endomor�zmusait az alaptest feletti teljes mátrixalgeb-
rának tekinthetjük, ezért a centralizátorokról és a zéró-centralizátorokról szóló eredmények
természetes módon a mátrixokra is vonatkoznak. További lényeges kapcsolódási pont a
mátrixokhoz az, hogy egy modulus endomor�zmus-algebrájában a centralizátorokat bizonyos
mátrixalgebrák homomorf képeként kapjuk meg.
Az els½o, a második és a negyedik rész között további kapcsolatot adnak az asszociatív algeb-
rákon teljesül½o polinom-azonosságok. Az algebrán belül az értekezésben érintett témakörök
els½osorban az asszociatív algebrák (gy½ur½uk) ún. PI-elméletéhez tartoznak. A negyedik rész
az algebrák (gy½ur½uk) struktúraelméletéhez is kapcsolódik.

I.1. Irányított gráfok és mátrixalgebrák Euler-féle polinom-azonosságai

Az értekezés I.1 részének célja az Euler-féle polinomok és a mátrixalgebrák ezekhez kapcso-
lódó azonosságainak bemutatása. Az alábbiakban ennek a résznek a legfontosabb el½ozményeit
ismertetjük.
A nulla karakterisztikájú K test feletti algebrák PI-elmélete nagyon kidolgozott és számos,
a matematika egészét tekintve is, jelent½os eredményt tud felmutatni.
Kaplansky, Posner és M. Artin klasszikus tételei szerint ([Ar],[Ka],[Po]), ha egy PI algebrán
további természetes feltételek teljesülnek (féligprimitív, féligprím, Azumaya), akkor ez a
gy½ur½u ugyanazokat az azonosságokat teljesíti mint valamilyen n � 1 egészre az Mn(K) teljes
mátrixalgebra. A Razmyslov-Kemer-Braun tétel ([Br],[Ke1],[Ra2]) azt mondja ki, hogy egy
végesen generált (a¢ n) PI-algebra Jacobson-radikálja nilpotens.
Tekintsük most a nem kommutatív x1; x2; : : : változók végtelen sorozata által generált
K hx1; x2; : : :i szabad asszociatív K-algebrát, amely ugyanezen változók nem kommutatív
K-beli együtthatós polinomjaiból áll. Azok a polinomok, amelyek egy adott K-algebrán
azonosságot adnak, egy ún. T-ideált alkotnak a K hx1; x2; : : :i algebrában, a T-ideálok zár-
tak az összes endomor�zmusra (azaz a behelyettesítésekre) nézve. Ez megfordítva is igaz,
minden T-ideál valamilyen asszociatív algebrán teljesül½o azonosságokból áll. A T-ideálok és
az asszociatív algebrák varietásai (azonosságok által de�niált osztályai) között kölcsönösen
egyértelm½u kapcsolat van.
Amitsurtól származik a K hx1; x2; : : :i-beli prím T-ideálok leírása ([Am2]), ezek pontosan az
Mn(K) teljes mátrixalgebrákon (az n � 1 egészekre) teljesül½o azonosságok által meghatáro-
zott T-ideálok. Egy tetsz½oleges I C K hx1; x2; : : :i T-ideál

p
I = ff 2 K hx1; x2; : : :i j fm 2 I valamilyen m � 1 egészreg
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radikáljához létezik olyan n � 1 egész, amelyre
p
I = T (Mn(K)) teljesül ([Am1]).

A T-ideálok Kemert½ol származó monumentális struktúraelmélete ([Ke2],[Ke3]) vezetett a
híres Specht-probléma megoldásához, amely szerint minden T-ideál végesen generált (mint
T-ideál). Másképpen fogalmazva ez azt jelenti, hogy minden polinom-azonosságot kielégít½o
K-algebra esetén létezik ennek az algebrának véges sok olyan azonossága, amelyekb½ol az
összes többi következik.
Egy végesen generált K-algebrán teljesül½o azonosságok T-ideálja megegyezik valamilyen
véges dimenziós K-algebra azonosságainak T-ideáljával, tehát azonosságokat használva a
végesen generált és a véges dimenziós algebrákat nem tudjuk egymástól megkülönböztetni.
Ennek az eredménynek fontos következménye az, hogy bármely végesen generált relatív
szabad algebra beágyazható az alaptest alkalmas b½ovítése feletti teljes mátrixalgebrába.
Megjegyzésre érdemes, hogy ha egy algebra teljesíti az Mn(K) teljes mátrixalgebra összes
azonosságát, attól még nem lesz beágyazható egy kommutatív gy½ur½u feletti teljes mátrixal-
gebrába ([Am3]).
A prím és féligprím ideál de�níciójában T-ideálokra szorítkozva kapjuk a T-prím és a T-
féligprím T-ideál de�nícióját. Minden T-féligprím T-ideál véges sok T-prím T-ideál met-
szeteként kapható meg. Egy adott T-ideált tartalmazó T-féligprím T-ideálok között létezik
(egyértelm½uen meghatározott) legkisebb, amelynek valamilyen hatványát az adott T-ideál
tartalmazza. A T-prím T-ideálok pontosan a prím T-ideálok, valamint azMn(E) ésMn;d(E)
mátrixalgebrákon (az n � 1 és n > d � n=2 egészekre) teljesül½o azonosságok által meghatáro-
zott T-ideálok. Itt E a megszámlálhatóan végtelenül generált Grassmann-algebra K felett
és Mn;d(E) az ún. (n; d)-szupermátrixokból (pontos de�níció a II.2 részben) álló részal-
gebra Mn(E)-ben. Megfelel½oen nagy n � 1 egészre az Mn(E) azonosságait bármely I C
K hx1; x2; : : :i T-ideál tartalmazza: T (Mn(E)) � I. A Specht-probléma megoldása mellett
a Kemer féle elmélet a következ½o eredményben kulminál. Egy tetsz½oleges T-ideál az A
 E
tenzorszorzat (A0 
 E0) � (A1 
 E1) alakú K-részalgebráján teljesül½o azonosságokból áll,
ahol A = A0�A1 egy alkalmas Z2-fokszámozott véges dimenziós K-algebra. Ebb½ol az ered-
ményb½ol következik az, hogy bármely relatív szabad algebra beágyazható egy másodrendben
Lie-nilpotens algebra (ami E-nek egy direkt hatványa lehet) feletti teljes mátrixalgebrába.
Mivel az E Grassmann-algebra másodrendben nilpotens, ezért az eddigiek alapján nyilván-
való, hogy a Lie-nilpotens gy½ur½uk (a kommutatív gy½ur½uk is ilyenek) feletti mátrixalgebrákon
teljesül½o azonosságok rendkívüli fontossággal bírnak.
Sajnos a legtöbb esetben nagyon kevés ismerettel rendelkezünk egy adott K-algebrán tel-
jesül½o azonosságokról. Az alábbiakban három olyan példát adunk meg, amelyeknél az
azonosságokról többet tudunk.
Az E végtelen dimenziós Grassmann-algebrán teljesül½o azonosságok T-ideálját egyetlen azo-
nosság, a másodrend½u Lie-nilpotencia [[x1; x2]; x3] = 0 azonossága generálja ([KR]). Könnyen
látható, hogy az E algebrán nem teljesülnek a standard azonosságok. Érdekes eredmény az,
hogy asszociatív algebrák egy V varietásában pontosan akkor teljesül valamilyen k � 2
egészre az Sk(x1; : : : ; xk) = 0 standard azonosság, ha E =2 V.
A 2� 2-es M2(K) teljes mátrixalgebrán teljesül½o azonosságok T-ideálját a negyedfokú stan-
dard azonosság S4(x1; x2; x3; x4) = 0 és az ötödfokú [[x1; x2]2; x3] = 0 Hall azonosság együtte-
sen generálja ([Dr81]).
AzMd1+d2+���+dn(K) teljes mátrixalgebra blokk fels½o háromszög-mátrixokból álló UTd1;d2;:::;dn(K)
részalgebráján teljesül½o azonosságok T-ideálja a T (Mdi(K)), 1 � i � n, T-ideálok szorzata
([GZ]). Innen kapjuk azt, hogy az n�n-es fels½o háromszög-mátrixok UT1;1;:::;1(K) algebráján
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teljesül½o azonosságok T-ideálját az [x1; y1] � � � [xn; yn] = 0 azonosság generálja ([Ma]).
Az n � 3 esetben az Mn(K) teljes mátrixalgebrán teljesül½o polinom-azonosságokról viszony-
lag keveset tudunk, az alábbiakban a két legfontosabbról lesz szó.
A jól ismert Amitsur-Levitzki tétel ([AL]) szerint az Mn(K) teljes mátrixalgebrán a 2n-ed
fokú S2n(x1; : : : ; x2n) = 0 standard azonosság teljesül.
Amennyiben R PI-algebra K-felett, akkor Regev tenzorszorzat tétele ([Reg]) szerint az
Mn(R) �= Mn(K) 
 R teljes mátrixalgebra is PI-tulajdonságú. Ha az R algebrán teljesül
az m-ed fokú Sm = 0 standard azonosság, akkor Domokos tétele ([Do94/1]) szerint az
Mn(R) teljes mátrixalgebrán teljesül az S(m�1)n2+1 = 0 standard azonosság (megjegyez-
zük, hogy ez utóbbi eredmény nem el½ozménye, hanem folyománya az értekezésben tárgyalt
Euler-azonosságoknak). Mn(K)-n az

Ln(x; y1; : : : ; yn) =
X

�2Sym(0;1;:::;n)

sgn(�)x�(0)y1x
�(1)y2 � � � yn�1x�(n�1)ynx�(n) = 0

általánosított algebraicitásnak nevezett azonosság is teljesül ([Fo], [Be2]), ami nem következ-
ménye az S2n = 0 és az Ln(x; y; : : : ; y) = 0 azonosságok együttesének ([DK]).
Az M2(E) algebrán teljesülnek az S54 = 0 és [[x1; x2]2; x3]5 = 0 azonosságok.
AzMn(K) azonosságaiból azMn(E) ésMn;d(E)mátrixalgebrákon teljesül½o azonosságokat ka-
punk ([DP]). Tekintsük az m-változós f1; : : : ; fk2T (Mn(K))\K hx1; : : : ; xmi azonosságokat.
Ha k > 1

2
n2m, akkor f1 � � � fk 2 T (Mn(E)). Ha k > 2d(n�d)m, akkor f1 � � � fk 2 T (Mn;d(E)).

Kostant és Rowen tétele szerint ([Ko],[Row74]) az S2n�2 = 0 standard azonosság teljesül a fer-
dén szimmetrikus mátrixok M�

n (K) alterén. Rowen tétele szerint ([Row74]) ha n � 2 páros,
akkor az S2n�1(x1;x2;: : :;x2n�1)=0, és ha n � 2 páratlan, akkor az S2n�2(x1;x2;: : :;x2n�2)=0
standard azonosság teljesül az x1 2 M+

n (K) és xk 2 M�
n (K) (2 � k � 2n � 1, illetve

2 � k � 2n � 2) mátrixokra, ahol M+
n (K) a szimmetrikus mátrixok altere. Az el½obbieket

könnyen felírhatjuk az Mn(K) teljes mátrixalgebra ún. �-azonosságaiként a mátrix transz-
pozíciót használva involúcióként.
Zalesskii és Chang bizonyították ([Za],[Ch2]), hogy a p � 2 karakterisztikájú K test feletti
Mn(K) teljes mátrixalgebrán a pn-ed fokú szimmetrikus azonosság, Tpn(x1; : : : ; xpn) = 0
teljesül. Kemernek sikerült bizonyítania ([Ke4]), hogy bármely K feletti PI-algebrán teljesül
valamilyen k; l � 1 fokszámokkal a Tk(x1; : : : ; xk) = 0 szimmetrikus és az Sl(x1; : : : ; xl) = 0
standard azonosság (ez utóbbi Volichenko sejtése volt).
Végül az értekezés ún. PI-el½ozményei között említést kell tenni a Lie-nilpotencia azonosságát
teljesít½o algebrákról. Felhasználásra kerülnek Jennings tételei ([Je]), amelyek szerint egy n-
ed rendben Lie-nilpotens R gy½ur½uben bizonyos kommutátorok szorzata zérus, továbbá az
R[R;R]R ideál nil és az R[[R;R]; R]R ideál 2n�2-ed rendben nilpotens.

I.2. Determináns-elmélet Lie-nilpotens gy½ur½uk feletti mátrixokra

Az értekezés I.2 részének célja egy olyan Lie-nilpotens determináns-elmélet bemutatása,
amely nem kapcsolódik szorosan a klasszikustól különböz½o korábbi determináns-fogalmakhoz.
Az alábbiakban ennek a résznek a legfontosabb el½ozményeit ismertetjük.
Rövid áttekintést adunk a nem kommutatív gy½ur½uk feletti mátrixokra értelmezett külön-
böz½o determinánsokról. Az említett determinánsok hosszú történettel rendelkeznek, számos
matematikus próbálkozott a klasszikus elmélet kiterjesztésével, közülük Cayley, Study, Ore
és Dieudonné nevét lehet kiemelni.
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A kvaternió ferdetest közismertH �!M2(C) beágyazását használva egyA 2 Mn(H)mátrixot
tekinthetünkM2n(C)-belinek, az A Study-féle determinánsa nem más, mint ennek a 2n�2n-
es komplex mátrixnak a hagyományos determinánsa ([As], [Stu]). Hasonló módon nem
értelmezhetjük egyMn(E)-beli mátrix determinánsát, hiszen az E végtelen dimenziós Grass-
mann-algebra nem ágyazható be egyetlen kommutatív C gy½ur½u feletti Mm(C) mátrixalgeb-
rába sem.
Az R lokális gy½ur½u esetén a Dieudonné-determináns ([Ros]) egy olyan

[1n=1GLn(R) �! R�ab

leképezés, amelyet bizonyos �determináns tulajdonságok�egyértelm½uen meghatároznak; itt
R�ab = U(R)=[U(R);U(R)] az R-beli egységek csoportjának maximális Abel-féle faktora.
Ennek a determináns-fogalomnak nagy jelent½osége van az algebrai K-elméletben, de nem
használható lineáris egyenletrendszerek megoldására, és Cayley-Hamilton azonosságot sem
származtathatunk bel½ole. Megjegyzésre érdemes, hogy az E Grassmann-algebra lokális.
Kantor és Trishin értelmezte a szuperdeterminánsát egyMn;d(E)-beli szupermátrixnak ([KT]).
Ez a fogalom a Grassmann-algebra jól ismert Z2-fokszámozásához kapcsolódik, és felhasznál-
ható bizonyos baloldali (jobboldali) lineáris egyenletrendszerek megoldásához, továbbá a szu-
permátrixokon invariáns Cayley-Hamilton azonossághoz vezet. A KT-szuperdetermináns a
teljes Mn(E) mátrixalgebrára nem értelmezhet½o, ezen a jól ismert Mn(E) �! M2n;n(E)
beágyazás sem segít, hiszen itt egy beágyazott mátrix KT-szuperdeterminánsa és szuper-
karakterisztikus polinomja zérus lesz.
A [GGRW] dolgozatban összefoglalást találunk a ma létez½o determináns-fogalmak egy részér½ol.
Az egységes tárgyalásmód az ún. Gelfand-Retakh kvázidetermináns használatán alapul,
amelybe az értekezés tárgyát képez½o determinánsok nem illeszthet½oek be.
Mátrixokon teljesül½o Cayley-Hamilton jelleg½u azonosságokat determinánsok és karakteriszti-
kus polinomok nélkül is kaphatunk. Paré és Schelter ([PS]) bizonyították azt, hogy tet-
sz½oleges R gy½ur½u esetén bármely A 2 Mn(R)mátrixra teljesül egy olyan azonosság, amelyben
a �f½otag�Ak alakú valamilyen k � 22n�1 egészre és a �további összeadandók�
r0Ar1Ar2 � � � rl�1Arl alakúak bizonyos r0; r1; : : : ; rl 2 R, 0 � l � k � 1 elemekkel.
Mivel az E végtelen dimenziós Grassmann-algebra másodrendben Lie-nilpotens, ezért az I.2
részben bemutatott Lie-nilpotens determináns-elmélet az Mn(E)-re polinom-azonosságokat
szolgáltat. Tehát az I.1 rész el½ozményeinek ismertetésekor a Grassmann-algebra feletti
mátrixalgebrákról elmondottakra ismételten felhívjuk a �gyelmet.

I.3. Lineáris algebra hálókban

Az értekezés I.3 részének célja a lineáris algebra néhány alapvet½o eredményének hálóelméleti
általánosítása. Mind az általánosítás alapjául szolgáló klasszikus lineáris algebrai ered-
ményeknek, mind a felhasznált hálóelméleti eszközöknek az irodalmi háttere nagyon gazdag,
de a hálókban tárgyalásra kerül½o lineáris algebra lényeges el½ozményeir½ol a szerz½onek nincs
tudomása.

I.4. Centralizátorok és zéró-centralizátorok endomor�zmus-algebrákban

Az értekezés I.4 részének célja a centralizátorok és zéró-centralizátorok jellemzése endomor�z-
mus-algebrákban. Az alábbiakban ennek a résznek az el½ozményeit ismertetjük.
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Annak ellenére, hogy egy gy½ur½ubeli elem zéró-centralizátora (más szóhasználattal a kétoldali
anullátora) nagyon természetes fogalom, ezeknek a leírásáról a szerz½o nem talált az irodalom-
ban az értekezéshez kapcsolódó anyagot. A hagyományos centralizátorok irodalma gazdag,
a továbbiakban néhány alapvet½o eredményr½ol teszünk említést.
Bergman klasszikus tétele ([Be1]) szerint aKhx1; : : : ; xn; :::i szabad asszociatívK-algebrában
egy nem konstans f(x1; : : : ; xn) polinom centralizátora Cen(f) = K[g] alakú valamilyen
g(x1; : : : ; xn) polinomra. Tehát Cen(f) kommutatív.
Mátrixok centralizátorairól többek között Suprunenko-Tyshkevich (1968), Prasolov (1994)
és Gantmacher (2000) könyveiben találhatunk eredményeket ([Ga],[Pr],[ST]).
Ha egy A 2 Mn(K) mátrix karakterisztikus és minimálpolinomjai azonosak, akkor A-nak
az Mn(K)-beli centralizátora Cen(A) = K[A] alakú (tehát kommutatív). Általában egy
tetsz½oleges (nem centrális) A 2 Mn(K) mátrix centralizátora nem lesz kommutatív, tehát
itt nem érvényes a Bergman-féle leírás. Ha egy B 2 Mn(K) mátrixra AB = BA, akkor nem
feltétlenül létezik olyan C 2 Mn(K) mátrix, amelynek A és B egyszerre K-beli együtthatós
polinomja.
Amennyiben T 2 GLn(K) invertálható, akkor T�1 (Cen(A))T = Cen(T�1AT ) és Cen(A) �=
Cen(T�1AT ) mint K-algebrák.
Ha K algebrailag zárt és f�1; �2; : : : ; �rg az A sajátértékeinek halmaza, akkor

Cen(A) �= Cen(A1)� � � � � Cen(Ar);

ahol Ai 2 Mdi(K) azt a blokk-diagonális mátrixot jelöli, amelynek diagonálisában a �i
sajátértékhez tartozó dim(ker(Ai � �iIdi)) darab elemi Jordan-blokk áll (itt di � 1 a �i
sajátérték multiplicitása). Mivel Cen(Ai) = Cen(Ai � �iIdi) és Ai � �iIdi nilpotens, ezért
Cen(A) meghatározása visszavezethet½o nilpotens mátrixok centralizátorainak leírására. Ez
a körülmény részben indokolja azt, hogy az értekezésben nilpotens endomor�zmusok centra-
lizátoraival foglalkozunk. Azt azért megjegyezzük, hogy egy modulus-endomor�zmus centra-
lizátorát általában nem kaphatjuk meg hasonlóan (nilpotensek centralizátorainak direkt
szorzataként).
Schur kett½os centralizátor tétele szerint tetsz½oleges A;B 2 Mn(K) mátrixokra a Cen(A) �
Cen(B) tartalmazás ekvivalens azzal, hogy B 2 K[A]. Ennek a fontos eredménynek külön-
böz½o általánosításai ismeretesek, ezekhez az értekezésben is hozzájárulunk.
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II. Az elvégzett vizsgálatok

II.1. Irányított gráfok és mátrixalgebrák Euler-féle polinom-azonosságai

A � = (V; E ; �; �) irányított gráfban V = f1; 2; : : : ; ng a csúcsok és E = fe1; e2; : : : ; eNg az
élek halmaza, egy e 2 E élnek a kezd½opontja �(e) 2 V és végpontja �(e) 2 V .
A � gráf Grassmann szomszédsági mátrixa legyen

Ag� =
NX
r=1

vrE�(er);�(er) ,

ahol Ea;b azt a standard n � n-es mátrixegységet jelöli, amelyben az (a; b) helyen 1 és a
többi helyen 0 áll. A v1; v2; : : : ; vN elemek az E Grassmann-algebrának (az E-beli éleknek
megfeleltetett) anti-kommutatív generátorai. A következ½o eredményb½ol Swan tételét (amely
az Amitsur-Levitzki tétel gráfelméleti átfogalmazása) egyszer½u következményként kaphatjuk.

1.2.1. Tétel ([KSz00]). A � irányított gráf Grassmann szomszédsági mátrixa 2n-ed rendben
nilpotens, azaz (Ag�)

2n = 0 teljesül Mn(E)-ben.

A � = (V; E ; �; �) irányított gráfban a p; q 2 V csúcsokat rögzítve tekintsük az olyan �
permutációkból álló �(�; p; q) � Sym(f1; : : : ; Ng) részhalmazt, amelyek a gráf éleinek p-
b½ol induló és q-ban végz½od½o e�(1); e�(2); : : : ; e�(N) irányított Euler-útját adják. Ha az E-
beli éleknek a nem kommutatív x1; x2; : : : ; xN változókat (a C kommutatív gy½ur½u feletti
C hx1; x2; : : : ; xNi szabad C-algebra generátorait) feleltetjük meg, akkor legyen

P(�;p;q)(x1; x2; : : : ; xN) =
X

�2�(�;p;q)

sgn(�)x�(1)x�(2) � � �x�(N);

illetve
Q(�;p;q)(x1; x2; : : : ; xN) =

X
�2�(�;p;q)

x�(1)x�(2) � � �x�(N)

a (�; p; q) hármas által értelmezett Euler-féle, illetve Euler-féle permanentális
(szimmetrikus) polinom.

1.3.1. Tétel ([SzTR]). A � = (V; E ; �; �) irányított gráfra (itt jEj = N) és a p; q 2 V
csúcsokra legyen �(�; p; q) 6= ?, és �+� (i) (illetve �

�
� (i)) jelölje az i 2 V csúcs ki-fokát

(illetve be-fokát). Ha az m � 1 egészre

N � 2
P
i2V
minfmaxf�+� (i);��� (i)g;mg;

akkor P(�;p;q)(x1; x2; : : : ; xN) = 0 polinom-azonosság bármely C kommutatív gy½ur½u feletti
Mm(C) teljes mátrixalgebrán.

Az L� 1 egész számot (d;m)-tulajdonságúnak nevezzük, ha az 1� u1;u2;: : :;us (1� s�m)
egészekre az u1 + u2 + � � �+ us > L egyenl½otlenség teljesülése esetén az

(u1 � 1)!(u2 � 1)! � � � (us � 1)!
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szorzat osztható a d � 2 egésszel. Legyen l(d;m) a legkisebb (d;m)-tulajdonságú egész szám.

1.4.3. Tétel ([Sz94]). A � = (V; E ; �; �) irányított gráfra (itt jEj = N) és a p; q 2 V
csúcsokra legyen �(�; p; q) 6= ?. Ha a d � 2 és m � 1 egészekre �+� (q) � l(d;m) vagy
�+� (i) > l(d;m) teljesül valamelyik i 2 V n fqg csúcsra, akkor Q(�;p;q)(x1; x2; : : : ; xN) = 0
polinom-azonosság bármely d1C = 0 tulajdonságú C kommutatív gy½ur½u feletti Mm(C) teljes
mátrixalgebrán.

1.4.6. Tétel ([KSz94]). A � = (V;E; �; �) irányított gráfra (itt jEj = N) és a p; q 2 V
csúcsokra legyen �(�; p; q) 6= ?. Ha a d � 2 és m � 1 egészekre

N � l(d;
P
i2V
minfmaxf�+� (i);��� (i)g;mg);

akkor Q(�;p;q)(x1; x2; : : : ; xN) = 0 polinom-azonosság bármely d1C = 0 tulajdonságú C kom-
mutatív gy½ur½u feletti Mm(C) teljes mátrixalgebrán.

1.5.4. Tétel ([Sz95]). Legyen � = (V;E; �; �) olyan irányított gráf (itt jV j = n és jEj = N)
amelyben létezik a p 2 V csúcsból induló és a q 2 V csúcsba érkez½o irányítatlan Euler-út.
Ha az m � 1 egészre N � 2nm� 2, akkorX

(�;")

sgn(�)sgn�(")x
"(1)
�(1)x

"(2)
�(2) � � �x

"(N)
�(N) = 0

�-polinom-azonosság bármely C kommutatív gy½ur½u feletti Mm(C) teljes mátrixalgebrán a
transzponálás involúcióra nézve. Az összegezés az olyan (�; ") megengedett párokra történik,
amelyeknél e�(1);e�(2);: : :;e�(N) egy p-b½ol induló és q-ban végz½od½o irányítatlan Euler-út, "(i)=1
ha az e�(i) élen irányítással egyez½oen és "(i) = � ha az e�(i) élen irányítással ellentétesen
haladtunk át (hurok él esetén nincs megkötés "(i) 2 f1; �g értékére). Továbbá sgn�(") =
(�1)rev("), ahol rev(") = jfk j 1 � k � N; "(k) = �gj.

1.5.6. Tétel ([Sz95]). Legyen � = (V;E; �; �) olyan irányított gráf (itt jV j = n és jEj = N),
amelyben létezik a p 2 V csúcsból induló és a q 2 V csúcsba érkez½o irányítatlan Euler-út.
Ha az m � 1 egészre N � 2nm� 1 és nm páros vagy N � 2nm� 2 és nm páratlan, akkorX

(�;")

sgn(�)sgn(1)(")x
"(1)
�(1)x

"(2)
�(2) � � �x

"(N)
�(N) = 0

�-polinom-azonosság bármely C kommutatív gy½ur½u feletti Mm(C) teljes mátrixalgebrán a
transzponálás involúcióra nézve. Az összegezés az olyan (�; ") megengedett párokra történik,
amelyeknél e�(1);e�(2);: : :;e�(N) egy p-b½ol induló és q-ban végz½od½o irányítatlan Euler-út, "(i)=1
ha az e�(i) élen irányítással egyez½oen és "(i) = � ha az e�(i) élen irányítással ellentétesen
haladtunk át (hurokél esetén nincs megkötés "(i) 2 f1; �g értékére). Továbbá sgn(1)(") =
(�1)(1)�rev("), ahol

(1)� rev(") = jfk j 2 � k � N; "(k) = �gj :
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II.2.Determináns-elmélet Lie-nilpotens gy½ur½uk feletti mátrixokra

Az R gy½ur½ut n-ed rendben Lie-nilpotensnek nevezzük, ha az

[[: : : [[x1; x2]; x3]; : : : ; xn]; xn+1] = 0

polinom-azonosság teljesül R-ben, itt [x1; x2] = x1x2 � x2x1 az additív kommutátor.

2.1.7. Tétel ([Sz98/2],[SzW15]). Ha n � 2, q = 2n�2 és az a; b 2 R elemekre ab = 0 egy
n-ed rendben Lie-nilpotens R gy½ur½uben, akkor bna = ban = 0 és

bx1by1az1bx2by2az2 � � � zq�1bxqbyqa = 0, azaz bRbRa| {z }
1:

RbRbRa| {z }
2:

R : : : RbRbRa| {z }
q:

= f0g

tetsz½oleges xi; yi; zi 2 R, 1 � i � q ( zq = 1) elemekre.

2.1.8. Tétel ([SzW15]). Legyenek a; b 2 R elemek egy n-ed rendben Lie-nilpotens R
gy½ur½uben.
1. Ha P C R prímideál és ab 2 P , akkor a 2 P vagy b 2 P . Más szóval R-nek minden
prímideálja teljesen prím.
2. Az R prímradikálja pontosan a nilpotens elemekb½ol áll:

rad(R) = fu 2 R j uk = 0 valamilyen k � 1 egészreg:

3. Az R=rad(R) faktorgy½ur½u kommutatív.
4. Ha L �l R balideál, akkor L + rad(R) C R az R-nek kétoldali ideálja. Tehát R-nek
minden rad(R)-t tartalmazó balideálja kétoldali ideál.

Egy R gy½ur½u

Zn(R)=fr2R j [[: : :[[r; x2]; x3];: : :; xn]; xn+1]=0 minden xi 2 R; 2� i�n+ 1 elemreg

n-edik Lie-centruma (n-ed rendben Lie-nilpotens) részgy½ur½uje R-nek, és a

Z(R) = Z1(R) � Z2(R) � � � � � Zn(R) � Zn+1(R) � � � �

tartalmazások teljesülnek.

2.1.10. Tétel ([Sz97],[SzW15]). Ha C � R kommutatív részmonoid az R gy½ur½u multip-
likatív monoidjában, akkor R-nek az Zn(R)[C részhalmaza által generált S = hZn(R)[Ci
részgy½ur½uje n-ed rendben Lie-nilpotens.

Egy tetsz½oleges R gy½ur½u feletti n� n-es A = [ai;j] mátrix szimmetrikus determinánsának az

sdet(A) =
X
�;�2Sn

sgn(�)a�(1);�(�(1)) � � � a�(t);�(�(t)) � � � a�(n);�(�(n))

elemet nevezzük. Az A-nak az A� = [a�r;s] szimmetrikus adjungáltja az az n � n-es mátrix,
amelyben

a�r;s =
X
�;�

sgn(�)sgn(�)a�(1);�(1) � � � a�(s�1);�(s�1)a�(s+1);�(s+1) � � � a�(n);�(n) ;
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és az összegezés az olyan �; � 2 Sn permutációkra történik, amelyekre �(s) = s és �(s) = r.
A szimmetrikus adjungált nagyon fontos tulajdonsága, hogy egy nulla karakterisztikájú K
test felettiR algebra esetén azA 2 Mn(R)mátrixra és egyK feletti T 2 GLn(K) invertálható
mátrixra (T�1AT )� = T�1A�T teljesül (lásd [Do98]).

2.2.1. Tétel ([SzW14]). Az A 2 Mn(R) mátrix szimmetrikus determinánsára és ad-
jungáltjára tr(AA�) = sdet(A) = tr(A�A) teljesül.

2.2.3. Tétel ([SzW14]). Az A 2 M3(R) mátrix szimmetrikus determinánsára a 3� 3-as

sdet(A) = tr3(A)� tr(A) � tr(A2)� tr(A � tr(A) � A)� tr(A2) � tr(A) + tr(A3) + tr
�
(A>)3

�
Newton-formula teljesül, amelyben A> az A transzponáltja.

2.2.7. Tétel ([Sz97]). Az A 2 Mn(R) mátrixra az

nAA� = tr(AA�)In + C = sdet(A)In + C

és
nA�A = tr(A�A)In +D = sdet(A)In +D,

egyenl½oségek teljesülnek, amelyekben In 2 Mn(R) az egység mátrix, tr(C) = tr(D) = 0 és a
C;D 2 Mn([R;R]) mátrixok elemei az R gy½ur½unek az [R;R] additív kommutátor részcso-
portjában vannak.

Az A2Mn(R) mátrix (Pk)k�1 jobboldali adjungált sorozatában legyen P1=A� és a k� 1
egészre alkalmazzuk a Pk+1 = (AP1 � � �Pk)� rekurziót. Az A-nak a k-adik jobboldali ad-
jungáltja és k-adik jobboldali determinánsa legyen

radj(k)(A) = nP1 � � �Pk és rdet(k)(A) = tr(AP1 � � �Pk):

A megfelel½o baloldali fogalmakat is hasonlóan de�niáljuk.
Egy nulla karakterisztikájú K test feletti R algebra esetén az A 2 Mn(R) mátrixra és egy K
feletti T 2 GLn(K) invertálható mátrixra

radj(k)(T
�1AT ) = T�1radj(k)(A)T és rdet(k)(T

�1AT ) = rdet(k)(A)

(lásd [Do98]).

2.3.3. Tétel ([Sz97]). Ha az R gy½ur½u k-ad rendben Lie-nilpotens és 1
n
2 R, akkor tetsz½oleges

A 2 Mn(R) mátrixra

Aradj(k)(A) = nAP1 � � �Pk = rdet(k)(A)In

teljesül.

2.3.5. Tétel ([Sz98/2]). Legyen R k-ad rendben Lie-nilpotens algebra egy nulla karakterisz-
tikájú test felett. Ha az A C R idempotens ideál (A2= A) végesen generált mint R-nek
balideálja, akkor A = eR = Re teljesül valamilyen e 2 A idempotens elemre.
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Tetsz½oleges R gy½ur½u esetén tekinthetjük az A 2 Mn(R) mátrix xIn � A karakterisztikus
mátrixátMn(R[x])-ben, aholR[x] az x kommutatív változóR-beli együtthatós polinomjainak
gy½ur½uje. Az A mátrix k-adik jobboldali karakterisztikus polinomja

pA;k(x) = rdet(k)(xIn � A) = �
(k)
0 + �

(k)
1 x+ � � �+ �

(k)

nk�1x
nk�1 + �

(k)

nk
xn

k

alakban írható, ahol �(k)0 ; �
(k)
1 ;: : :; �

(k)

nk�1; �
(k)

nk
2R és �(k)

nk
=n f(n�1)!g1+n+n

2+���+nk�1 :
Megjegyezzük, hogy a nulla karakterisztikájú K test feletti R algebra esetén az A 2 Mn(R)
mátrix k-adik jobboldali karakterisztikus polinomjára pT�1AT;k(x) = pA;k(x) teljesül, ahol
T 2 GLn(K) invertálható mátrix (lásd [Do98]).

2.4.3. Tétel ([Sz06]). Legyen

pA;1(x) = rdet(1)(xIn � A) = �
(1)
0 + �

(1)
1 x+ � � �+ �

(1)
n�1x

n�1 + �(1)n xn

az A 2 Mn(R) mátrix els½o jobboldali karakterisztikus polinomja (itt �
(1)
n = n!).

Az (xIn �A)(xIn �A)� szorzatot használva kapjuk azokat az n� n-es Ci, 0 � i � n, nulla
nyomú ( tr(Ci) = 0) és [R;R]-beli elemekkel rendelkez½o mátrixokat, amelyekkel a

(�
(1)
0 In + C0) + A(�

(1)
1 In + C1) + � � �+ An�1(�

(1)
n�1In + Cn�1) + An(n!In + Cn) = 0

jobboldali mátrix együtthatókkal felírható Cayley-Hamilton azonosság teljesül. Az els½o baloldali
karakterisztikus polinom megegyezik az els½o jobboldali karakterisztikus polinommal, és ebb½ol
az (xIn � A)�(xIn � A) szorzatot használva baloldali mátrix együtthatós Cayley-Hamilton
azonosságot kapunk. Kommutatív R gy½ur½u esetén

pA;1(x) = n!det(xIn � A) , C0 = C1 = � � � = Cn = 0;

és így a fenti azonosság az n!-szorosát adja az A-ra érvényes klasszikus Cayley-Hamilton
azonosságnak.

2.4.5.Tétel ([Sz97]). Legyen

pA;k(x) = rdet(k)(xIn � A) = �
(k)
0 + �

(k)
1 x+ � � �+ �

(k)

nk�1x
nk�1 + �

(k)

nk
xn

k

az A 2 Mn(R) mátrix k-adik jobboldali karakterisztikus polinomja. Ha az R gy½ur½u k-ad
rendben Lie-nilpotens és 1

n
2 R, akkor az

(A)pA;k = In�
(k)
0 + A�

(k)
1 + � � �+ An

k�1�
(k)

nk�1 + An
k

�
(k)

nk
= 0

jobboldali skalár együtthatókkal felírható Cayley-Hamilton azonosság teljesül. Tetsz½oleges
h(x) 2 R[x] esetén az u(x) = pA;k(x)h(x) polinomra az (A)u = 0 azonosság is teljesül.
A k-adik baloldali karakterisztikus polinomból baloldali skalár együtthatós Cayley-Hamilton
azonosságot kapunk.

A nulla karakterisztikájú K test felett anti-kommutatív változók (vi)i�1 végtelen sorozata
által generált

E = K hv1; : : : ; vi; : : : j vivj + vjvi = 0 for all 1 � i � ji
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Grassmann-algebra másodrendben Lie-nilpotens, és az E = E0 � E1 természetes Z2-fokszá-
mozást a páros (illetve páratlan) hosszúságú monomok által generált E0 (illetve E1)
K-alterek adják. Azt mondjuk, hogy az R gy½ur½u m fokszámmal jobbról egész az S � R
részhalmaz felett, ha bármely r 2 R elemre

s0 + rs1 + � � �+ rm�1sm�1 + rm = 0

teljesül alkalmas st 2 S, 0 � t � m� 1, jobboldali együtthatókkal. Ha S � Z(R) centrális,
akkor a �jobbról�határozó felesleges.

2.5.1. Tétel ([Sz97]). Az Mn(E) teljes n�n-es mátrixalgebra 2n2 fokszámmal egész E-nek
a Z(E) = E0 centruma felett.

2.5.2. Következmény ([Sz97]). Az Mn(E) teljes n� n-es mátrixalgebrán az algebraicitás

S2n2([Y 2n2 ; Z]; : : : ; [Y; Z]) = 0

azonossága teljesül.

Az 1 � d � n� 1 egészekre egy A 2 Mn(E) mátrixot (n; d)-szupermátrixnak nevezünk, ha

A =

�
A1;1 A1;2
A2;1 A2;2

�
;

ahol az A1;1 és A2;2 négyzetes blokkok mérete d � d és (n � d) � (n � d), továbbá az A1;2
és A2;1 blokkok mérete d � (n � d) és (n � d) � d. Az A1;1 és A2;2 elemei E0-ban, az A1;2
és A2;1 elemei E1-ben vannak. Az (n; d)-szupermátrixok Mn(E)-nek egy Mn;d(E)-vel jelölt
részalgebráját alkotják .

2.5.3. Tétel ([Sz98/1]). Egy A 2 Mn;d(E) szupermátrix második jobboldali karakterisztikus
polinomjára pA;2(x) 2 E0[x] teljesül. Tehát az Mn;d(E) mátrixalgebra n2 fokszámmal egész
E0 felett.

2.5.4. Következmény ([Sz98/1]). Az Mn;d(E) szupermátrix algebrán az algebraicitás

Sn2([Y n2 ; Z]; : : : ; [Y; Z]) = 0

azonossága teljesül.

Tekintsük az R gy½ur½u (algebra) egy � : R �! R endomor�zmusának a teljes Mn(R) mátrix-
algebrára való �n : Mn(R) �! Mn(R) természetes kiterjesztését. Ha W 2 U(Mn(R)) in-
vertálható mátrix, akkor

Mn(R; �;W;W
�1) = fA 2 Mn(R) j �n(A) =WAW�1g

részgy½ur½u (részalgebra) azMn(R) teljes mátrixalgebrában. Mn(R; �;W;W
�1) elemeit (�;W )-

centralizáló mátrixoknak nevezzük. A következ½o eredmény a 2.5.3. Tétel nagymérték½u
általánosítása.
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2.7.2. Tétel ([Sz15]). Ha � : R �! R K-endomor�zmusa a nulla karakterisztikájú K test
feletti R algebrának és W 2 GLn(K) invertálható mátrix, akkor egy A 2 Mn(R; �;W;W

�1)
mátrix k-adik jobboldali determinánsára és karakterisztikus polinomjára rdet(k)(A) 2 Fix(�)
és pA;k(x) 2 Fix(�)[x] teljesül.

2.7.5. Tétel ([Sz15]). Ha G � Aut(R) n-elem½u részcsoportja a k-ad rendben Lie-nilpotens
(nulla karakterisztikájú) K feletti R algebra automor�zmus-csoportjának, akkor az R algebra
nk fokszámmal jobbról egész a �xpontok Fix(G) � R részalgebrája felett. Más szóval minden
r 2 R elemre

c0 + rc1 + � � �+ rn
k�1cnk�1 + rn

k

= 0

teljesül alkalmas ct 2 Fix(G), 0 � t � nk � 1 jobboldali együtthatókkal.

2.7.8. Tétel ([Sz15]). Legyen � 2 Aut(R) n-ed rend½u automor�zmusa ( �n = idR 6= �n�1)
a k-ad rendben Lie-nilpotens (nulla karakterisztikájú) K feletti R algebrának és e 2 K
primitív n-edik egység gyök. Ekkor az R[w; �] ferde polinomalgebra nk fokszámmal jobbról
egész a Fix(�)[wn] � R[w; �] részalgebra felett. Más szóval minden f(w) 2 R[w; �] elemre

g0(w
n) + f(w)g1(w

n) + � � �+ fn
k�1(w)gnk�1(w

n) + fn
k

(w) = 0

teljesül alkalmas gt(wn) 2 Fix(�)[wn], 0 � t � nk � 1 jobboldali együtthatókkal.

II.3. Lineáris algebra hálókban

Az (L;_;^; 0; 1) háló atomi-fedéses, ha tetsz½oleges x 2 L elemre és a 2 L atomra az
fu 2 L j x � u � x _ ag � L részhalmaz elemszáma legfeljebb kett½o. Az (L;_;^; 0; 1)
teljes háló atomjainak egy fai j i 2 Ig � L halmazát bázisnak nevezzük, ha _i2Iai = 1
irredundáns egyesítés.
Az (L;_;^; 0; 1) teljes hálón a � : L �! L leképezést teljes egyesítés (_-) homomor�zmusnak
nevezzük, ha

�

�
_
i2I
xi

�
= _

i2I
�(xi)

tetsz½oleges fxi j i 2 Ig � L részhalmazra (�(0) = 0 az üres halmazból adódik). A � képterén
és magján az

im(�) = �(1) és z = ker(�) = _
x2L;�(x)=0

x

elemeket értjük. A � teljes _-homomor�zmust
J1 tulajdonságúnak nevezzük, ha x � y és �(x) = �(y) esetén létezik olyan u 2 L elem,
amelyre y = x _ u és �(u) = 0,
J2 tulajdonságúnak nevezzük, ha tetsz½oleges x 2 L elemre a � : [0; x] �! [0; �(x)] megszorí-
tott leképezés szürjektív.
Az (L;_;^; 0; 1) teljes hálóról azt mondjuk, hogy: (1) algebrai, ha L-nek minden eleme
kompakt elemek egyesítése; (2) atomisztikus, ha L-nek minden eleme atomok egyesítése.

3.1.6. Tétel ([Sz08]). Legyen � : L �! L az (L;_;^; 0; 1) algebrai atomisztikus és atomi-
fedéses hálónak a J1 és J2 tulajdonságokkal rendelkez½o teljes _-homomor�zmusa. Ekkor a
[0; im(�)] és [0; ker(�)] intervallum részhálókban léteznek fai j i 2 Ig és fbj j j 2 Jg bázisok,
továbbá létezik atomoknak olyan fa0i j i 2 Ig halmaza, hogy �(a0i) = ai minden i 2 I indexre
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teljesül. Tetsz½oleges ilyen fa0i j i 2 Ig halmazra a fbj j j 2 Jg [ fa0i j i 2 Ig unió az L
hálónak bázisa.

Az el½obbi tétel egy V véges dimenziós vektortér ' : V �! V lineáris leképezésére a jól ismert
dim(im') + dim(ker') = dimV képletet általánosítja.

3.1.11. Tétel ([Sz08]). Legyen � : L �! L az (L;_;^; 0; 1) teljes hálónak a J1 és J2 tulaj-
donságokkal rendelkez½o teljes _-homomor�zmusa. Ha L a Noether- és Artin-tulajdonságok
(felszálló és leszálló láncfeltételek) mindegyikével rendelkezik, akkor létezik olyan r � 1 egész,
amelyre im(�r) _ ker(�r) = 1 és im(�r) ^ ker(�r) = 0.

Az el½obbi tétel a jól ismert Fitting-lemmát általánosítja.

Az (L;_;^; 0; 1) teljes háló � : L �! L teljes _-homomor�zmusát n-ed rendben nilpotensnek
nevezzük, ha �n=0 6=�n�1. Az (L;_;^;0;1) teljes hálóban atomok A
=fa
;i j1� i�k
g véges
halmazainak A =

S

2�A
 páronként diszjunkt (nem feltétlenül véges) unióját n-nilpotens

Jordan normál bázisnak nevezzük a � : L �! L teljes _-homomor�zmusra nézve, ha A bázis
és n = maxfk
 j 
 2 �g véges, továbbá �(a
;i) = a
;i+1 (itt a
;k
+1 = 0) teljesül minden
1 � i � k
, 
 2 � indexre.

3.2.2. Tétel ([Sz08]). Legyen � : L �! L az (L;_;^; 0; 1) algebrai atomisztikus és
atomi-fedéses hálónak a J1 és J2 tulajdonságokkal rendelkez½o teljes _-homomor�zmusa. A �
leképezés pontosan akkor n-ed rendben nilpotens, ha �-ra nézve létezik n-nilpotens Jordan-
normálbázis L-ben.

Az el½obbi tétel egy V véges dimenziós vektortér ' : V �! V nilpotens lineáris leképezésének
a jól ismert Jordan normál bázisát általánosítja

Az RM baloldali R-modulus X = fx
;i j 
 2 �; 1 � i � k
g részhalmazát nilpotens Jordan-
normálbázisnak nevezzük a ' 2 EndR(M) endomor�zmusra nézve, ha minden Rx
;i � M
részmodulus egyszer½u,

�

2�;1�i�k


Rx
;i =M

direkt összeg, továbbá '(x
;i) = x
;i+1 (itt x
;k
+1 = 0) minden 
 2 �, 1 � i � k
 indexre, és
n = maxfk
 j 
 2 �g véges (� a Jordan blokkok nem feltétlenül véges halmaza és egy 
 2 �
blokk mérete a k
 � 1 egész).

3.3.1. Tétel ([Sz08]). Egy ' 2 EndR(M) endomor�zmusra a következ½ok ekvivalensek:
1. RM féligegyszer½u és ' nilpotens.
2. '-re nézve létezik nilpotens Jordan-normálbázis RM-ben.

3.3.2. Állítás ([DSzW]). Legyen ' 2 EndR(M) a végesen generált féligegyszer½u RM
baloldali R-modulus nilpotens endomor�zmusa. Ha fx
;i j 
 2 �; 1 � i � k
g és
fy�;j j � 2 �; 1 � j � l�g nilpotens Jordan-normálbázisok RM-ben a '-re nézve, akkor
létezik olyan � : � ! � bijekció, amelyre k
 = l�(
) teljesül minden 
 2 � indexre. Tehát
ebben az esetben a nilpotens Jordan-normálbázisban a blokkok száma és mérete permutációtól
eltekintve egyértelm½uen meghatározott, továbbá ker(') = �


2�
Rx
;k
 és dimR(ker(')) = j�j

véges.

14

dc_1078_15

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)



II.4.Centralizátorok és zéró-centralizátorok endomor�zmus-algebrákban

Egy S gy½ur½u (algebra) s 2 S elemének Cen0(s) = fu 2 S j us = su = 0g zéró-centralizátora
ideál a teljes Cen(s) = fu 2 S j us = sug centralizátor részgy½ur½uben.
A továbbiakban rögzítjük az RM féligegyszer½u baloldali R-modulus ' 2 EndR(M) nilpotens
endomor�zmusának X = fx
;i j 
 2 �; 1 � i � k
g � M nilpotens Jordan-normálbázisát,
amelyben m = j�j a blokkok száma és n = maxfk
 j 
 2 �g a nilpotencia rendje.
Az R[z] polinom gy½ur½u q
2�R[z] kohatványát az (R[z])� direkt hatvány azon f = (f
(z))
2�
elemei (ezek 1 � m-es mátrixoknak tekinthet½ok) alkotják, amelyekre f
 2 � j f
(z) 6= 0g
véges. A � : q
2�R[z]!M szürjektív baloldali R[z]-homomor�zmust az
f
(z) = a
;1 + a
;2z + � � �+ a
;n
+1z

n
 koordinátákkal rendelkez½o f = (f
(z))
2� elemre a

�(f) =
X


2�;1�i�k


a
;ix
;i

képlettel adjuk meg. Tekintsük az

M(X) = fP 2 Mm(R[z]) j fP 2 ker(�) for all f 2 ker(�)g

Z(R)-részalgebrát Mm(R[z])-ben, ekkor a P 2M(X) és az (R[z])�-beli f = (f
(z))
2� ele-
mekkel a  P(�(f)) = �(fP) formula helyesen adja meg RM -nek egy olyan  P : M ! M
endomor�zmusát, amelyre  P � ' = ' �  P.

4.1.4. Tétel ([DSzW]). Az RM végesen generált féligegyszer½u baloldali R-modulus
' 2 EndR(M) nilpotens endomor�zmusára a �(P ) =  P hozzárendelés Z(R)-algebráknak
egy � :M(X)op �! Cen(') szürjektív homomor�zmusát adja meg.

Az
M0(X) = fP 2M(X) j zfP 2 ker(�) for all f 2 (R[z])�g � M(X)

részhalmazról szól a következ½o lemma.

4.1.6. Lemma ([SzW12]). ker(�) �M0(X), és bármely P 2M(X)mátrixra a
P 2M0(X) és �(P) 2 Cen0(') tartalmazások egymással ekvivalensek.
M0(X) = �

�1(Cen0(')) CM(X) ½oskép egy ideál M(X)-ben.

4.1.7. Tétel ([SzW12]). Legyen ' 2 EndR(M) egy végesen generált féligegyszer½u RM
baloldali R-modulus nilpotens endomor�zmusa. A 4.1.4-beli � : M(X)op �! Cen(')
leképezés az

M0(X)
op= ker(�) �= Cen0(') és M(X)op=M0(X) �= Cen(')=Cen0(')

Z(R)-izomor�zmusokat indukálja a faktoralgebrák között.

Legyen J = J(R) azR Jacobson-radikálja, és tekintsük az alábbi részhalmazokat azMm(R[z])
teljes mátrixalgebrában:

I(X) =

26664
J [z] + (zk1) J [z] + (zk2) � � � J [z] + (zkm)
J [z] + (zk1) J [z] + (zk2) � � � J [z] + (zkm)

...
...

. . .
...

J [z] + (zk1) J [z] + (zk2) � � � J [z] + (zkm)

37775 ;
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N0(X) =

26664
J [z] + (zk1�1) J [z] + (zk2�1) � � � J [z] + (zkm�1)
J [z] + (zk1�1) J [z] + (zk2�1) � � � J [z] + (zkm�1)

...
...

. . .
...

J [z] + (zk1�1) J [z] + (zk2�1) � � � J [z] + (zkm�1)

37775 ;

N (X) =

2666664
R[z] R[z] R[z] � � � R[z]

J [z] + (zk1�k2) R[z] R[z] � � � R[z]
J [z] + (zk1�k3) J [z] + (zk2�k3) R[z] � � � R[z]

...
...

...
. . .

...
J [z] + (zk1�km) J [z] + (zk2�km) J [z] + (zk3�km) � � � R[z]

3777775 :
N (X) � Mm(R[z]) részgy½ur½u,N0(X) Cl Mm(R[z]) balideál, I(X) C N (X),N0(X) C N (X)
ideálok, továbbá I(X) � N0(X) \ ker(�).

4.2.4. Tétel ([DSzW]). Legyen ' 2 EndR(M) egy végesen generált féligegyszer½u RM
baloldali R-modulus nilpotens endomor�zmusa. Ha R lokális gy½ur½u, akkor Z(R)-algebrák
közti a Cen(') �= N op(X)=I(X) izomor�zmus teljesül.

4.2.5. Következmény ([DSzW]). Ha az R lokális gy½ur½u Z(R) centruma test és R=J véges
dimenziós Z(R) felett, akkor

dimZ(R)(Cen(')) = (k1 + 3k2 + � � �+ (2m� 1)km) dimZ(R)(R=J):

4.2.7. Tétel ([SzW12]). Legyen ' 2 EndR(M) egy végesen generált féligegyszer½u RM
baloldali R-modulus nilpotens endomor�zmusa. Ha R lokális gy½ur½u, akkor Z(R)-algebrák
közti

Cen0(') �= N0(X)
op=I(X) és Cen(')=Cen0(') �= N (X)op=N0(X)

izomor�zmusok teljesülnek.

Az X nilpotens Jordan-normálbázis blokkjainak méreteir½ol feltételezhetjük, hogy
k1 � k2 � : : : � km � 1 (most � = f1; : : : ;mg), ekkor

U(X) = fU 2 Mm(R=J) j U = [u�;
] és u�;
 = 0 ha 1 � k� < k
g

és
U0(X) = fU 2 Mm(R=J) j U = [u�;
] és u�;
 = 0 ha 1 � k� < k
 vagy k
 = 1g

blokk fels½o háromszög Z(R)-részalgebrák Mm(R=J)-ben és

W(X) =

26666666664

0 � � � 0 R=J � � � R=J

0
. . . 0 R=J � � � R=J

...
...

. . .
...

...
...

...
... 0 R=J � � � R=J

...
...

...
...

. . .
...

0 � � � 0 R=J � � � R=J

37777777775
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balideál Mm(R=J)-ben. A k1 > k2 > : : : > km � 1 esetben

U(X) =

26664
R=J R=J � � � R=J

0 R=J
. . .

...
...

. . . . . . R=J
0 � � � 0 R=J

37775
fels½o háromszög-mátrixokból áll.

4.3.2. Tétel ([DSzW]). Legyen ' 2 EndR(M) egy végesen generált féligegyszer½u RM
baloldali R-modulus nilpotens endomor�zmusa. Ha R lokális gy½ur½u és az fi2Z(R)hx1;: : :;xri,
1 � i � n polinomokra az Uop(X) algebrán teljesülnek az fi = 0 azonosságok, akkor az
f1f2 � � � fn = 0 szorzat azonosság a Cen(') algebrán.

4.3.4. Tétel ([SzW12]).Legyen '2EndR(M) egy végesen generált féligegyszer½u RM baloldali
R-modulus nilpotens endomor�zmusa. Ha R lokális gy½ur½u és az fi 2 Z(R)hx1; : : : ; xri,
1 � i � n polinomokra Mop

m (R=J)-nek a W(X) jobboldali ideálján teljesülnek az fi = 0
azonosságok, akkor az f1f2 � � � fn = 0 szorzat azonosság a Cen0(') algebrán.

4.3.6. Tétel ([SzW12]).Legyen '2EndR(M) egy végesen generált féligegyszer½u RM baloldali
R-modulus nilpotens endomor�zmusa. Ha R lokális gy½ur½u és az fi 2 Z(R)hx1; : : : ; xri,
1 � i � n � 1 polinomokra Mop

m (R=J)-nek az U0(X) részalgebráján teljesülnek az fi = 0
azonosságok, akkor az f1f2 � � � fn�1 = 0 szorzat azonosság a Cen(')=Cen0(') faktor algeb-
rán.

4.4.3. Tétel ([DSzW]). Legyen R lokális gy½ur½u és ' 2 EndR(M) egy végesen generált
féligegyszer½u RM baloldali R-modulus nilpotens endomor�zmusa. Tetsz½oleges � 2 EndR(M)
endomor�zmusra a Cen(') � Cen(�) tartalmazás pontosan akkor teljesül, ha RM-nek létezik
egy fyj 2 M j 1 � j � dg R-generátorrendszere és hozzá olyan a1; a2; : : : ; an 2 R elemek,
amelyekre

a1 (yj) + a2'( (yj)) + � � �+ an'
n�1( (yj)) = �( (yj))

minden 1 � j � d indexre és  2 Cen(') endomor�zmusra. Megjegyezzük, hogy Cen(') �
Cen(�) és � 2 Cen(Cen(')) egymással ekvivalensek.

4.4.4. Következmény ([DSzW]). Ha az el½obbi tételben R kommutatív, akkor Cen(') �
Cen(�) azzal ekvivalens, hogy léteznek olyan a1; a2; : : : ; an 2 R elemek, amelyekre

a1u+ a2'(u) + � � �+ an'
n�1(u) = �(u)

minden u 2M elemre (azaz ha � polinomja '-nek).

4.5.1. Tétel ([SzW12]). Legyen ' 2 EndR(M) egy végesen generált féligegyszer½u RM
baloldali R-modulus tetsz½oleges endomor�zmusa. Ekkor léteznek olyan W1, W2 és V rész-
modulusai RM-nek, amelyekre W = W1 �W2 és M = V �W direkt összegek, ker(') � W ,
'(W ) = W2, '(V ) = V , dimR(W1) = dimR(ker(')) és a megszorított (' � W ) 2 EndR(W )
endomor�zmus nilpotens, továbbá Cen0(') �= T , ahol

T = f� 2 EndR(W ) j �(W1) � ker(') és �(W2) = f0gg = Cen0(' � W )
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balideál az
End�R(W ) = f� 2 EndR(W ) j �(ker(')) � ker(')g

algebrában és jobbideál az

End��R (W ) = f� 2 EndR(W ) j �(W1 + ker(')) � W1 + ker(') and�(W2) � W2g

algebrában.

4.5.2. Következmény ([SzW12]). Egy K test feletti n�n-es A 2 Mn(K) mátrixra (mint
egy n dimenziós vektortér endomor�zmusára) dimK Cen0(A) = [dimK(ker(A))]

2.

4.6.2. Tétel ([SzW12]). Egy végesen generált féligegyszer½u RM baloldali R-modulus tet-
sz½oleges '; � 2 EndR(M) endomor�zmusaira az alábbiak ekvivalensek:
1. � 2 Cen0(Cen0(')),
2. Cen0(') � Cen0(�),
3. ker(') � ker(�) és im(�) � im(').
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III. Az eredmények rövid összefoglalása, alkalmazások

III.1. Irányított gráfok ésmátrixalgebrákEuler-féle polinom-azonosságai

Az [SzTR] dolgozatban irányított gráfokat használva sikerült egy kommutatív gy½ur½u feletti
n � n-es teljes mátrixalgebrán teljesül½o polinom-azonosságoknak egy új osztályát megadni,
amely az ún. Euler-azonosságokból áll. A standard azonosság teljesülésér½ol szóló Amitsur-
Levitzki tétel az [SzTR]-beli f½o eredmény legegyszer½ubb speciális esete. Domokos mutatta
meg, hogy az Euler-féle azonosságok igazi jelent½osége abban áll, hogy már a 3�3-as mátrixokon
is találunk közöttük olyanokat, amelyek a korábban ismert azonosságok együtteséb½ol sem
következnek. Az Euler-féle konstrukcióra szintén Domokos dolgozataiban találunk további
lényeges alkalmazásokat.
Az [Sz94]-ben az Euler-féle polinom konstrukció ún. permanentális (szimmetrikus) változatát
adjuk meg, amely egy nem nulla karakterisztikájú gy½ur½u feletti n�n-es teljes mátrixalgebrán
teljesül½o azonosságokhoz vezet. A [KSz94]-ben is hasonló eredmények vannak.
Végül [Sz95]-ben, irányított gráfokban irányítatlan Euler-utakat használva, az Euler-féle
polinom konstrukció ún. �-változatát adjuk meg, amely a transzpozícióval ellátott n� n-es
teljes mátrixalgebrán teljesül½o �-polinom-azonosságokhoz vezet.

III.2.Determináns-elmélet Lie-nilpotens gy½ur½uk feletti mátrixokra

Az [Sz97] dolgozatban a szimmetrikus adjungált fogalmát használva megadjuk egy tetsz½oleges
gy½ur½u feletti négyzetes mátrix jobboldali (és baloldali) adjungált sorozatát. Ennek a sorozat-
nak a felhasználásával kapjuk az adott mátrix k-adik jobboldali (és baloldali) adjungáltját
és determinánsát. A legfontosabb eredmény az, hogy egy k-ad rendben Lie-nilpotens gy½ur½u
feletti mátrixot a k-adik jobboldali adjungáltjával jobbról szorozva az egységmátrixnak a
k-adik jobboldali determinánssal való szorzatát kapjuk. A k-adik jobboldali karakterisztikus
polinomot a hagyományos módon értelmezve, egy k-ad rendben Lie-nilpotens gy½ur½u feletti
n � n-es mátrixra az nk fokszámú jobboldali együtthatókkal rendelkez½o Cayley-Hamilton
azonossághoz jutunk. A végtelen dimenziós Grassmann-algebra feletti n�n-es teljes mátrix-
algebráról bizonyítjuk, hogy 2n2 fokszámmal egész ennek a Grassmann-algebrának a páros
része felett.
Az [Sz98/1]-ben azt bizonyítjuk, hogy a (végtelen dimenziós) Grassmann-algebra felett egy
tetsz½oleges n � n-es szupermátrix második jobboldali (és baloldali) karakterisztikus poli-
nomjának az együtthatói a Grassmann-algebra páros részében vannak. Tehát a szupermátrix
algebrák mindegyike n2 fokszámmal egész a Grassmann-algebra a páros része felett.
A k-adik jobboldali adjungált és determináns tulajdonságait használva az [Sz98/2]-ben egy
k-ad rendben Lie-nilpotens algebrában teljes leírását adjuk az idempotens ideáloknak.
A szimmetrikus adjungált tulajdonságait használva az [Sz06] dolgozatban a Cayley-Hamilton
azonosság olyan valódi általánosítását adjuk egy tetsz½oleges gy½ur½u feletti n� n-es mátrixra,
amelyben speciális alakú jobboldali (vagy baloldali) mátrix együtthatók vannak. Az ál-
talános tétel a kommutatív esetben a klasszikus azonosság n!-szorosát szolgáltatja.
Az [Sz15] dolgozatban egy R gy½ur½u � endomor�zmusát és a W 2 Mn(R) invertálható
mátrixot használva bevezetjük a centralizáló mátrix fogalmát, ezek egy Mn(R; �;W;W

�1)
részalgebrát alkotnak Mn(R)-ben. Természetes beágyazásokat adunk meg Mn(R; �;W;W

�1)
alakú algebrákba, és k-ad rendben Lie-nilpotens R esetén vizsgáljuk a centralizáló mátrixok
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k-adik jobboldali determinánsát és karakterisztikus polinomját, ezáltal az [Sz98/1]-beli ered-
ményeket jelent½osen általánosítjuk.
A k-ad rendben Lie-nilpotens R automor�zmusainak egy n elem½u részcsoportja által �xen
hagyott elemek olyan részalgebrát alkotnak R-ben, ami felett az R jobbról egész nk fokszám-
mal.
A k-ad rendben Lie-nilpotens R egy n-ed rend½u � automor�zmusára bizonyítjuk, hogy az
R[w; �] ferde polinom algebra nk fokszámmal jobbról egész a Fix(�)[wn] részalgebra felett.

III.3. Lineáris algebra hálókban

Minden vektortér el½oállítható bizonyos egydimenziós altereinek a direkt összegeként, ez a
vektortér altérhálójában azt jelenti, hogy a legnagyobb elem bizonyos atomok irredundáns
egyesítéseként kapható meg. Egy lineáris leképezés a vektortér altérhálóján teljes egyesítés
endomor�zmusként hat. Az [Sz08] dolgozatban teljes hálók bizonyos tulajdonságokkal ren-
delkez½o teljes egyesítés endomor�zmusaira olyan tételeket fogalmazunk meg, amelyek a véges
dimenziós vektorterek lineáris leképezéseire ismert klasszikus eredmények általánosításainak
tekinthet½oek. Az atomi fedés tulajdonságával is rendelkez½o L algebrai atomisztikus hálónak
egy J1 és J2 tulajdonságú � : L �! L nilpotens teljes egyesítés endomor�zmusát használva
egy L-beli Jordan normál bázis létezését tudjuk bizonyítani. A hálóelméleti eredményeket
egy végesen generált féligegyszer½u modulus részmodulus hálójára és annak egy nilpotens
endomor�zmus által indukált egyesítés endomor�zmusára alkalmazva Jordan normál bázist
kapunk, ilyet a modulusokról szóló gazdag irodalomban nem találtunk.

III.4.Centralizátorok és zéró-centralizátorok endomor�zmus-algebrákban

A [DSzW]-ben egy végesen generált féligegyszer½u modulus ' 2 EndR(M) nilpotens endo-
mor�zmusának a centralizátorát el½oállítjuk az Mm(R[z]) mátrixalgebra egy alkalmasM(X)
részalgebrájának � : M(X)op �! Cen(') ellentett homomorf képeként, ahol m a ker(')
mag kompozícióhossza (dimenziója). Az [SzW12]-ben megadjuk a ker(�) � M0(X) C
M(X) ideált, és ' zéró-centralizátorára bizonyítjuk az M0(X)

op= ker(�) �= Cen0(') és
M(X)op=M0(X) �= Cen(')=Cen0(') izomor�zmusokat.
Abban az esetben, amikor R lokális gy½ur½u, az el½obbiekb½ol a Cen(') �= N op(X)=I(X),
Cen0(') �= N0(X)

op=I(X) és Cen(')=Cen0(') �= N (X)op=N0(X) izomor�zmusokat kapjuk,
amelyeknél N (X) � Mm(R[z]) részgy½ur½u és az I(X) C N (X), I(X) � N0(X) C N (X)
ideálok a ' Jordan normál bázisának blokk-méreteivel és a J(R) Jacobson-radikál segítségével
adhatók meg.
Ha R lokális gy½ur½u, akkor az Mm(R=J(R)) bizonyos U(X) blokk fels½o-háromszög részal-
gebráján és W(X) balideálján teljesül½o azonosságokat használva azonosságokat kapunk a
nilpotens ' centralizátorán és zéró-centralizátorán.
A [DSzW]-beli kett½os centralizátor tétel szerint tetsz½oleges � 2 EndR(M) esetén a Cen(') �
Cen(�) tartalmazás azzal ekvivalens, hogy � bizonyos helyeken felvett értékei kifejezhet½oek
a ' hatványainak ugyanezen helyeken felvett értékeivel (itt R lokális és ' nilpotens).
Az [SzW12]-ben bizonyítjuk, hogy az RM végesen generált féligegyszer½u modulus tetsz½oleges
' 2 EndR(M) endomor�zmusának zéró-centralizátorára a Cen0(') �= Cen0(' � W ) izomor-
�zmus teljesül, ahol ker(') � W �M olyan részmodulus, amelyre '(W ) � W és a megszorí-
tott ' � W nilpotens (itt R tetsz½oleges gy½ur½u). A Cen0(' � W ) zéró-centralizátorra struk-
turális jellemzést adunk.
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Az [SzW12]-beli kett½os zéró-centralizátor tétel szerint a Cen0(') � Cen0(�) tartalmazás
azzal ekvivalens, hogy ker(') � ker(�) és im(�) � im(') mindegyike teljesül (itt ' és �
tetsz½oleges endomor�zmusai a végesen generált féligegyszer½u RM -nek).
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