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I. A kittizott kutatasi feladatok

Az értekezés célja a szerzd métrixalgebrdkkal kapcsolatos kutatdsainak a bemutatdsa.

A kiilonbozo gytirtik feletti matrixalgebrdak alapvetd jelentéséggel birnak az algebra hagyo-
ményos fejezeteiben (csoportok és véges dimenzids algebrék reprezentdcié-elmélete, féligegy-
szer{i gylirlik struktiraelmélete, stb.). Hasonl6 a helyzet a polinom-azonossigokat kielégit6
un. Pl-gyfirtik (algebrak) elméletében.

Az értekezés eredményei négy 6 téma koré csoportosithatéak, amint azt a fejezetekbdl
lathatjuk. A négy rész kozott a lényegi kapcsolatot a maétrixalgebrdk jelentik. Az els6 és
méasodik rész esetében ez mar a cimek alapjdn nyilvanval6. A harmadik részben haléelméleti
eszkozoket haszndlunk a nilpotens matrixok Jordan normaélalakjénak egy olyan meglep6 4l-
taldnosftdsara, amelynek bizonyos kovetkezményei a negyedik részben keriilnek felhasznaldsra.
A negyedik részben endomorfizmusok centralizdtorait és zéré-centralizatorait vizsgaljuk.
Mivel egy véges dimenzids vektortér endomorfizmusait az alaptest feletti teljes matrixalgeb-
ranak tekinthetjiik, ezért a centralizdtorokrol és a zéré-centralizdatorokrol szolé eredmények
természetes modon a métrixokra is vonatkoznak. Tovabbi lényeges kapcsoléddsi pont a
maétrixokhoz az, hogy egy modulus endomorfizmus-algebrédjiban a centralizdtorokat bizonyos
métrixalgebrak homomorf képeként kapjuk meg.

Az elsd, a masodik és a negyedik rész kozott tovdabbi kapcsolatot adnak az asszociativ algeb-
rakon teljesiilé polinom-azonossdgok. Az algebréan beliil az értekezésben érintett témakorok
els6sorban az asszociativ algebrak (gyfir{ik) un. Pl-elméletéhez tartoznak. A negyedik rész
az algebrék (gytirtik) struktiraelméletéhez is kapcsolédik.

I.1. Iranyitott grafok és matrixalgebrak Euler-féle polinom-azonossagai

Az értekezés 1.1 részének célja az Euler-féle polinomok és a matrixalgebrik ezekhez kapcso-
16d6 azonossagainak bemutatdsa. Az aldbbiakban ennek a résznek a legfontosabb el6zményeit
ismertetjiik.

A nulla karakterisztikdju K test feletti algebrdk Pl-elmélete nagyon kidolgozott és szamos,
a matematika egészét tekintve is, jelentds eredményt tud felmutatni.

Kaplansky, Posner és M. Artin klasszikus tételei szerint ([Ar],[Ka|,[Po]), ha egy PI algebran
tovdbbi természetes feltételek teljesiilnek (féligprimitiv, féligprim, Azumaya), akkor ez a
gylirti ugyanazokat az azonossdgokat teljesiti mint valamilyen n > 1 egészre az M,,(K) teljes
métrixalgebra. A Razmyslov-Kemer-Braun tétel ([Br],[Kel],[Ra2]) azt mondja ki, hogy egy
végesen generalt (affin) Pl-algebra Jacobson-radikélja nilpotens.

Tekintsiik most a nem kommutativ xy, xs, ... valtozék végtelen sorozata dltal generdlt

K (x1,x9,...) szabad asszociativ K-algebrat, amely ugyanezen valtozok nem kommutativ
K-beli egyiitthatés polinomjaibdl all. Azok a polinomok, amelyek egy adott K-algebran
azonossagot adnak, egy un. T-idedlt alkotnak a K (x1,z,,...) algebrdban, a T-idedlok zar-
tak az Osszes endomorfizmusra (azaz a behelyettesitésekre) nézve. Ez megforditva is igaz,
minden T-idedl valamilyen asszociativ algebrén teljesiilé azonossdgokbdl all. A T-idedlok és
az asszociativ algebrak varietdsai (azonossagok altal definidlt osztédlyai) kozott kolesonosen
egyértelmii kapcsolat van.

Amitsurtél szarmazik a K (xq, 2o, .. .)-beli prim T-idedlok leirdsa ([Am2]), ezek pontosan az
M, (K) teljes matrixalgebrakon (az n > 1 egészekre) teljesiilé azonossagok dltal meghataro-
zott T-idedlok. Egy tetszéleges I < K (1, xg,...) T-idedl

VI={feK(x,z,..) | f™ €I valamilyen m > 1 egészre}
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radikaljahoz létezik olyan n > 1 egész, amelyre v/I = T(M,(K)) teljesiil ([Am1]).

A T-idedlok Kemertdl szdrmazé monumentdlis struktiraelmélete ([Ke2],[Ke3]) vezetett a
hires Specht-probléma megolddsahoz, amely szerint minden T-idedl végesen generdlt (mint
T-idedl). Mésképpen fogalmazva ez azt jelenti, hogy minden polinom-azonossdgot kielégité
K-algebra esetén létezik ennek az algebranak véges sok olyan azonossdga, amelyekbdl az
Osszes tobbi kovetkezik.

Egy végesen generdlt K-algebrdn teljesiiléo azonossdgok T-idedlja megegyezik valamilyen
véges dimenzids K-algebra azonossdgainak T-idedljaval, tehdat azonossdgokat haszndlva a
végesen generdlt és a véges dimenziés algebrdkat nem tudjuk egyma&stél megkiilonboztetni.
Ennek az eredménynek fontos kovetkezménye az, hogy barmely végesen generalt relativ
szabad algebra bedgyazhaté az alaptest alkalmas bovitése feletti teljes matrixalgebrédba.
Megjegyzésre érdemes, hogy ha egy algebra teljesiti az M, (K) teljes métrixalgebra osszes
azonossagat, attol még nem lesz bedgyazhaté egy kommutativ gylirti feletti teljes métrixal-
gebraba ([Am3]).

A prim és féligprim idedl definicidjdban T-idedlokra szoritkozva kapjuk a T-prim és a T-
féeligprim T-idedl definicidjat. Minden T-féligprim T-idedl véges sok T-prim T-idedl met-
szeteként kaphaté meg. Egy adott T-idedlt tartalmazé T-féligprim T-idedlok kozott 1étezik
(egyértelmilen meghatarozott) legkisebb, amelynek valamilyen hatvényat az adott T-ideal
tartalmazza. A T-prim T-idedlok pontosan a prim T-ideédlok, valamint az M,,(F) és M,, 4(F)
métrixalgebrdkon (azn > 1ésn > d > n/2 egészekre) teljesiilé azonossdgok dltal meghataro-
zott T-idedlok. Itt E a megszdmldlhatéan végteleniil generdlt Grassmann-algebra K felett
és M, 4(F) az un. (n,d)-szupermatrixokbdl (pontos definicié a I1.2 részben) allé részal-
gebra M, (F)-ben. Megfeleléen nagy n > 1 egészre az M, (F) azonossdgait barmely [ <
K (z1,29,...) T-ideél tartalmazza: T'(M,(E)) C I. A Specht-probléma megolddsa mellett
a Kemer féle elmélet a kovetkezd eredményben kulmindl. Egy tetszoleges T-idedl az A ® E
tenzorszorzat (Ag ® Ey) @ (A; ® Fy) alaku K-részalgebrajén teljesiilé azonossagokbdl éll,
ahol A = Ay ® A; egy alkalmas Z,-fokszamozott véges dimenziés K-algebra. Ebbol az ered-
ménybol kovetkezik az, hogy barmely relativ szabad algebra bedgyazhaté egy masodrendben
Lie-nilpotens algebra (ami E-nek egy direkt hatvénya lehet) feletti teljes méatrixalgebraba.
Mivel az E Grassmann-algebra m&dsodrendben nilpotens, ezért az eddigiek alapjan nyilvin-
vald, hogy a Lie-nilpotens gyfiriik (a kommutativ gy{iriik is ilyenek) feletti matrixalgebrakon
teljesiilé azonossagok rendkiviili fontossdggal birnak.

Sajnos a legtobb esetben nagyon kevés ismerettel rendelkeziink egy adott K-algebrén tel-
jesiilé azonossdgokrdl. Az aldbbiakban hdrom olyan példdat adunk meg, amelyeknél az
azonossagokrdl tobbet tudunk.

Az E végtelen dimenziés Grassmann-algebran teljesiilé azonossdgok T-idealjat egyetlen azo-
nossdg, a masodrendi Lie-nilpotencia [[z1, 23], 3] = 0 azonossdga generidlja ([KR]). Konnyen
lsthat6, hogy az E algebran nem teljesiilnek a standard azonossagok. Erdekes eredmény az,
hogy asszociativ algebrdk egy ) varietdsdban pontosan akkor teljesiil valamilyen £ > 2
egészre az Si(r1, ..., x;) = 0 standard azonossag, ha £ ¢ V.

A 2 x 2-es My(K) teljes matrixalgebran teljesiild azonossagok T-idedljat a negyedfoku stan-
dard azonossag Sy(z1, T, T3, 74) = 0 és az stodfoku [z, x2]%, z3] = 0 Hall azonossdg egyiitte-
sen generdlja ([Dr81]).

Az My, 4 dy+-+a,(K) teljes métrixalgebra blokk felsé hdromszog-matrixokbol 116 UTy, 4, 4. (K)
részalgebrajan teljesiilé azonossdgok T-idedlja a T'(My, (K)), 1 < i < n, T-idedlok szorzata
([GZ]). Innen kapjuk azt, hogy az n x n-es fels6 hdromszog-métrixok UT; ;1 (K) algebrdjdn
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teljesiilé azonossagok T-idedljét az [x1,11] - -« [Tn, yn] = 0 azonossdg generdlja ([Ma]).

Az n > 3 esetben az M,,(K) teljes matrixalgebréan teljesiilé polinom-azonossdgokrol viszony-
lag keveset tudunk, az aldbbiakban a két legfontosabbrdl lesz szo.

A jol ismert Amitsur-Levitzki tétel ([AL]) szerint az M,,(K) teljes métrixalgebrdn a 2n-ed
foku Sa, (1, ..., z2,) = 0 standard azonosség teljesiil.

Amennyiben R Pl-algebra K-felett, akkor Regev tenzorszorzat tétele ([Reg]) szerint az
M, (R) = M,(K) ® R teljes matrixalgebra is PI-tulajdonsidgu. Ha az R algebrén teljesiil
az m-ed foku S,, = 0 standard azonossdg, akkor Domokos tétele ([D0o94/1]) szerint az
M, (R) teljes métrixalgebran teljesiil az S, —1yn241 = 0 standard azonossdg (megjegyez-
ziik, hogy ez utébbi eredmény nem el6zménye, hanem folyomdnya az értekezésben targyalt
Euler-azonossdgoknak). M, (K)-n az

En(xa Y1y 7yn) = Z Sgn<ﬂ)$ﬂ(o)y1xﬁ(l)y2 cee ynilxﬂ'(nfl)ynm”(n) =0
7€Sym(0,1,...,n)

altaldnositott algebraicitdsnak nevezett azonossag is teljesiil ([Fol, [Be2]), ami nem kovetkez-
ménye az Sy, = 0 és az L,(x,y,...,y) = 0 azonossigok egyiittesének ([DK]).

Az My(FE) algebrén teljesiilnek az S = 0 és [[z1, 72]?, 23]° = 0 azonossdgok.

Az M, (K) azonossdgaibdl az M, (E) és M, 4(E) métrixalgebrakon teljestilé azonossdgokat ka-
punk ([DP]). Tekintsiik az m-véltozés fi, ..., fr €T (M, (K))NK (21, ..., z,,) azonossdgokat.
Ha k > tn*m, akkor fi --- fy € T(M,(E)). Hak > 2d(n—d)m, akkor fy - - f, € T(M, 4(E)).
Kostant és Rowen tétele szerint ([Ko],[Row74]) az Sa,—2 = 0 standard azonosség teljesiil a fer-
dén szimmetrikus matrixok M (K) alterén. Rowen tétele szerint ([Row74]) ha n > 2 péros,
akkor az So,_1(x1,29,. . .,Tan—1) =0, és ha n > 2 pératlan, akkor az Ss,—o71,22,...,T2,-2) =0
standard azonossédg teljesiil az ;7 € M (K) és 2, € M (K) (2 < k < 2n — 1, illetve
2 < k < 2n — 2) métrixokra, ahol Mf(K) a szimmetrikus méatrixok altere. Az elébbieket
konnyen felirhatjuk az M,,(K) teljes matrixalgebra un. k-azonossigaiként a méatrix transz-
poziciét haszndlva involiciéként.

Zalesskii és Chang bizonyitottdak ([Zal],[Ch2]), hogy a p > 2 karakterisztikdju K test feletti

M, (K) teljes métrixalgebrdn a pn-ed foku szimmetrikus azonossdg, 7, (z1,...,2pm) = 0
teljesiil. Kemernek sikeriilt bizonyitania ([Ke4]), hogy béarmely K feletti PI-algebran teljesiil
valamilyen &, > 1 fokszdmokkal a 7;(z1,...,x;) = 0 szimmetrikus és az S;(z1,...,2) =0

standard azonossédg (ez utébbi Volichenko sejtése volt).
Végiil az értekezés tin. Pl-elézményei kozott emlitést kell tenni a Lie-nilpotencia azonossdgéit
teljesit6 algebrakrol. Felhaszndldsra keriilnek Jennings tételei ([Je]), amelyek szerint egy n-

ed rendben Lie-nilpotens R gyfirliben bizonyos kommutdtorok szorzata zérus, tovdbba az
R[R, R|R idedl nil és az R[[R, R], R|R ide&l 2" %-ed rendben nilpotens.

I.2. Determindns-elmélet Lie-nilpotens gytriik feletti matrixokra

Az értekezés 1.2 részének célja egy olyan Lie-nilpotens determindns-elmélet bemutatdsa,
amely nem kapcsolddik szorosan a klasszikustol kiilonbozo korabbi determindns-fogalmakhoz.
Az aldbbiakban ennek a résznek a legfontosabb elézményeit ismertetjiik.

Rovid attekintést adunk a nem kommutativ gytiriik feletti matrixokra értelmezett kiilon-
boz6 determindnsokrol. Az emlitett determindnsok hosszi torténettel rendelkeznek, szdamos
matematikus probalkozott a klasszikus elmélet kiterjesztésével, koziilikk Cayley, Study, Ore
és Dieudonné nevét lehet kiemelni.



dc_1078_15

A kvaterni6 ferdetest kozismert H — My (C) bedgyazasat hasznalva egy A € M, (H) métrixot
tekinthetiink My, (C)-belinek, az A Study-féle determindnsa nem mds, mint ennek a 2n x 2n-
es komplex matrixnak a hagyomdnyos determindnsa ([As], [Stu]). Hasonlé médon nem
értelmezhetjiik egy M, (E)-beli métrix determinansét, hiszen az E végtelen dimenziés Grass-
mann-algebra nem dgyazhat6 be egyetlen kommutativ C' gyfirii feletti M,,(C) métrixalgeb-
rdba sem.

Az R lokalis gyfir(i esetén a Dieudonné-determinsns ([Ros|) egy olyan

Un2iGL,(R) — Ry,

leképezés, amelyet bizonyos ,,determindns tulajdonsdgok” egyértelmiien meghatdroznak; itt
Ry = U(R)/[U(R),U(R)] az R-beli egységek csoportjanak maximélis Abel-féele faktora.
Ennek a determinédns-fogalomnak nagy jelentdsége van az algebrai K-elméletben, de nem
haszndlhaté linedris egyenletrendszerek megoldasédra, és Cayley-Hamilton azonossdgot sem
szarmaztathatunk bel6le. Megjegyzésre érdemes, hogy az E Grassmann-algebra lokélis.
Kantor és Trishin értelmezte a szuperdetermindnsat egy M,, 4( E)-beli szupermétrixnak ([KT]).
Ez a fogalom a Grassmann-algebra jol ismert Z,-fokszédmozasidhoz kapcsolédik, és felhaszndl-
haté bizonyos baloldali (jobboldali) linedris egyenletrendszerek megoldasahoz, tovabbd a szu-
permétrixokon invaridns Cayley-Hamilton azonossdghoz vezet. A KT-szuperdetermindns a
teljes M,,(F) métrixalgebrara nem értelmezhetd, ezen a jol ismert M, (E) — My, ,(E)
bedgyazas sem segit, hiszen itt egy bedgyazott matrix KT-szuperdetermindnsa és szuper-
karakterisztikus polinomja zérus lesz.

A [GGRW] dolgozatban 6sszefoglaldst taldlunk a ma létez6 determinans-fogalmak egy részérol.
Az egységes targyaldsmod az tun. Gelfand-Retakh kvazidetermindns haszndlatdan alapul,
amelybe az értekezés targyat képezd determindnsok nem illeszthetdek be.

Maitrixokon teljesiilé Cayley-Hamilton jelleg{i azonossdgokat determindnsok és karakteriszti-
kus polinomok nélkiil is kaphatunk. Paré és Schelter ([PS]) bizonyitottdk azt, hogy tet-
szbleges R gylirii esetén barmely A € M,,(R) matrixra teljesiil egy olyan azonossdg, amelyben
a f6tag” A* alaki valamilyen k > 22" egészre és a ,tovabbi 6sszeadandok”

roAriAry - - - r;_1 Arp alakiak bizonyos rg,7r1,...,1 € R, 0 <[ < k — 1 elemekkel.

Mivel az E végtelen dimenziés Grassmann-algebra mésodrendben Lie-nilpotens, ezért az 1.2
részben bemutatott Lie-nilpotens determindns-elmélet az M,,(E)-re polinom-azonossdgokat
szolgdltat. Tehat az I.1 rész elézményeinek ismertetésekor a Grassmann-algebra feletti
maétrixalgebrakrol elmondottakra ismételten felhivjuk a figyelmet.

I.3. Linearis algebra halékban

Az értekezés 1.3 részének célja a linedris algebra néhany alapvet6 eredményének haléelméleti
altaldanositdasa. Mind az &ltaldanositds alapjdul szolgdlé klasszikus linedris algebrai ered-
ményeknek, mind a felhaszndlt haléelméleti eszkdzoknek az irodalmi héttere nagyon gazdag,
de a héaldkban térgyaldsra keriilé linedris algebra lényeges elézményeirdl a szerzonek nincs
tudomésa.

I.4. Centralizdtorok és zéré-centralizatorok endomorfizmus-algebrakban

Az értekezés 1.4 részének célja a centralizatorok és zéré-centralizdtorok jellemzése endomorfiz-
mus-algebrakban. Az aldbbiakban ennek a résznek az elézményeit ismertet;jiik.
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Annak ellenére, hogy egy gyfiriibeli elem zéré-centralizdtora (més széhasznélattal a kétoldali
anulldtora) nagyon természetes fogalom, ezeknek a lefrasardl a szerzd nem taldlt az irodalom-
ban az értekezéshez kapcsol6dé anyagot. A hagyomanyos centralizdtorok irodalma gazdag,
a tovdbbiakban néhdny alapveté eredményrol tesziink emlitést.

Bergman klasszikus tétele ([Bel]) szerint a K (xy, . .., z,, ...) szabad asszociativ K-algebrédban
egy nem konstans f(zi,...,x,) polinom centralizdtora Cen(f) = K|[g] alakd valamilyen
g(xq,...,x,) polinomra. Tehat Cen(f) kommutativ.

Matrixok centralizdtorairdl tobbek kozott Suprunenko-Tyshkevich (1968), Prasolov (1994)
és Gantmacher (2000) konyveiben taldlhatunk eredményeket ([Gal,[Pr],[ST]).

Ha egy A € M,,(K) matrix karakterisztikus és minimalpolinomjai azonosak, akkor A-nak
az M, (K)-beli centralizdtora Cen(A) = K[A] alaki (tehat kommutativ). Altaldban egy
tetszOleges (nem centralis) A € M,,(K) métrix centralizdtora nem lesz kommutativ, tehdt
itt nem érvényes a Bergman-féle leirds. Ha egy B € M,,(K) matrixra AB = BA, akkor nem
feltétleniil létezik olyan C' € M, (K') maétrix, amelynek A és B egyszerre K-beli egyiitthatos
polinomja.

Amennyiben T' € GL,(K) invertdlhat6, akkor 7! (Cen(A)) T = Cen(T ' AT) és Cen(A) =
Cen(T~'AT) mint K-algebrék.

Ha K algebrailag zart és {\1, \o,..., \.} az A sajatértékeinek halmaza, akkor

Cen(A) = Cen(A;) x -+ x Cen(4,),

ahol A; € My (K) azt a blokk-diagonalis métrixot jelsli, amelynek diagondliséban a \;
sajatértékhez tartozé dim(ker(A; — \;ily,)) darab elemi Jordan-blokk &ll (itt d; > 1 a \;
sajatérték multiplicitdsa). Mivel Cen(A;) = Cen(A; — A\ ly,) és A; — A1y, nilpotens, ezért
Cen(A) meghatarozédsa visszavezethetd nilpotens métrixok centralizdtorainak leirdsira. Ez
a koriilmény részben indokolja azt, hogy az értekezésben nilpotens endomorfizmusok centra-
lizatoraival foglalkozunk. Azt azért megjegyezziik, hogy egy modulus-endomorfizmus centra-
lizatorat altaldban nem kaphatjuk meg hasonléan (nilpotensek centralizétorainak direkt
szorzataként).

Schur kettOs centralizator tétele szerint tetszoleges A, B € M, (K) métrixokra a Cen(A) C
Cen(B) tartalmazds ekvivalens azzal, hogy B € K[A]. Ennek a fontos eredménynek kiilon-
bozo6 dltaldnositasai ismeretesek, ezekhez az értekezésben is hozzdjarulunk.
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I1. Az elvégzett vizsgdlatok
II.1. Iranyitott grafok és matrixalgebrak Euler-féle polinom-azonossagai

AT = (V,€ o,7) irdnyitott grafban V ={1,2,...,n} a csicsok és & ={ej,ez,...,en} az
élek halmaza, egy e € £ élnek a kezddpontja o(e) € V és végpontja 7(e) € V.
A T graf Grassmann szomszédsagi matrixa legyen

N
AL = 0By ren) 5
r=1

ahol E,; azt a standard n X n-es matrixegységet jeloli, amelyben az (a,b) helyen 1 és a
tobbi helyen 0 all. A vy, v,..., vy elemek az E Grassmann-algebrdnak (az £-beli éleknek
megfeleltetett) anti-kommutativ generdtorai. A kovetkezd eredménybdl Swan tételét (amely
az Amitsur-Levitzki tétel grafelméleti atfogalmazdsa) egyszerii kovetkezményként kaphatjuk.

1.2.1. Tétel ([KSz00]). A T irdnyitott graf Grassmann szomszédsagi matriza 2n-ed rendben
nilpotens, azaz (A%)*" = 0 teljesiil M,,(FE)-ben.

AT = (V,&, 0,7) irdnyitott grafban a p,q € V cstcsokat rogzitve tekintsiik az olyan
permutaciokbdl &ll6 II(T', p,q) € Sym({1,..., N}) részhalmazt, amelyek a graf éleinek p-
bél induld és g-ban végzddd eq(1), ex(2),- .-, er(w) irdnyitott Euler-utjat adjidk. Ha az &-
beli éleknek a nem kommutativ xi,zs,...,xy véltozékat (a C' kommutativ gyflirii feletti
C (1,9, ...,xy) szabad C-algebra generatorait) feleltetjiik meg, akkor legyen

Prpo (w1, 22,...,2N8) = Z SEN(T)Tr(1)Tr(2) * * * Tr(N)s
well(T,p,q)

illetve
Q(F,p,q) (371, T, ... 71:]\/) - Z Tr(1)Tr(2) *°* Tr(N)
m€Il(T',p,q)

a (I', p, q) hdrmas 4altal értelmezett Euler-féle, illetve Euler-féle permanentalis
(szimmetrikus) polinom.

1.3.1. Tétel ([SzTR]). AT = (V,&,0,71) irdnyitott grifra (itt |E|] = N) és a p,q € V
csticsokra legyen TI(T, p,q) # @, és @1 (i) (illetve ®r(i)) jelolje az i € V csiics ki-fokdt
(illetve be-fokat). Ha az m > 1 egészre

N > 2%;/ min{max{®} (i), @y ()}, m},

akkor Prpqo(21,%2,...,25) = 0 polinom-azonossig barmely C kommutativ gylirti feletti
M (C) teljes matrizalgebran.

Az L >1 egész szamot (d,m)-tulajdonsdginak nevezziik, ha az 1 < wuj,ug,...,us (1 <s<m)
egészekre az uy + ug + - - - + us > L egyenldtlenség teljesiilése esetén az

(ug — DN ug — !+ (ug — 1)!
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szorzat oszthat6 a d > 2 egésszel. Legyen [(d, m) a legkisebb (d, m)-tulajdonségui egész szdm.

1.4.3. Tétel ([Sz94]). AT = (V.&,0,7) iranyitott grifra (itt |E| = N) és a p,q € V
csticsokra legyen TI(T,p,q) # @. Ha a d > 2 és m > 1 egészekre ®f(q) > I(d, m) vagy
(i) > U(d,m) teljesiil valamelyik i € V' \ {q} csicsra, akkor Qrpq)(21,72,...,25) = 0
polinom-azonossdg barmely dlc = 0 tulajdonsdgi C kommutativ gytirt feletti M, (C) teljes
mdtrizalgebran.

1.4.6. Tétel ([KSz94]). AT = (V, E,o0,7) irdnyitott grifra (itt |E] = N) és a p,q € V
csucsokra legyen 1I(T', p,q) # @. Ha a d > 2 és m > 1 egészekre

N =z i(d, 3 min{max{®{ (i), o (i)}, m}),

eV

akkor Q p.q) (1,22, ..., xn) = 0 polinom-azonossag barmely dlc = 0 tulajdonsdgi C' kom-
mutativ gytirt feletti M, (C) teljes matrizalgebran.

1.5.4. Tétel ([Sz95]). Legyen I' = (V, E, 0, T) olyan iranyitott graf (itt |V| =n és |E| = N)
amelyben létezik a p € V' csicsbol indulo és a q € V' csicsba érkezd irdanyitatlan Fuler-it.
Ha az m > 1 egészre N > 2nm — 2, akkor

2 N
ngn 7)sgn®( (( )) e((z)) ..xi((N)) =0
(7€)

x-polinom-azonossig barmely C kommutativ gytrt feletti M,,(C) teljes mdtrizalgebran a
transzpondlds involicidra nézve. Az 0sszegezés az olyan (m,e) megengedett parokra torténik,
amelyeknél exqy,ex(2);- - -.ex(n) €9y p-bol induld és q-ban végz0dé iranyitatlan Euler-it, e(i)=1
ha az e élen irdnyitdssal egyezben és (i) = x ha az exq) €len irdnyitdssal ellentétesen
haladtunk at (hurok él esetén nincs megkotés (i) € {1,x} értékére). Tovabbd sgn*(e) =
(=1)¥©  ahol rev(e) = [{k | 1 <k < N,e(k) = }|.

1.5.6. Tétel ([Sz95]). Legyen I' = (V, E, 0, T) olyan irdnyitott graf (itt |V| =n és |E| = N),
amelyben létezik a p € V' csicsbol indulo és a q € V' csicsba érkezo iranyitatlan Euler-it.
Ha az m > 1 egészre N > 2nm — 1 és nm pdros vagy N > 2nm — 2 és nm pdratlan, akkor

1 N
ngn Sgn ) s(( )) s((2))...xi((N)) =0

7

x-polinom-azonossdg barmely C kommutativ gytirt, feletti M,,(C) teljes mdtrizalgebrdan a
transzpondlds involicidra nézve. Az dsszegezés az olyan (m,e) megengedett parokra torténik,
amelyeknél ex1y,ex(2);- - - ex(n) €y p-bol induld és q-ban végz6do iranyitatlan Euler-it, (i) =1
ha az e élen irdnyitdssal egyezben és €(i) = * ha az erq) €Elen irdnyitdssal ellentetesen
haladtunk dt (hurokél esetén mincs megkotés (i) € {1,%} értékére). Tovdbbd sgn'™(e) =
(—1)M=revE) - ghol

(1) —rev(e) = {k |2 < k < N,e(k) = x}|.
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I1.2. Determindns-elmélet Lie-nilpotens gytriik feletti matrixokra
Az R gyfiriit n-ed rendben Lie-nilpotensnek nevezziik, ha az

[ [[x1, z2], 23], - -y @n), Tpga] =0
polinom-azonosség teljesiil R-ben, itt [, 25| = 129 — 2oy az additiv kommutétor.

2.1.7. Tétel ([Sz98/2],[SzW15]). Ha n > 2, ¢ = 2""2 és az a,b € R elemekre ab = 0 egy
n-ed rendben Lie-nilpotens R gyturuben, akkor b"™a = ba™ = 0 és

br1byraz1brabysazs - - - zg1bxby,a =0, azaz pPRORaRORORaR ... RbRbRa, = {0}

1. 2. q.
tetszoleges x;,y;, 2z € R, 1 <1 <q (z,=1) elemekre.

2.1.8. Tétel ([SzW15]). Legyenek a,b € R elemek egy n-ed rendben Lie-nilpotens R
gytriben.

1. Ha P < R primidedl és ab € P, akkor a € P vagy b € P. Mas szoval R-nek minden
primidedlja teljesen prim.

2. Az R primradikdlja pontosan a nilpotens elemekbdl dll:

rad(R) = {u € R | u* = 0 valamilyen k > 1 egészre}.

3. Az R/rad(R) faktorgylirty kommutativ.
4. Ha L <; R balidedl, akkor L + rad(R) < R az R-nek kétoldali idedlja. Tehdt R-nek
minden rad(R)-t tartalmazo balidedlja kétoldali idedl.

Egy R gytirt
Zn(R)={reR]|||..[[r,z2], x5, .., Tp], Tn+1] =0 minden z; € R, 2<i<n + 1 elemre}
n-edik Lie-centruma (n-ed rendben Lie-nilpotens) részgyfiriije R-nek, és a
Z(R) = Za(R) C Zo(R) € -+ € Zu(R) € Zupa(R) C -+
tartalmazdsok teljesiilnek.

2.1.10. Tétel ([Sz97],[SzW15]). Ha C C R kommutativ részmonoid az R gytrt multip-
likativ monoidjaban, akkor R-nek az Z,(R)UC részhalmaza dltal generdlt S = (Z,(R)UC)
részgyurije n-ed rendben Lie-nilpotens.

Egy tetszoleges R gyfirti feletti n x n-es A = [a; ;] métrix szimmetrikus determindnsdnak az

sdet(A) = Y sgn(p)ar(a) pir(1)) -+~ Gr(t) p(r (1)) -+~ Cr(a) plr(n)

T,0ESn

*
T8

elemet nevezziik. Az A-nak az A* = [a} ] szimmetrikus adjungaltja az az n X n-es matrix,

amelyben

a5, = Y _sen(@)sgn(B)da(),s) -+ Ga(s—1),8(s-1)0a(s+1),8(s41) - Ga(n)B0n)
o,

9
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és az Osszegezés az olyan «, f € S,, permutédcidkra torténik, amelyekre a(s) = s és B(s) = r.
A szimmetrikus adjungédlt nagyon fontos tulajdonsdga, hogy egy nulla karakterisztikdju K
test feletti R algebra esetén az A € M,,(R) métrixra és egy K feletti T' € GL,,(K) invertélhaté
matrixra (T YAT)* = T-1A*T teljesiil (ldsd [Do98]).

2.2.1. Tétel ([SzW14]). Az A € M,(R) matriz szimmetrikus determindnsdra és ad-
Jungdltjara tr(AA*) = sdet(A) = tr(A*A) teljesiil.

2.2.3. Tétel ([SzW14]). Az A € M3(R) mdtriz szimmetrikus determindnsdra a 3 X 3-as
sdet(A) = tr’(A) — tr(A) - tr(A%) — tr(A - tr(A4) - A) — tr(A?) - tr(A) + tr(A4%) + tr ((AT)?)
Newton-formula teljesiil, amelyben A" az A transzpondltja.
2.2.7. Tétel ([Sz97]). Az A € M,,(R) mdtrizra az

nAA* = tr(AA")I, + C = sdet(A)l, + C

és
nA*A =tr(A*A)I,, + D = sdet(A)1, + D,

egyenldségek teljesiilnek, amelyekben I, € M, (R) az egység mdtriz, tr(C) = tr(D) =0 és a
C,D € M,([R, R]) matrizok elemei az R gylrtnek az [R, R] additiv kommutdtor részcso-
portjaban vannak.

Az AeM,(R) matrix (Py)i>1 jobboldali adjungélt sorozatdban legyen Py =A* ésa k> 1
egészre alkalmazzuk a Py = (AP --- Py)* rekurziét. Az A-nak a k-adik jobboldali ad-
jungéltja és k-adik jobboldali determindnsa legyen

radj(k)(A) =nP;--- P és rdet(k) (A) = tr(APl . Pk)

A megfelel6 baloldali fogalmakat is hasonléan definidljuk.
Egy nulla karakterisztikdju K test feletti R algebra esetén az A € M,,(R) métrixra és egy K
feletti 7' € GL,(K) invertdlhaté métrixra

radjg, (T AT) = T~ 'radj, (A)T és rdet (T AT) = rdet ) (A)
(lasd [Do98]).

2.3.3. Tétel ([Sz97)). Ha az R gylirt k-ad rendben Lie-nilpotens és % € R, akkor tetszoleges
A € M,,(R) madtrizra

Aradj(,y(A) = nAP, -+ - Py = rdet) (A)1,
teljestil.

2.3.5. Tétel ([Sz98/2]). Legyen R k-ad rendben Lie-nilpotens algebra egy nulla karakterisz-
tikdju test felett. Ha az A <@ R idempotens idedl (A*= A) végesen generdlt mint R-nek
balidedlja, akkor A = eR = Re teljesil valamilyen e € A idempotens elemre.

10
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Tetszoleges R gyfirli esetén tekinthetjiik az A € M, (R) matrix =, — A karakterisztikus
métrixat M, (R[z])-ben, ahol R[x] az + kommutativ vdltozé R-beli egyiitthatés polinomjainak
gytriije. Az A matrix k-adik jobboldali karakterisztikus polinomja

par(x) = rdetyy(zl, — A) = )\(()k) APz 44 )\fﬁ)flx”kfl + )\fﬁ)mnk

alakban frhaté, ahol AS? A A® A®) e g g AW —p {(n—1)1pttntnt et
Megjegyezziik, hogy a nulla karakterlsztlkaju K test felettl R algebra esetén az A € M, (R)
matrix k-adik jobboldali karakterisztikus polinomjara pr-i1ar(z) = par(x) teljesiil, ahol

T € GL,(K) invertalhaté métrix (lasd [Do98]).
2.4.3. Tétel ([Sz06]). Legyen
paq(x) =rdetqy(xl, — A) = )\(()1) A4 )\511_)1:10”_1 + AW gn

az A € M,,(R) mdtriz elso jobboldali karakterisztikus polinomja (itt AV =nl ).
Az (xl, — A)(xl, — A)* szorzatot haszndlva kapjuk azokat az n x n-es C;, 0 < i < n, nulla
nyomi (tr(C;) = 0) és [R, R]-beli elemekkel rendelkezé mdtrizokat, amelyekkel a

AL+ Co) + ANV L+ C) + -+ ALY A L+ ) + AL, + C) =

jobboldali mdtrix egyiitthatokkal felirhaté Cayley-Hamilton azonossdg teljestil. Az elsé baloldali
karakterisztikus polinom megegyezik az elso jobboldali karakterisztikus polinommal, és ebbdl

z (zl, — A)*(xl, — A) szorzatot haszndlva baloldali matriz egyitthatés Cayley-Hamilton
azonossdagot kapunk. Kommutativ R gytrt esetén

pai1(z) =nldet(zl, — A) , Co=Cy=---=C, =0,

és 19y a fenti azonossdg az n!-szorosdt adja az A-ra érvényes klasszikus Cayley-Hamilton
azonossagnak.

2.4.5.Tétel ([Sz97]). Legyen

pag(e) = rdetgy (zl, — A) = A + APz AW ant ot \ Bt
az A € M, (R) mdtriz k-adik jobboldali karakterisztikus polinomja. Ha az R gytrti k-ad
rendben Lie-nilpotens és % € R, akkor az

(A)pag = LA + AN oA =100 a7 B — g

nk—1
jobboldali skaldr egyiitthatokkal felirhato Cayley-Hamilton azonossdg teljesiil. Tetszoleges
h(xz) € Rx] esetén az u(x) = par(x)h(x) polinomra az (A)u = 0 azonossdyg is teljesiil.
A k-adik baloldali karakterisztikus polinombdl baloldali skaldr egyiitthatos Cayley-Hamilton
azonossdagot kapunk.

A nulla karakterisztikdju K test felett anti-kommutativ valtozok (v;);>1 végtelen sorozata
altal generalt
E=K(v,...,v,...|vvj+vv; =0forall 1 <i < j)

11
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Grassmann-algebra méasodrendben Lie-nilpotens, és az F' = Ey @ F; természetes Zo-fokszé-
mozdst a paros (illetve paratlan) hosszisdgui monomok &ltal generalt Ey (illetve E)
K-alterek adjak. Azt mondjuk, hogy az R gy{irli m fokszdmmal jobbrol egész az S C R
részhalmaz felett, ha barmely r € R elemre

So+7rs 4+ r" e, 1+ 1™ =0

teljesiil alkalmas s, € S, 0 <t < m — 1, jobboldali egyiitthatékkal. Ha S C Z(R) centralis,
akkor a ,jobbrél” hatdrozo felesleges.

2.5.1. Tétel ([Sz97]). Az M,,(E) teljes n X n-es mdtrivalgebra 2n* fokszémmal egész E-nek
a Z(E) = Ey centruma felett.

2.5.2. Kovetkezmény ([Sz97]). Az M, (E) teljes n X n-es matrizalgebrdn az algebraicitds
Son2([Y?,Z],..., [V, Z]) =0
azonossdga teljestil.

Az 1 <d <n—1 egeészekre egy A € M,,(F) métrixot (n,d)-szupermétrixnak neveziink, ha

A Aip
A= ) )
{ Azq Agp } ’

ahol az A;; és Ay négyzetes blokkok mérete d x d és (n — d) x (n — d), tovdbbd az A »
és As; blokkok mérete d X (n —d) és (n —d) x d. Az Ay és Asp elemei Eyp-ban, az A 5
és Ay elemei Fi-ben vannak. Az (n,d)-szupermatrixok M, (E)-nek egy M, 4(F)-vel jelolt
részalgebréjat alkotjak .

2.5.3. Tétel ([Sz98/1]). Egy A € M,, 4(E) szupermdtriz mdasodik jobboldali karakterisztikus
polinomjdra pas(x) € Folz] teljesiil. Tehdt az M, 4(E) mdtrizalgebra n® fokszdmmal egész
Ey felett.

2.5.4. Kovetkezmény ([Sz98/1]). Az M, 4(E) szupermdtriz algebrdin az algebraicitds
S (Y™, Z),.... [V, Z]) =0
azonossdga teljestil.
Tekintsiik az R gyfirii (algebra) egy 6 : R — R endomorfizmusénak a teljes M,,(R) matrix-

algebrédra valé d, : M,,(R) — M,,(R) természetes kiterjesztését. Ha W € U(M,(R)) in-
vertalhaté matrix, akkor

M, (R, 6, W, W) = {A € My(R) | 6,(4) = WAW ™'}
részgylirli (részalgebra) az M, (R) teljes métrixalgebraban. M, (R, 5, W, W) elemeit (4, W)-

centralizal6 métrixoknak nevezziik. A kovetkezd eredmény a 2.5.3. Tétel nagymértékii
altalanositéasa.

12
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2.7.2. Tétel ([Sz15]). Ha § : R — R K-endomorfizmusa a nulla karakterisztikdji K test
feletti R algebrdanak és W € GL,(K) invertdlhaté matriz, akkor eqy A € M, (R, 5, W, W 1)
matriz k-adik jobboldali determindnsdra és karakterisztikus polinomjdra rdet ;) (A) € Fix(d)
és pax(z) € Fix(9)[x] teljestil.

2.7.5. Tétel ([Sz15]). Ha G C Aut(R) n-elemi részcsoportja a k-ad rendben Lie-nilpotens
(nulla karakterisztikaju) K feletti R algebra automorfizmus-csoportjanak, akkor az R algebra
n* fokszdmmal jobbrdl egész a fizpontok Fix(G) C R részalgebrdja felett. Mds széval minden
r € R elemre
nk—1 nk
cotrei+ - +r" e 1" =0

teljesiil alkalmas ¢; € Fix(G), 0 <t < nk — 1 jobboldali egyiitthatdkkal.

2.7.8. Tétel ([Sz15]). Legyen 6 € Aut(R) n-ed rendt automorfizmusa (6" = idg # 6"')
a k-ad rendben Lie-nilpotens (nulla karakterisztikdaji) K feletti R algebrdnak és e € K
primitiv n-edik egység gyok. Ekkor az R|w,d] ferde polinomalgebra n* fokszdmmal jobbrol
egész a Fix(6)[w"] C Rlw, §| részalgebra felett. Mds széval minden f(w) € Rw, ] elemre

go(w") + f(w)ga(w") + -+ f7 7 (w)gue 1 (w") + f (w) = 0
teljesiil alkalmas g;(w™) € Fix(§)[w"], 0 <t < nk — 1 jobboldali egyiitthatskkal.
I1.3. Linedris algebra halékban

Az (L,V,A,0,1) halé atomi-fedéses, ha tetszbleges = € L elemre és a € L atomra az
{ueL|x<u<aVa} C L részhalmaz elemszdma legfeljebb kett6. Az (L,V,A,0,1)
teljes halé atomjainak egy {a; | i € I} C L halmazdt bézisnak nevezziik, ha V;c;a; = 1
irredundédns egyesités.

Az (L,V,A,0,1) teljes hdlén a X : L — L leképezést teljes egyesités (V-) homomorfizmusnak

nevezziik, ha
i€l el

tetszoleges {z; | i € I} C L részhalmazra (A(0) = 0 az iires halmazbdl adodik). A A képterén
és magjan az

im(A) = A\(1) és z = ker(\) = :ceL,/\\/(x):Ox
elemeket értjiikk. A A teljes V-homomorfizmust
J1 tulajdonsdginak nevezziik, ha x < y és A\(x) = A\(y) esetén létezik olyan u € L elem,
amelyre y =z V u és A(u) =0,
J2 tulajdonsdginak nevezziik, ha tetszéleges = € L elemre a A : [0, ] — [0, A(x)] megszori-
tott leképezés sziirjektiv.
Az (L,V,A,0,1) teljes halérél azt mondjuk, hogy: (1) algebrai, ha L-nek minden eleme
kompakt elemek egyesitése; (2) atomisztikus, ha L-nek minden eleme atomok egyesitése.

3.1.6. Tétel ([Sz08]). Legyen A : L — L az (L,V,A,0,1) algebrai atomisztikus és atomi-
fedéses halonak a J1 és J2 tulajdonsdgokkal rendelkezo teljes V-homomorfizmusa. FEkkor a
0,im(\)] és [0, ker(\)] intervallum részhdlokban léteznek {a; | i € I} és {b; | j € J} bazisok,
tovdbba létezik atomoknak olyan {a} | i € I} halmaza, hogy \(a;) = a; minden i € I indexre

13
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teljesiil. Tetszoleges ilyen {a} | i € I} halmazra a {b; | j € J}U{a, | i € I} unid az L
hélonak bdzisa.

Az elobbi tétel egy V' véges dimenzids vektortér ¢ : V. —— V linedris leképezésére a jol ismert
dim(imep) + dim(ker ¢) = dim V' képletet altaldnositja.

3.1.11. Tétel ([Sz08]). Legyen A\ : L — L az (L,V,A,0,1) teljes hdlonak a J1 és J2 tulag-
donsdgokkal rendelkezo teljes V/-homomorfizmusa. Ha L a Noether- és Artin-tulajdonsdgok
(felszdllo és leszdllo lancfeltételek) mindegyikével rendelkezik, akkor létezik olyan r > 1 egész,
amelyre im(A\") V ker(A") =1 és im(\") A ker(A") = 0.

Az elébbi tétel a jol ismert Fitting-lemmét dltaldanositja.

Az (L,V,N,0,1) teljes halo A : L — L teljes V-homomorfizmusét n-ed rendben nilpotensnek
nevezziik, ha A" =0#\""1. Az (L,V, A\,0,1) teljes haloban atomok A, ={a, ;|1 <i<k.} véges
halmazainak A = (J A, pdronként diszjunkt (nem feltétlenil véges) uniéjét n-nilpotens
Jordan normdl bazisnak nevezziik a A : L — L teljes V-homomorfizmusra nézve, ha A bazis
é¢s n = max{k, | v € I'} véges, tovabbd A a,;) = ay,41 (itt a1 = 0) teljesiil minden
1 <i<ky, v el indexre.

3.2.2. Tetel ([Sz08]). Legyen A : L — L az (L,V,A,0,1) algebrai atomisztikus és
atomi-fedéses halonak a J1 és J2 tulajdonsigokkal rendelkezo teljes V-homomorfizmusa. A A
leképezés pontosan akkor n-ed rendben nilpotens, ha A-ra nézve létezik n-nilpotens Jordan-
normdalbdazis L-ben.

Az el6ébbi tétel egy V' véges dimenzids vektortér ¢ : V' —— V nilpotens linedris leképezésének
a jol ismert Jordan normadl bézisat altaldnositja

Az pM baloldali R-modulus X = {z,; |y €I',1 <i < k,} részhalmazat nilpotens Jordan-
normalbézisnak nevezziikk a ¢ € Endg(M) endomorfizmusra nézve, ha minden Rz.,; < M
részmodulus egyszerti,
SP) RZL’%Z' =M
~YET 1<i<k,

direkt osszeg, tovabbd ¢(z.,) = #,i+1 (itt 2, 11 = 0) minden v € I', 1 <4 < k, indexre, és
n = max{k, | v € I'} véges (I' a Jordan blokkok nem feltétleniil véges halmaza és egy v € I'
blokk mérete a k, > 1 egész).

3.3.1. Tétel ([Sz08]). Egy ¢ € Endg(M) endomorfizmusra a kovetkezok ekvivalensek:
1. g M féligegyszeri, és o nilpotens.
2. p-re nézve létezik nilpotens Jordan-normalbazis r M -ben.

3.3.2. Allitas ([DSzW)). Legyen ¢ € Endgr(M) a végesen generdlt féligegyszerti M

baloldali R-modulus nilpotens endomorfizmusa. Ha {x,; |v€',1 <i <k} és

{ys; | 0 € A1 < j < Is} nilpotens Jordan-normdlbazisok rM-ben a @-re nézve, akkor

létezik olyan m : I' — A bijekcio, amelyre k., = lr(y) teljesiil minden v € I' indexre. Tehdt

ebben az esetben a nilpotens Jordan-normdlbdzisban a blokkok szama és mérete permutdciotol

eltekintve egyértelmiien meghatdrozott, tovdbba ker(y) = GeEFRx%k” és dimpg(ker(p)) = ||
v

véges.

14
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I1.4. Centralizatorok és zéré-centralizatorok endomorfizmus-algebrakban

Egy S gyfirii (algebra) s € S elemének Ceng(s) = {u € S | us = su = 0} zéré-centralizétora
idedl a teljes Cen(s) = {u € S | us = su} centralizétor részgytiriiben.

A tovabbiakban rogzitjiik az g M féligegyszerii baloldali R-modulus ¢ € Endg(M) nilpotens
endomorfizmusanak X = {z,; |y € I'1 < i < k,} C M nilpotens Jordan-normalbazist,
amelyben m = |I'| a blokkok szdma és n = max{k, | v € '} a nilpotencia rendje.

Az R|z] polinom gyfirti IL,cr R|2] kohatvényét az (R[z])" direkt hatvdny azon f = (f,(2))er
elemei (ezek 1 X m-es matrixoknak tekinthetok) alkotjak, amelyekre {v € I' | f,(z) # 0}
véges. A ® : I, crR[z] — M sziirjektiv baloldali R[z]-homomorfizmust az

fy(2) = ay1 + ay22 + -+ - + @y, 412" koordinatakkal rendelkezé £ = (f,(2))er elemre a

o(f) = Z Gy i Loy i
veT,1<i<k,
képlettel adjuk meg. Tekintsiik az
M(X) ={P € M,,(R[z]) | fP € ker(®) for all f € ker(®)}

Z(R)-részalgebrat M,,(R|[z])-ben, ekkor a P € M(X) és az (R[z])'-beli f = (f,(2)) er ele-
mekkel a p(P(f)) = ®(fP) formula helyesen adja meg rM-nek egy olyan ¢p : M — M
endomorfizmusat, amelyre ¢p o p = ¢ 0 Pp.

4.1.4. Tétel ([DSzW)). Az rM végesen generdlt féligegyszerti baloldali R-modulus
¢ € Endg(M) nilpotens endomorfizmusdra a A(P) = ¢p hozzarendelés Z(R)-algebriknak
eqy A : M(X)? — Cen(yp) sziirjektiv homomorfizmusdt adja meg.

Az

Mo(X) ={P € M(X) | 2fP € ker(®) for all f € (R[2])"} C M(X)
részhalmazrol szol a kovetkezd lemma.
4.1.6. Lemma ([SzW12]). ker(A) C My(X), és barmely P € M(X) matrizra a

P € My(X) és A(P) € Ceng(p) tartalmazdsok eqymdssal ekvivalensek.
Mo(X) = A H(Ceng(p)) < M(X) bskép egy idedl M(X)-ben.

4.1.7. Tétel ([SzW12]). Legyen ¢ € Endg(M) egy végesen generdlt féligegyszerti rM
baloldali R-modulus nilpotens endomorfizmusa. A 4.1.4-beli A : M(X)® — Cen(y)

leképezés az
Mo(X)P /ker(A) = Ceng(p) és M(X)*"/Mo(X) = Cen(p)/Ceno(y)
Z(R)-izomorfizmusokat indukdlja a faktoralgebrik kézott.

Legyen J = J(R) az R Jacobson-radikalja, és tekintsiik az aldbbi részhalmazokat az M, (R|[z])
teljes méatrixalgebraban:

J[z] + (zzl) Jz] + (222) J[z] + (zzm)
sy | TEEE T TG |
T2+ (%) T[]+ (2*2) J[2] + ()



dc_1078_15

ideslok, tovabba Z(X) C Ny(X) Nker(A).

4.2.4. Tétel ([DSzW)). Legyen ¢ € Endgr(M) egy végesen generdlt féligegyszerts rM
baloldali R-modulus nilpotens endomorfizmusa. Ha R lokdlis gylirt, akkor Z(R)-algebrdik
kozti a Cen(p) =2 N°P(X)/Z(X) izomorfizmus teljesil.

4.2.5. Kovetkezmény ([DSzW]). Ha az R lokdlis gytirts Z(R) centruma test és R/.J véges

dimenzids Z(R) felett, akkor

J[2] + (z41)
J[2] + (z41)

J[2] + (A )

Rz
R]Z]
R]z]

R E R s BV B G IR S Cla)
N(X) C M,,(R][z]) részgytirti, No(X) <y M,,(R][z]) balidedl, Z(X) <1 N(X), No(X) < N (X)

Rz
R]Z]
R]Z]

R[] |

dimgg)(Cen(p)) = (k1 + 3k + - - - + (2m — 1)k;,) dimyg) (R/J).

4.2.7. Tétel ([SzW12]). Legyen ¢ € Endgr(M) egy végesen gemerdlt féligegyszerti rM
baloldali R-modulus nilpotens endomorfizmusa. Ha R lokdlis gylirti, akkor Z(R)-algebrdik

kozti

Ceno (i) = No(X)*P/Z(X) és Cen(p)/Ceng(p) = N (X)?P/No(X)

1zomorfizmusok teljesiilnek.

Az X nilpotens Jordan-normalbézis blokkjainak méreteirdl feltételezhetjiik, hogy

ki >ky>...>kp>1 (most I' ={1,...,m}), ekkor

Z/{(X) = {U < Mm<R/J) | U= [u(gﬂ] és Us~n = Ohal<ks< ]{37}

és

U(X) ={U e M,,(R/J) | U = [us] és us, =0 ha 1 < ks < k, vagy k, = 1}

blokk felsé haromszog Z(R)-részalgebrak M, (R/J)-ben és

0 -+ 0 R/J
0 . 0 R/J
woo=| .o R:/J
0 0 R

16

R/J |

R/J
R/J

R:/J




dc_1078_15

balidedl M,,(R/J)-ben. A k; > ke > ... > k,, > 1 esetben

R/J R/J --- RJJ
O
0 - 0 R/J

fels6 haromszog-méatrixokbdl 4ll.

4.3.2. Tétel ([DSzW)). Legyen ¢ € Endgr(M) egy végesen generdlt féligegyszerts rM
baloldali R-modulus nilpotens endomorfizmusa. Ha R lokdlis gytirt és az f; € Z(R)(x1,. . .,2p),
1 < i < n polinomokra az U°P(X) algebran teljesiilnek az f; = 0 azonossagok, akkor az
fife: - fn =0 szorzat azonossag a Cen(p) algebrdn.

4.3.4. Tétel ([SzW12)). Legyen o € Endg(M) egy végesen generdlt féligegyszerti rM baloldali
R-modulus nilpotens endomorfizmusa. Ha R lokdlis gytrti és az f; € Z(R){(x1,...,2,),
1 < i < n polinomokra MP®(R/J)-nek a W(X) jobboldali idedljan teljesiilnek az f; = 0
azonossagok, akkor az fifa--- fn =0 szorzat azonossdg a Ceng(yp) algebran.

4.3.6. Tétel ([SzW12)). Legyen o € Endg(M) egy végesen generdlt féligegyszerti rM baloldali
R-modulus nilpotens endomorfizmusa. Ha R lokdlis gytirts és az f; € Z(R){x1,...,x.),
1 <i < n—1 polinomokra M (R/J)-nek az Uy(X) részalgebrajin teljesiinek az f; = 0
azonossagok, akkor az fife- - fun_1 = 0 szorzat azonossig a Cen(p)/Ceng(p) faktor algeb-
ran.

4.4.3. Tétel ([DSzW)). Legyen R lokdlis gytrti és ¢ € Endg(M) egy végesen generdlt
féligegyszert, rM baloldali R-modulus nilpotens endomorfizmusa. Tetszbleges o € Endg(M)
endomorfizmusra a Cen(p) C Cen(o) tartalmazds pontosan akkor teljesil, ha rM -nek létezik
egy {y; € M |1 < j < d} R-generdtorrendszere és hozzd olyan a1, as,...,a, € R elemek,
amelyekre

arp(y;) + asp(P(y;)) + - -+ anp" " (D(y;)) = o (¥ (y;))
minden 1 < j < d indezxre és 1) € Cen(p) endomorfizmusra. Megjegyezziik, hogy Cen(p) C
Cen(o) és 0 € Cen(Cen(yp)) egymdssal ekvivalensek.

4.4.4. Kovetkezmény ([DSzW)]). Ha az elobbi tételben R kommutativ, akkor Cen(y) C
Cen(o) azzal ekvivalens, hogy léteznek olyan ay,as, ..., a, € R elemek, amelyekre

aru + agp(u) + -+ + ap@" H(u) = o(u)
minden u € M elemre (azaz ha o polinomja p-nek).

4.5.1. Tétel ([SzW12]). Legyen ¢ € Endgr(M) egy végesen generdlt féligegyszerti rM
baloldali R-modulus tetszoleges endomorfizmusa. FEkkor léteznek olyan Wi, Wy és V rész-
modulusai pM-nek, amelyekre W =W, @ Wy és M =V & W direkt dsszegek, ker(p) C W,
(W) =W, o(V) =V, dimg(W;) = dimg(ker(p)) és a megszoritott (p [ W) € Endg(WWV)

endomorfizmus nilpotens, tovabbd Ceng(p) = T, ahol

T = {0 € Endg(W) [ 6(W1) C ker(p) és 0(W3) = {0}} = Ceng(p [ W)
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balidedl az
Endy (W) = {a € Endg(W) | a(ker(p)) C ker(¢)}

algebrdaban és jobbidedl az
Endj; (W) = {a € Endg(W) | a(W; + ker(p)) C Wi + ker(¢) and a(Ws) C W}
algebraban.

4.5.2. Kovetkezmény ([SzW12]). Egy K test feletti n x n-es A € M,,(K) mdtrizra (mint
egy n dimenzidés vektortér endomorfizmusdra) dimg Ceng(A) = [dimg (ker(A))]>.

4.6.2. Tétel ([SzW12]). Egy végesen generdlt féligegyszertc rM baloldali R-modulus tet-
szbleges ¢, 0 € Endgr(M) endomorfizmusaira az aldbbiak ekvivalensek:

1. 0 € Ceng(Ceng(p)),

2. Ceng(p) C Ceng(o),

3. ker(p) C ker(o) és im(o) C im(p).

18
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ITI. Az eredmények rovid Osszefoglaldasa, alkalmazasok
ITI.1. Iranyitott grafok és matrixalgebrak Euler-féle polinom-azonossagai

Az [SzTR] dolgozatban irdnyitott grafokat hasznalva sikeriilt egy kommutativ gyfirii feletti
n X n-es teljes matrixalgebrdn teljesiilé polinom-azonossagoknak egy 1ij osztédlydt megadni,
amely az in. Euler-azonossdgokbdl &ll. A standard azonossdg teljesiilésérdl szolé Amitsur-
Levitzki tétel az [SzZTR]-beli {6 eredmény legegyszeriibb speciélis esete. Domokos mutatta
meg, hogy az Euler-féle azonossagok igazi jelentésége abban all, hogy mar a 3 x 3-as matrixokon
is taldlunk kozottiik olyanokat, amelyek a kordbban ismert azonossdgok egyiittesébol sem
kovetkeznek. Az Euler-féle konstrukciéra szintén Domokos dolgozataiban taldlunk tovdbbi
lényeges alkalmazdasokat.

Az [Sz94]-ben az Euler-féle polinom konstrukcié tin. permanentalis (szimmetrikus) véltozatét
adjuk meg, amely egy nem nulla karakterisztikaju gytirii feletti n x n-es teljes matrixalgebran
teljesiilé azonossagokhoz vezet. A [KSz94)-ben is hasonlé eredmények vannak.

Végiil [Sz95]-ben, irdnyitott grafokban irdnyitatlan Euler-utakat haszndlva, az Euler-féle
polinom konstrukcié in. *-valtozatat adjuk meg, amely a transzpoziciéval elldtott n x n-es
teljes métrixalgebran teljesiilo *-polinom-azonossdgokhoz vezet.

”w

II1.2. Determinans-elmélet Lie-nilpotens gyiiriik feletti matrixokra

Az [Sz97] dolgozatban a szimmetrikus adjungélt fogalmat hasznalva megadjuk egy tetszdleges
gyfiri feletti négyzetes métrix jobboldali (és baloldali) adjungélt sorozatét. Ennek a sorozat-
nak a felhasznédldséval kapjuk az adott métrix k-adik jobboldali (és baloldali) adjung4ltj&t
és determindnsat. A legfontosabb eredmény az, hogy egy k-ad rendben Lie-nilpotens gytir{i
feletti métrixot a k-adik jobboldali adjungaltjaval jobbrdl szorozva az egységmdtrixnak a
k-adik jobboldali determinénssal val6 szorzatat kapjuk. A k-adik jobboldali karakterisztikus
polinomot a hagyomédnyos médon értelmezve, egy k-ad rendben Lie-nilpotens gytiri feletti
n X n-es métrixra az n* fokszdmi jobboldali egyiitthatékkal rendelkezé Cayley-Hamilton
azonossaghoz jutunk. A végtelen dimenziés Grassmann-algebra feletti n x n-es teljes métrix-
algebrardl bizonyitjuk, hogy 2n? fokszdmmal egész ennek a Grassmann-algebrdnak a péros
része felett.

Az [Sz98/1]-ben azt bizonyitjuk, hogy a (végtelen dimenziés) Grassmann-algebra felett egy
tetszbleges n x m-es szupermétrix médsodik jobboldali (és baloldali) karakterisztikus poli-
nomjanak az egyiitthat6i a Grassmann-algebra paros részében vannak. Tehdt a szupermatrix
algebrak mindegyike n? fokszdmmal egész a Grassmann-algebra a pédros része felett.

A k-adik jobboldali adjungélt és determindns tulajdonsdgait hasznélva az [Sz98/2]-ben egy
k-ad rendben Lie-nilpotens algebrdban teljes lefrdsdt adjuk az idempotens idedloknak.

A szimmetrikus adjungélt tulajdonsdgait hasznélva az [Sz06] dolgozatban a Cayley-Hamilton
azonossag olyan valddi dltaldnositasdt adjuk egy tetszoleges gytirii feletti n x n-es matrixra,
amelyben speciélis alaku jobboldali (vagy baloldali) métrix egyiitthat6k vannak. Az &l-
taldnos tétel a kommutativ esetben a klasszikus azonossag n!-szorosat szolgaltatja.

Az [Sz15] dolgozatban egy R gyfiri § endomorfizmusat és a W € M, (R) invertalhat6
matrixot haszndlva bevezetjiik a centralizdlé métrix fogalmét, ezek egy M, (R,d, W, W 1)
részalgebrat alkotnak M, (R)-ben. Természetes bedgyazasokat adunk meg M, (R, 5, W, W 1)
alaku algebrakba, és k-ad rendben Lie-nilpotens R esetén vizsgdljuk a centralizdlé matrixok
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k-adik jobboldali determindnsat és karakterisztikus polinomjat, ezéltal az [Sz98/1]-beli ered-
ményeket jelentosen dltaldnositjuk.

A k-ad rendben Lie-nilpotens R automorfizmusainak egy n elemii részcsoportja dltal fixen
hagyott elemek olyan részalgebrat alkotnak R-ben, ami felett az R jobbrél egész n* fokszam-
mal.

A k-ad rendben Lie-nilpotens R egy n-ed rendii ¢ automorfizmuséra bizonyitjuk, hogy az
R[w, 6] ferde polinom algebra n* fokszdmmal jobbrél egész a Fix(§)[w"] részalgebra felett.

II1.3. Linedris algebra halékban

Minden vektortér eldallithaté bizonyos egydimenzids altereinek a direkt Osszegeként, ez a
vektortér altérhaldjéban azt jelenti, hogy a legnagyobb elem bizonyos atomok irredundéns
egyesitéseként kaphaté meg. Egy linedris leképezés a vektortér altérhaléjan teljes egyesités
endomorfizmusként hat. Az [Sz08] dolgozatban teljes hélék bizonyos tulajdonsdgokkal ren-
delkez6 teljes egyesités endomorfizmusaira olyan tételeket fogalmazunk meg, amelyek a véges
dimenzids vektorterek linedris leképezéseire ismert klasszikus eredmények dltaldnositasainak
tekinthettek. Az atomi fedés tulajdonsdgaval is rendelkezd L algebrai atomisztikus halénak
egy J1 és J2 tulajdonsdgi A\ : L — L nilpotens teljes egyesités endomorfizmusét haszndlva
egy L-beli Jordan normél béazis létezését tudjuk bizonyitani. A haléelméleti eredményeket
egy végesen generdlt féligegyszerti modulus részmodulus héléjara és annak egy nilpotens
endomorfizmus &dltal indukalt egyesités endomorfizmusédra alkalmazva Jordan normdl bézist
kapunk, ilyet a modulusokrol szél6 gazdag irodalomban nem taldltunk.

II1.4. Centralizdtorok és zéré-centralizatorok endomorfizmus-algebrakban

A [DSzW]-ben egy végesen generalt féligegyszerii modulus ¢ € Endg(M) nilpotens endo-
morfizmusédnak a centralizatorét el6éllitjuk az M, (R[z]) métrixalgebra egy alkalmas M (X)
részalgebrajanak A : M(X)® — Cen(p) ellentett homomorf képeként, ahol m a ker(y)
mag kompozicidhossza (dimenzidja). Az [SzW12]-ben megadjuk a ker(A) € My(X) <
M(X) idedlt, és ¢ zéré-centralizdtordra bizonyitjuk az Mo(X)P/ker(A) = Ceng(p) és
M(X)P/ Mo(X) = Cen(p)/Ceng(p) izomorfizmusokat.

Abban az esetben, amikor R lokélis gyfir(i, az eldbbiekbdl a Cen(yp) = N°P(X)/Z(X),
Ceng(p) =2 Ny(X)°P/Z(X) és Cen(p)/Ceng(p) = N (X)P/No(X) izomorfizmusokat kapjuk,
amelyeknél N (X) C M,,(R[z]) részgylirli és az Z(X) < N(X), Z(X) C Ny(X) < N(X)
idedlok a ¢ Jordan normél bézisdnak blokk-méreteivel és a J(R) Jacobson-radikél segitségével
adhaték meg.

Ha R lokdlis gytirfi, akkor az M,,(R/J(R)) bizonyos U(X) blokk fels6-hdromszog részal-
gebrdjan és W(X) balidedljan teljesiilé azonossdgokat haszndlva azonossdgokat kapunk a
nilpotens ¢ centralizdtordn és zéro-centralizdtoran.

A [DSzW]-beli kettds centralizétor tétel szerint tetszbleges o € Endg(M) esetén a Cen(p) C
Cen(o) tartalmazds azzal ekvivalens, hogy o bizonyos helyeken felvett értékei kifejezhetéek
a o hatvdnyainak ugyanezen helyeken felvett értékeivel (itt R lokélis és ¢ nilpotens).

Az [SzZW12]-ben bizonyitjuk, hogy az r M végesen generdlt féligegyszeri modulus tetszdleges
¢ € Endg(M) endomorfizmusédnak zéré-centralizatorara a Ceng(p) = Ceng(p | W) izomor-
fizmus teljesiil, ahol ker(¢) C W C M olyan részmodulus, amelyre (W) C W és a megszori-
tott ¢ | W nilpotens (itt R tetszOleges gyfir(i). A Ceng(p | W) zéré-centralizatorra struk-
turalis jellemzést adunk.
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Az [SzW12]-beli kettés zéré-centralizator tétel szerint a Ceng(p) C Ceng(o) tartalmazds
azzal ekvivalens, hogy ker(¢) C ker(o) és im(o) C im(p) mindegyike teljesiil (itt ¢ és o
tetszoleges endomorfizmusai a végesen generalt féligegyszer(i p M-nek).
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