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1. fejezet

Bevezetés

A szamitégéppel segitett geometriai tervezés (Computer Aided Geometric Design —
CAGD) els6sorban gorbék és feliiletek leirasanak, vizsgdlatanak matematikai és in-
formatikai vonatkozasaival foglalkozik. A szoban forgd gorbéket és feliileteket, nagy-
foka alakbeli valtozatossagukat kifejezendd, a ,szabadform&ji” (free form) jelzével
is szoktdk illetni.

A vizsgalatok kezdete az 1960-as évek elejére tehetd, a helysziniik pedig auté-
és repiilogépgyarak, mint pl. Citroén, Renault, Boeing, General Motors. Ezekben
a gyarakban dontés sziiletett arrél, hogy a termékek tervezéséhez szamitogépet kell
hasznalni. Ez a munka problémak tomkelegét vetette fel, amit a tervezémérnokok
a geometria és az approximacidéelmélet teriileteit miivel6 matematikusokkal karcltve
igyekeztek megoldani. Az elszigetelten foly6 kutatdsok Gsszehangoldsa, a kérdéskor
tudomanyteriiletté formaldsa iranti igény a 70-es évek elején fogalmazodott meg.
1972-ben rendezték az els6 konferenciajat ennek a kutatasi teriiletnek, és 1984-ben
adtak ki az elso folyoiratat Computer Aided Geometric Design cimmel.

Az idok soran a kutatasok intenzitasa fokozodott, egyre tobb elméleti és gyakor-
lati szakember foglalkozik vele, ami valdsziniileg az elmélet és a mindennapi gya-
korlat szoros kapcsolatanak is koszonheto. Az 1j eredmények viszonylag gyorsan
beépiilnek a kereskedelmi CAD/CAM (Computer Aided Design/Computer Aided
Manufacturing) szoftverekbe.

A CAGD kozponti probléméja a gorbék és feliiletek modellezése, mely az alak-
zatok leirdasan tul magaba foglalja azok alakjanak moddositasat, tulajdonsagainak
feltarasat is.

1.1. Gorbék leirasa

Gorbék leirasara alapvetéen harom lehetéség van: az y = f (x) explicit, az F' (z,y) =
0 implicit és az r : [a,b] — R, d > 2, [a,b] C R paraméteres lefrdsi mod.

Ezek koziil az els6 két leirdsi méd csak sikgorbék, a harmadik tetszdleges véges
dimenziés térbeli gorbék lefrasara alkalmas. Az explicit leiras ezen feliil koordinéta-
rendszer fliggo is, ezért gyakorlatilag nem hasznédljuk a CAGD-ben. Az implicit
leiras hasznosabb, pl. konnyt eldonteni, hogy egy pont illeszkedik-e a gorbére, de
nehéz bejarni (pl. megrajzolni). A szamitégéppel segitett geometriai tervezésben
egyértelmiien a paraméteres leirast hasznaljuk leggyakrabban, pontosabban a pa-
raméteres leiras egy specidlis formajat.
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A CAGD-ben manapsag a sik- és térgorbéket legtobbszor

Fj:la,b] > R, u€[a,b] CR, dj € RY, d > 2 '

alakban szokas lefrni, ahol a d; pontokat kontrollpontnak, az 6ket 0sszekotd torott-
vonalat kontrollpoligonnak nevezziik. Tetszdleges, folytonos Fj fiiggvények esetén
folytonos vonalat kapunk. Ahhoz azonban, hogy a gyakorlatban — geometriai ter-
vezésben — hasznalhaté gorbét kapjunk, az Fj fliggvényekre tovabbi feltételeket kell
kiréni. Gorbék kontrollpontokkal valé megadasdban uttord szerepet jatszott Bézier
[3], [4], [5] és de Casteljau [13].

Eddig csak azt feltételeztiik, hogy F; € Cloy), azaz a fiiggvények az [a,b] in-
tervallumon folytonosak. Mint tudjuk, az [a, b] intervallumon folytonos fliggvények
vektorteret alkotnak. Ez érvényes az [a, b]-n értelmezett folytonosan differencidlhaté
fiiggvényekre is. A folytonos differencidlhatésagot a gorbe érintéjének létezése
érdekében kell megkovetelni.

A CAGD-ben gorbék leirasara hasznalt fliggvények ennek a térnek valamely
jol meghatarozott alterébdl keriilnek ki. A leggyakrabban hasznalt altér a legfel-
jebb n-edfokt polinomok és a raciondlis fliggvények tere, de mas fiiggvényterek is
haszndalatosak, igy a legfeljebb 2n-edfoku trigonometrikus polinomok tere, valamint
olyan terek, melyek polinomokat és trigonometrikus, vagy hiperbolikus fliggvényeket
is magukba foglalnak.

d,

1.1. abra. Hatvanybazisban kontrollpontokkal adott negyedfoku gorbe

Az F; figgvények tehdt valamely folytonosan differencialhaté fiiggvénytérnek
az elemei. Az is kivdnatos azonban, hogy az F := {F j}?zo rendszer a tér bazisat
alkossa. Ez a tulajdonsag pl. (1.1) alaku interpoldld gorbék elallitdsdhoz fontos. Az
interpoléciés feladat ugyanis a kovetkezé: adottak a p; € R? (i = 0,1,...,n) pontok
és a hozzajuk rendelt, egymastdl kiilonbozé u; € [a, b] paraméterértékek, és keressiik
azokat a d; kontrollpontokat, melyek a g (u;) = p; feltételeket kielégit6 (1.1) alaka
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gorbét hatarozzak meg. Ez a feladat az

Fy (Uo) F (U0> e By (U0> do Po
:Fo (Ul) :Fl (Ul) : : :Fn (Ul) :d1 _ :p1 (1'2)
Fo (un) Fi(un) - Fu(un) d, Pn

linedris egyenletrendszer megoldasat jelenti, amelynek mindig van egyértelmi meg-
oldasa, ha az F fliiggvényrendszer linearisan fiiggetlen és az u; paraméterértékek
kiilonbozoek.

Az {F; (u) =’ };.L:O, u € [0,1] fiiggvényrendszer az eddigi feltételeknek eleget
tesz, hiszen ez a legfeljebb n-edfoku polinomok terének un. hatvanybazisa. A vele
létrehozott

g(u) =do+ud; +---+u"d, (1.3)

gorbe n = 3 esetére mutat példat az 1.1. dbra. Az (1.3) gorbeleirdssal az a gond,
hogy a dy és d; kontrollpontok kivételével (g (0) = do, &(0) = d;) a kontrollpon-
toknak nincs kozvetlen geometriai jelentése (mér a d; ponté sem szemléletes) és a
kontrollpontok helyzetébdl nem tudunk kovetkeztetni a gorbe alakjara és elhelyez-
kedésére. Ezért tovabbi feltételt célszerii kirdni a bazisfliggvényekre.

1.1. Definicié (Normalizalt rendszer). Az {Fj:[a,0] — R}, fiigguényrendszert
normalizaltnak nevezzik, ha

iFj(u) =1, Yu € [a,b].

Az F normalizalt fiiggvényrendszerrel képzett (1.1) gorbe kontrollpontjainak af-
fin transzformacidjara nézve zart, ami azt jelenti, hogy a transzformalt kontrollpon-
tok altal meghatérozott gorbe pontonként megegyezik a gérbe transzformaltjaval,
azaz

Tg(u) =) Fj(u)Td;,

ahol T' a transzformdciét leir6 (d+ 1) x (d + 1)-es matrix, a kontrollpontok pedig
homogén koordinatakkal adottak.
A péronként kilonbozé {w;}’_, C [a,b] paraméterértékekkel létrehozott

n

U — U

{Fj (u) = H ~:u € |a,b Lagrange-féle fliggvényrendszer linearisan
iy T =0

fiiggetlen és normalizalt, segitségével az adott {dj}?:o pontokat interpolalé gorbét

tudunk (1.1) alakban el6éllitani, mivel

(1, hai=j
Fj (u) = { 0 egyébként.

Az 1.2. dbran is jol lathaté, hogy bar a kontrollpontoknak van szemléletes geomet-
riai jelentése (a gorbe interpoldlja azokat), az eredmény nem kielégit, mivel az
interpolal6é gorbe nem vart kiugrasokat tartalmaz és a kontrollpontok alapjan nem
tudhato elore, hogy a gorbe hol fog haladni annak ellenére, hogy a fiiggvényrendszer
normalizalt.
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1.2. dbra. Langrange-féle interpolal6é gorbe

A bazisfiiggvényekrol azt is megkovetelhetjiik, hogy nemnegativak legyenek, azaz
F;(u) >0, Vu € [a,b], j=0,1,...,n.

A nemnegativ, normalizdlt fiiggvényrendszerrel képzett (1.1) gorbe pontjai a
kontrollpontok konvex kombinécidi, ezért maga a gorbe a kontrollpontok konvex
burkaban helyezkedik el. Ezt nevezziik a gorbe konvex burok tulajdonsdganak.

A [0, 1] intervallumon értelmezett

Fy (u) = 0.2 — 0.1u — 0.5u* 4+ 0.5u,
Fy (u) = 0.3+ 0.4u* — 0.2u%,
Fy (u) = 0.4 —0.2u — 0.3u® + 0.1u%,

Fy(u) = 0.1+ 0.3u + 0.4u” — 0.4u®

fiiggvényrendszer a legfeljebb harmadfoki polinomok terének olyan bazisat alkotja,
mely az eddigi kivanalmaknak eleget tesz, tehat linedrisan fiiggetlen, nemnagativ
¢és normalizalt. Ennek kovetkeztében a gorbe kontrollpontjai konvex burkdban van,
azonban az 1.3. abran jol lathato, hogy a gorbe alakja nem koveti a kontrollpoli-
gonét, azaz a kontrollpoligon alakjabdl nem tudunk kovetkeztetni a gorbe formajara.
Gorbék modellezése soran elvaras, hogy a gorbe ne csak kovesse a kontrollpoligon
alakjat, hanem bizonyos jellemzoit csokkentse is.

Az egyik legfontosabb ilyen jellegii tulajdonsag a hulldmzdscsokkentés (variation
diminishing).

1.2. Definicié (Hulldmzascsokkentés). Akkor mondjuk, hogy az (1.1) gorbe
hulldmzdscsokkentd, ha a gorbét bdarmely hipersik legfeljebb annyi pontban metszi,
mant a kontrollpoligonjdt.

Lathato, hogy az 1.3. dbran 1évo példank ezt nem teljesiti.

4
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1.3. dbra. A konvex burok tulajdonsaggal rendelkez6, de nem hullamzascsokkentd
harmadfoku gorbe

1.3. Definicié (Konvexités). Eqy sikgirbét konvernek neveziink, ha az valamely
sikbeli konvex tartomdny hatdrdnak része.

1.4. Definicié (Konvexitds-megérzés). Akkor mondjuk, hogy az (1.1) alakban felirt
sitkgorbe konvexitds-megorzo, ha a kontrollpoligon konvexitdsa maga utdn vonja a
gorbe konvexitdsdt.

Fontos megjegyezni, hogy a konvex sikgérbék kontrollpoligonja nem feltétleniil
konvex. A fenti definiciék alapjan nyilvanvald, hogy a hullamzéascsokkento tulaj-
donséagu sikgorbék egyben a konvexitdst is megérzik. Hulldmzascsokkentd tulaj-
donsagu gorbét eredményezé fliggvényrendszerekre ismeriink feltételeket.

1.5. Definicié (Teljes pozitivitds). Az {Fj: [a,b] = R}, fiigguényrendszert tel-

jesen pozitivnak nevezzik, ha barmely a < uy < up < --- < u, < b értékekkel
képzett

Fo (ug)  F (uo) Fr (uo)

Fo(u1)  Fi(u) Fy (uy)

Fo(un) Fi(uy) -+ F,(up)

kollokdacios matrix determindnsa és annak minden aldetermindnsa is nemnegativ.

1.1. Tétel (Elégséges feltétel hullamzascsokkentésre). A normalizdlt, teljesen pozitiv
fliggvényrendszerrel képzett (1.1) alaki gérbék hullimzdscsokkentdk.

Bizonyitas. Léasd [24], vagy [10]. O

1.6. Definici6  (Descartes-féle fiiggvényrendszer). Az {Fj:[a,0] = R},
fugguényrendszert Descartes-féle — fugguényrendszernek mnevezzik, ha bdrmely

>
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¢; € R(j=0,1,...,n) esetén a Z?:o c;F; (u) Osszegfiigguény eldjelvdltdsainak
szama nem nagyobb, mint a {cj}?zo sorozat tagjai elojelvdltdsainak szdma.

1.2. Tétel (Kritérium hullimzascsokkentésre). Az {F] : [a,0] — R}, normalizdlt
fliggvényrendszerrel elddllitott (1.1) gorbe akkor és csak akkor hulldmzdscsokkentd,

ha a figguényrendszer Descartes-féle.

Bizonyitas. Lasd [9]. O
Nyilt gorbék modellezésekor hasznos, ha az (1.1) gérbe kezdépontja a dy, a
végpontja pedig a d,, kontrollpont. Ez a végpontbeli interpolacié akkor teljestl, ha

(1 haj=0,
Fj(a) = { 0 esyébként, (1.4)
illetve
| 1, haj=n,
F; (b) = { 0 egydbként, (1.5)

1.3. Tétel (Kritérium hullimzdscsokkentésre). Az {Fj: [a,b] = R} norma-
lizdlt, az (1.4) és (1.5) feltételeket teljesitd, linedrisan figgetlen fiigguényrendszerrel

eléallitott (1.1) gorbe akkor és csak akkor hullimzdscsokkentd, ha a fiigguényrendszer
teljesen pozitiv.

Bizonyitas. Lasd [9]. O
Carnicer és Penia [11] bevezette a (normalizalt) B-bdzis fogalmat.

1.7. Definicié (B-bazis). Fgy figguénytér B-bdzisan olyan teljesen pozitiv bdzist
értink, amelybdl a tér barmely mds teljesen pozitiv bdzisa elddllithato eqy nemszin-
guldris teljesen pozitiv mdatrizszal valo szorzassal.

Ha a fliggvénytérnek van legalabb egy teljesen pozitiv bazisa, akkor van B-bézisa
is, tovabba pontosan egy normalizalt B-bazisa van, amennyiben a fiiggvénytér tar-
talmazza a konstansokat is. A normalizdlt B-bazisbeli reprezentaciénak optimélis
alakmeg6rz6 tulajdonsaga van ([11], [12], [51]). Ez a kévetkez6képp értendé: tegyiik
fel, hogy a g gorbe kontrollpoligonja az F teljesen pozitiv bazisban D, az F* nor-
malizalt B-bazisban pedig D*; ekkor D* hossza a g ivhossza és a D poligon hossza
kozott van, tovabba, ha a kontrollpoligonok konvexek, akkor a D* poligon a g gorbe
és a D poligon kozott helyezkedik el. Hasonld egyenlotlenségek teljesiilnek a gorbe
érintdi és az egyes kontrollpoligonok oldalai altal bezart szogek valtozaséra is.

A polinomidlis gorbék leirdsara igen gyakran a Bernstein-polinomokbdl allé
bazist hasznaljuk.

1.8. Definicié (Bernstein-polinom). A

B! (u) = (?)ui(l—u)"_i, i=0,1,...,n, uel0,1]

kifejezéssel adott polinomot i-edik n-edfoki Bernstein-polinomnak nevezzik, a vele
képzett (1.1) gorbét pedig Bézier-gorbének.
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A Bézier-gorbe a korabbiakban targyalt — konvex burok, végpontbeli in-
terpolacid, hullamzascsokkentés — tulajdonsdgokkal rendelkezik. A Bernstein-
polinomok a [0, 1] intervallum f6l6tti legfeljebb n-edfokd polinomok terének a nor-
malizalt B-bézisat alkotjak [11], ezért optimalis tulajdonsdgokkal rendelkeznek [10].
Bézier-gorbék részletes térgyaldsat a [31], [19], [62], [21] konyvekben taldlhatjuk.

Az (1.1) gorbék igen fontos osztalyat képezik az un. szpldjn-gorbék. Eb-
ben az esetben az értelmezési tartomanyt részintervallumokra bontjuk és
a bazisfiiggvényeket ezen részintervallumok f{olott értelmezziik. A szplajn-
bazisfiiggvények kozos jellemzoje, hogy a gorbe értelmezési tartomanyanak csak
valamely részintervalluma folott kiilonboznek nullatél, aminek az a kovetkezménye,
hogy egy-egy kontrollpont csak lokalis hatdssal van a gorbe alakjara. A legismertebb
szplajn-bazisfiiggvény a polinomidlis normalizalt B-szplajn alapfliggvény.

1.9. Definicié (B-szplajn alapfiiggvény). Az

1, hau€ [uj,ujiq)
1 o ’ 7y Wj4+1) 5
Nj (u) = { 0 eqyébként,

U — u] Nk_l

Uitk — U _
7 (u) + —L———N ()

®) Ujrk — Ujt1

! Ujtk—1 — Uy
rekurzioval adott figgvényt (k — 1)-edfoki (k-adrendd, k > 2), normalizdlt B-szpldjn
alapfiggvénynek nevezzik, az u; < u;jy1 € R skaldrokat pedig csomoértékeknek.
Az esetlegesen eldfordulo nulldval valo osztds eredményét definicio szerint nullanak

tekintjuk.
1.10. Definicié (B-szplajn-gorbe). Az

s (u) = Z NF(u)d;, u € [up—1, Uns1] (1.6)

kifejezéssel adott gorbét k-adrendd (vagy (k — 1)-edfoki), (1 < k < n+1) B-szplajn-

gorbének nevezzik, a d; pontokat pedig kontrollpontoknak vagy de Boor-pontoknak.
k . . L ., ;. . 4 . o

N7 (u) a j-edik (k —1)-edfokid normalizdlt B-szpldjn alapfigguényt jeloli, melyek

kiértékeléséhez az ug < uyp < -+ < upip csomoértékek szikségesek.

A B-szpldjn-gorbék kitlintetett szerepet jatszanak a polinomialis szplajn-gorbék
kozott, ugyanis a normalizélt B-szplajn alapfiiggvények a polinomidlis szpléjn-
fiiggvények terének a normalizalt B-bézisat alkotjék [11], ezért a veliik képzett gorbe
optimélis tulajdonsigokkal rendelkezik.

Tekintsiik az {F} : [a,b] — R}?ZO fliggvényrendszert és tegyiik fel, hogy ezek a
fiiggvények linearisan fiiggetlenek, nemnegativak és normaltak! A nemnegativ, 1-
rangi (nem azonosan nulla) wg, wy, ..., w, € R skalarokkal képzett

w; Fj (u)
Do Wik (u)’
fliggvények is teljesitik az {Fj}?zo rendszer fenti tulajdonsdgai, azaz nemnegativak,

normaltak és linedrisan fiiggetlenek.
Ezekkel a hanyadosfiiggvényekkel is tudunk (1.1) tipust gorbét elédllitani

R; (u) = u€la,bl, 7=0,1,...,n (1.7)

r(u) = ZRJ (u)d; = (1.8)
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d;, u€lab], d; eR? d>2
Zzzowm o

alakban, ahol a w; skalarokat silyoknak nevezziik. Nyilvanvald, hogy a silyok
ardnyossdg erejéig meghatdrozottak, azaz a {w;}._; és {Mw;}_ stlyokkal képzett
gorbék megegyeznek barmely 0 < A € R esetén.

Az (1.8) gorbe tigy is felfoghatd, hogy az R4 térben a [ wid; w; }T kontroll-

pontokkal adott
. - ‘ wjdj
u) = jEZOFj(u) [ w, } ., u € [a,b]

gorbét az origbébdl vetitjikk a w = 1 egyenletli d-dimenziés hipersikra (feltételezve,
hogy az R¥*! tér utolsé koordindtajat w-vel jeloljiik). Az r* gorbét az r gorbe
Osképének nevezziik.

Ez a centrdlis vetitéssel valdé szarmaztatds az r gorbe tulajdonsidgainak
vizsgalatat konnyiti meg. Az r gorbe orokli az r* gorbe minden, centralis vetitéssel
szemben invarians tulajdonsagat, mint pl. a folytonossagot, az illeszkedés- és egye-
nestartast. Ezen megkozelités alapjdn nyilvanvalé, hogy az (1.8) gorbének végtelen
sok reprezentacidja van a silyokat illetéen, azaz gyakran a trividlis {A\w;, };’:0, A>0
stlyok mellett is végtelen sok olyan {w; }?:0 skaldregyiittes van, amellyel (1.8) ugyan-
azt az alakot irja le. Az (1.8) gorbe kontrollpontjainak nemcsak az affin, hanem a
projektiv transzformaciéjara nézve is zart. A transzforméciot az 6skép terében kell
végrehajtani, ezért nemcsak a kontrollpontok, hanem a silyok is megvéltoznak.

A legismertebb (1.7) alaki bézisok a raciondlis Bernstein és B-szpldjn
fliggvények. A veliikk képzett (1.1) gorbék széles kérben elterjedtek, és a raciondlis
B-szplajn-gorbék napjainkban a CAD rendszerek geometriai modellezé magjanak de
facto szabvanyaivd véaltak. A raciondlis B-szpldjn-gorbéket NURBS (Non-uniform
Rational B-spline) gorbének is nevezik. A raciondlis gorbék és feliiletek alkal-
mazasaban ttoré szerepet jatszottak Coons [15], [16], Forrest [22] és Versprille 73]
korai munkai. A racionalis Bézier- és B-szpldjn-gorbék és feliiletek tulajdonsdgainak
targyaldsat megtalaljuk a [31], [17], [19], [58] kényvekben, valamint az Gsszefoglalé
[21] kézikonyvben.

1.2. Alakmodositas

Ha az (1.1) gorbét meghatarozé adatok koziil valamelyiket megvéltoztatjuk, akkor
természetesen megvaltozik a gorbe alakja is. A gorbe alakjat megvaltoztathatjuk
valamilyen esztétikai igény, vagy geometriai feltétel (kényszer) kielégitése érdekében.
Barmelyik is a célunk, ismerniink kell a gérbe alakvéltozdsanak természetét. Alap-
vetd kérdés, hogy a gorbe tetszoleges pontja milyen péalyan mozog, mikozben a
gorbe valamely meghatarozé adatat valtoztatjuk. A vizsgalt pont altal leirt gorbét
a tovabbiakban pdlyagorbének nevezziik.

Az (1.1) gorbe alakmodositdsdnak legkézenfekvébb, egyben leghatékonyabb
modja a kontrollpontok eltolasa. Ha a gorbe d; kontrollpontjat a v vektorral el-
toljuk, akkor a

D Fi(w)d;+ Fi(u)v =g )+ Fi()v
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gorbét kapjuk, tehat az (1.1) gorbe pontjainak palyagorbéi az eltolasvektorral
parhuzamos egyenesek lesznek.

A palyagorbe ismeretében, adott geometriai feltételt kielégité alakmddositdsra
van lehetdségiink. Gyakori alakmoédositasi feladat, hogy a gorbe kivalasztott pont-
ja adott helyre keriiljon a moédositas utan. Tehat az a célunk, hogy a gorbe
g (u), u € [a,b] pontja a mdédositas utan a tetszélegesen adott p pont legyen, és
ezt a gorbe valamely d; kontrollpontjanak eltolasaval akarjuk elérni. Gyakorlatilag
bérmely olyan d; kontrollpont megfelel, amelynek hatédsa van a gérbe alakjira a g (u)
pontban, azaz ha F; (u) # 0. Az ismeretlen v eltoldsvektort igy kell meghatarozni,

hogy
g(u)+ Fi(u)v=p

teljestiljon, vagyis
_p—g(u)
- Fi(w

Az alakmodositasi kényszert enyhithetjiik azzal, hogy nem irjuk el6, hogy a gérbe
mely pontja keriiljon p-be, tehdt u-t nem rogzitjiilk. Ezzel egy szabad paramétert
nyeriink, amely lehet&séget ad tovabbi feltétel kielégitésére, amihez azonban az F; (u)
fiiggvényt ismerniink kell.

Ha a bazisfiiggvények az (1.7) tipust hanyadosfiiggvények, akkor a silyok tovéabbi
alakmodositasra adnak lehetoséget. Ehhez el6szor meg kell vizsgalni, hogy a
sulyok valtoztatasa hogyan hat a gorbe alakjara. Nyilvanvald, hogy valamely sily
novelésével a hozzatartozé kontrollpont hatdsa nd. A kovetkezo tételek pontosabb
képet adnak err6l a hatasrol, lasd a [45] cikkben kozolt eredményeinket, melyek
NURBS gorbékre vonatkozo specidlis esete a [56], valamint [58] publikdciékban is
megtalalhato.

Vv

1.4. Tétel. Az (1.8) gorbe valamely w; silyanak mddositisakor a gorbe pontjai a
d; kontrollponton dthalado egyenesek mentén mozdulnak el.

1.5. Tétel. Az (1.8) gorbe w; és wy, sulyainak egyiittes médositdsakor a gorbe pontjai
az oket a d; és dy kontrollpontokkal osszekoto sikban mozdulnak el.

A silyok csak a [0, 00) intervallumon valtozhatnak a konvex burok tulajdonség
megorzése és a szingularitasok elkeriilése érdekében. A suly valtoztatasanak egy
érdekes és hasznos projektiv tulajdonsagat mutatjuk meg. A tovabbiakban a w;
suly véltoztatdsdval kapott gorbesereg elemeit r (u, wy)-val jeloljik.

1.6. Tétel. A wy suly vdltoztatdsa sordn a kollinedris qp = g (u,0), q1 = r(u, 1),
q = r (u,wy), dg pontok kettdsviszonya

(q07 d1,9, dk) = Wy

Bizonyitas. A wy = 0 és w, = 1 sulyokhoz tartoz6 pontok rendre

Qo = Z?:O,j;ék w; Fj (u) d;
Z?:O,i;ék wiFy (u)
Q= Z;’L:O,j;ék w; Fy (u) d; Fy; (u) dy,
Z?:O,z’yék w;iF; (u) + Fy (u) Z?:O,iyék w; F; (u) + F, (u)
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alakban irhaték fel. q; eldallithaté a qg és di pontok konvex kombindaciéjaként,
mivel a qody szakasz belsé pontja. A kombinal6 tényezo

F (u)
Z?:O,i;ﬁk w; F; (u) + F, (u)
alakban irhat6 fel, ugyanis az {Fj}?zo fiiggvényrendszer normalizaltsiga miatt
Z?:O,j;ék w; Fj (u) Z?:o,j;ék w; Fy (u) d;
D im0k Wil (u) + Fy (u) Y200 i wil (u)

Z?:o,#k wiF (u) + F (u)

A tetszOleges wy, sulyhoz tartozé q = g (u, wy) pont pedig

o =

(1 —a)qo+ ady, =

=i

B Z?:O,j;ék w; Fy (u) d; wy Fy, (u) dy,
> io Wik (u) > io Wik (u)

Ez a pont is felithat6 a qg és d; pontok konvex kombinaciéjaként, mégpedig a

¥ = S wiF (0)

(1.9)

egyiitthatoval, mivel

2 =0k Wity (W) 2o p o Wi F (W s wyFy (w)dy
> im0 Wil (u) Z?:OJ;HC wiF; (u) > o wik (u)

A qo,q1,9,d, pontok kettdsviszonya tehat

(q0,aq1,d,) 1—a B
b ) 7d - -
(qo a.g p) (Q(h q, dp) «@ 1 - ﬁ

1.1. Kovetkezmény. Az 1.6. tétel segitségével az r girbe kijeldlt g (u) pontjat a
qo = r(u,0), dy szakasz dy-tdl kiillonbiozd tetszéleges pontjaba dtvihetjik a wy sily
vdltoztatdsdval. A qody szakaszon adott tetszéleges p # dy pont felirhato a qo €s dg
végpontok

(1—=p)qo+ pdy, =

p=(1-p)qo+ Bdy

alakd konver kombindcidjaként, amibdl (1.9) alapjdn

S B2 i iz Wik ()
-8 FR®@

A szamitogéppel segitett geometriai tervezés gyakorlati vonatkozasa olyan
eljarasok kidolgozasa, melyek segitik a tervez6 munkdjat. Ez érvényes a
gorbék és feliiletek megadasara és alakmodositasara is. A kontrollpontok kivalo
eszkoznek bizonyultak az alakzatok megadasara és az alakjuk modositdasara is.
Természetesen a gorbét meghatarozo tobbi adat megvaltoztatasaval is elérhetiink
kivant alakmodositast (pl. a fenti silymddositassal), azonban ehhez olyan fel-
hasznaléi feliiletet kell 1étrehozni, amely az atlagos CAD rendszer felhasznaldja
szamara is érthetd, konnyen haszndlhato. Az alakvéltoztatasi kényszereket a

(1.10)

10
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felhasznalé szemléletes geometriai adatokkal, jellemzoékkel adja meg, mint pl. a
modositott gorbe menjen 4t adott ponton, a koordinatafiiggvényeket, silyokat,
csomoértékeket vagy egyéb paramétereket el kell | rejteni” elole. Ezek ugyanis nem
annyira konnyen értheté és hasznalhatd eszkozok, mint a kontrollpontok. Ez il-
lusztralhatd az 1.1. kovetkezménnyel, ahol a felhasznédlénak ki kell jelolnie a gorbén
az r (u) pontot, majd a rendszer altal megjelenitett qo = r (u,0) d;. szakaszon meg
kell adnia a p pontot, amib6l a rendszer kiszamolja a wy, sily (1.10) médositott
értékét.

A dolgozat tovabbi fejezeteiben a gorbék leirasa, alakmodositasa és szingula-
ritasanak vizsgalata témakorben az utobbi idoben megjelent néhany eredményiinket
foglaltuk ossze. A 2. fejezetben a trigonometrikus polinomok terében egy 1j, in. cik-
likus bazist adunk meg, mellyel zért gérbék modellezhetdk (1.1) alakban. Ennek a
béazisnak elméleti érdekessége, hogy bar nem teljesen pozitiv, mégis rendelkezik a
B-bazisok legtobb kedvezo tulajdonsagaval. Ezen 1j bazis segitségével eléallitott
ciklikus gorbékkel tetszoleges hagyoméanyos paraméteres alakban adott, zart, véges
rendii (fokszamu) trigonometrikus gérbét tudunk (1.1) alakban egzaktul lefrni. A 3.
fejezetben B-szplajn- és raciondlis B-szplajn-gorbék alakjanak mddositasaval foglal-
kozunk. A fokszamnovelés, a sulymodositas és a csoméérték-valtoztatas segitségével
elérheté alakmodositasokat vizsgdljuk, és azokra konnyen alkalmazhato eljarasokat
adunk. Végil a 4. fejezetben a kontrollpontok helyzetén alapuléd eljarast adunk
az (1.1) eléallitasu gorbék szingularitdsainak (eltiiné gorbiileti és torzidju pont-
jainak, csics- és Onmetszéspontjainak) detektalasara, valamint sikgérbék konve-
xitdsdnak meghatarozasara.

11
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2. fejezet

Zart gorbék leirasa ciklikus
bazisban

Gorbék (1.1) alakban val6 leirasara kezdetben kizérélag polinomidlis bazisfiigg-
vényeket hasznéltak. A hetvenes évek mésodik felétol tért nyertek a racionédlis
fliggvények, els6sorban a racionalis B-szpldajn-bazis. A gyakorlati alkalmazasok
olyan tervezorendszereket igényelnek, amelyek hasznalataval a felhasznalé minél
egyszeriibb modon hozhat létre valtozatos alaku gorbéket. A racionalis bazisokkal
szemben tobb jogos kritika fogalmazhaté meg. Néhany ilyen észrevétel (teljesebb
lista a [18], [57] és [61] cikkekben taldlhaté):

e a polinomidlis gorbék alakjanak moédositasa csak a kontrollpontokkal le-
hetséges; a racionalis gorbéknél tjabb eszkoz a kontrollponthoz tarsitott stly,
aminek a kozvetlen hasznédlata azonban egy atlagos tervezd szaméra megold-
hatatlan feladat;

e az n-edfoku polinomidlis gorbe derivaltja (n — 1)-edfoku, az n-edfoku raci-
onalis gorbének azonban 2n, ezért a magasabb rendii derivaltak nagyon magas
fokszamot eredményeznek;

e nem lehet velikk transzcendens gorbéket egzaktul leirni, amik azonban a
miiszaki alkalmazasoknal gyakran el6fordulnak.

A 90-es évek masodik felétol intenziv kutatasok folynak méas béazisok alkal-
mazdsara. A Bézier-gorbék altalanositasaként sziiletett a C-Bézier-gorbe [79],
[14] és a H-Bézier-gorbe [32], melyek bézisfliggvényei rendre a trigonometrikus,
illetve a hiperbolikus fiiggvényeket is magukba foglaljak. Természetesen szplajn
bézisfiiggvények esetén is kombindltak a polinomidlis és trigonometrikus [80], [75],
[76] vagy hiperbolikus [49] fiiggvényeket, illetve mindkettét [81]. Ezen kiter-
jesztések kozos jellemzoje, hogy alapvetéen nyilt gorbék modellezésére késziiltek,
a végpontokban interpolalnak és a bazisok teljesen pozitivak.

Specialis igényeket kielégito gorbeleirasokra is sziikség van, ilyenek pl. a zart
gorbék. Magas rendii folytonossdggal rendelkezd zart gorbéket (feliileteket) tobb
miiszaki alkalmazés igényel. Gépjarmivek reflektoranak, szabadforméju lencséknek,
ultrapontossagu optikai alkatrészeknek a tervezéséhez magas folytonossagi rendii,
szingularitasmentes leirds sziikséges [70], [7], [54].

Végpontbeli interpolaciét biztosité polinomidlis gorbékkel (pl. Bézier-gorbével)
zart alakot akkor kapunk, ha a kontrollpoligon elsé és utolsé csucsara teljesiil a

13
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dy = d,, egyenloség. Ez a feltétel olyan zart gorbét eredményez, amely keresztiilmegy
a dy kontrollponton és csak C?-osztalyti ebben a pontban. Magasabb folytonossagi
osztalyt zért gorbék lefrdsdhoz a kontrollpontokra tovabbi (a folytonossigi rend
novelésével egyre bonyolultabb) geometriai feltételeket kell el6irni. Szpldjn-gérbével
nagyobb simasdgu zart gorbe is leirhat6. Ha a k-adrendd B-szplajn-gorbe a; kontroll-
pontjaira az a; = d;moed(nt1), (J = 0,1,...,n + k — 1) feltételek teljesiilnek, valamint
a csomoéértékeket gy adjuk meg, hogy megismételjiik az els6 & — 1 db. csomdérték-
intevallumot (ez részletesen a 3.1. szakaszban taldlhatd), akkor C*~2-osztalyd zart
gorbét modellezhetiink.

Ebben a fejezetben olyan ciklikus bazist definidlunk a legfeljebb n-edrendii (n >
1) trigonometrikus polinomok terében, amely szingularitdsmentes paraméterezésii
C>-osztalyu zart gorbék leirdsara alkalmas redundans kontrollpontok megadésa
nélkil. Megmutatjuk, hogy ezzel a bézissal leirt gorbék rendelkeznek a model-
lezéshez sziikséges legfontosabb tulajdonsdgokkal. Az itt leirt eredményeket a [64],
[63] és [45] cikkekben publikaltuk. Ezek természetes mddon kiterjeszthetok zart
felilletek lefrasara is (az idézett cikkek tartalmazzak is), azonban ez nem térgya
ennek a dolgozatnak.

2.1. Trigonometrikus polinomok
Tekintsiik a legfeljebb 2n-edfoki trigonometrikus polinomok altal felfeszitett
V,, = (1, cos(u),sin(u), . .., cos(nu),sin(nu)),0 <n € N

vektorteret! Ezen fliggvényekkel leirhaté paraméteres gorbék osztalyat trigono-
metrikus gorbéknek nevezziik. Ez a gorbecsalad szamos, miszaki alkalmazasban
is megjelend nevezetes gorbét foglal magaba, mint pl. a Pascal-csiga (limagon),
trifélium, epi- és hipociklois, Lissajous-gorbe. A trigonometrikus gorbéket egyes
publikdciékban olykor mas névvel is illetik, pl. felsébb cikloisok (1asd [77], [78]) vagy
fels6bb bolygémozgasok (1dsd [60]). A [69] cikben trigonometrikus paraméterezésii,
zart algebrai gorbékkel interpolal paratlan szamu adott pontot. Végpontokban inter-
poldlé gorbék modellezését a V), tér fliggvényeivel tobben vizsgaltdk. Az [55] cikkben
bizonyitottak, hogy a V), térnek nincs B-bézisa a [0, 71| tartomanyon, azonban van
barmely 7-nél kisebb hossziisdgui intervallumon, lasd [68].

AV, tér a
cosacosff = COS(OH-ﬂ)—QFCOS(a — 5)7 o)
cosasin ff = sin(f + «) ;L sin(8 — a) | -
sin acsin 3 = cos(a + ) —2COS(a —B)
elemi trigonometrikus azonossdgok miatt a szorzasra nézve zart. Megfeleld

sulymegvalasztassal és nemlinearis atparaméterezéssel a paros fokszamu racionalis
Bersntein-polinomok n-edrendii trigonometrikus normalizdlt B-bézisfiiggvényekké
transzformélhatéak, melyek ugyancsak a V), teret feszitik fel, amennyiben az
értelmezési tartomany hossza kisebb, mint 7. Ezeket a goérbéket harmonikus ra-
ciondlis Bézier-gorbéknek is nevezik, melyek részletes vizsgalatat a [23] és [68] cik-
kekben taldlhatjuk.

14
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Az aldbb felsorolt trigonometrikus azonossagokat gyakran fogjuk hasznalni a

bizonyitasokban:
1+ cos (a) = 2 cos® (%) : (2.3)
n - (n+)a no
sin ~—-— cos (Y + &5*
Z cos (¢ + 1a) = L a((p ) ; (2.4)
: sin &
=0 2
n - (n+Da - no
sin sin (@ + =
S sin(p i) = oz SR E), (2.5)
=0 Sin bl

cos? () = 2% (2:) + %g (2]:‘) cos (2 (n — k) a). (2.6)

(A tovabbiakban az egyenldségjel folott zardjelben megjelend szam arra utal,
hogy az adott szamu trigonometrikus azonossagot alkalmazzuk az atalakitas soran.)
A formuldk alakjanak egyszertsitése érdekében bevezetjik a

B 2
Con+1

n

jelolést.

2.2. Ciklikus bazisfuggvények

Olyan bazisfiiggvényeket akarunk létrehozni, amelyekkel az (1.1) alakban létrehozott
zart gorbék a kontrollpontok ciklikus permutaciéjaval szemben invaridnsak, azaz
ugyanazt az alakot irjak le, természetesen mas-mas paraméterezéssel. A trigonomet-
rikus gorbék atparaméterezése mindig linedris, azaz faziseltolds (lasd [30]). Ebbdl
kovetkezik, hogy az Osszes bazisfiiggvényt ismerjiik, ha egyet rogzitiink, mivel a

Cin(u) == Cop(u—ir), i=1,2,...,2n

osszefiiggés érvényes. Tehdt elegendd a Cp,, fliggvényt megadnunk.

Ha a C, bézisfiggvényt az 1,cos(u),...,cos(nu) fliggvények linedris kom-
binacidjaként adjuk meg, szimmetrikus fiiggvényt kapunk. FEzért az ezekkel
létrehozott gorbe alakja nem valtozik, ha a kontrollpontokat forditott sorrendben
adjuk meg.

Az 1,cos(u), ..., cos(nu) fliggvények linedris kombinaciéjaként pontosan azok a
trigonometrikus fiiggvények allithatdk el6, amelyek cos(u) legfeljebb n-edfoki poli-
nomjaként irhatok fel, azaz

Con(u) := P,(cosu)

valamely legfeljebb n-edfoku P, polinomra. A P, polinomnak a kévetkezd igényeket
kell kielégitenie:

e annak érdekében, hogy Cj, pozitiv legyen minden u-ra, a P, polinomnak
nemnegativnak kell lenni a [—1, 1] intervallumon;
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e azt akarjuk, hogy Cp,-nek az v = 0 a periodicitas erejéig egyértelmii lokdlis
maximuma legyen, ezért a P,|_; 1 polinomnak az 1 helyen egyértelmi lokélis
maximum kell legyen;

e a (), figgvénynek a lokalis maximumhelytdl tavolodva, a lehetd legkisebbnek
kell lennie, ezért a P,|[_1 1] polinomnak is teljesitenie kell ezt a feltételt.

A fentiek miatt legcélszertibb vélasztasnak a 0-adik n-edfoki Bernstein-polinom
tlinik, amit természetesen a [—1, 1] intervallumra kell transzformalni és megfeleléen

skalazni, azaz
1+¢\"
P, =c,| — | ,
(=)
ahol a ¢, konstanst (skéldzasi tényez6t) még meg kell hatarozni.

2.1. Tétel. A C;,,Con, P, figguények fenti definicioibol kovetkezik, hogy a
S22 Cin (u) Gsszeg konstans.

Bizonyitas. A Z?Zo Cin (u) Osszeg barmely u € R esetén a kévetkezd alakra hoz-
hato:

Ccn 2n
on 7=

o (L+cos(u—1i\,))" =

= e X (g () + e ko () cos (0= k) u — (n = k) id,)) =

= e+ wi Yons (1) g cos (n— k) u — (n— k) ik,) =

n

) % (2:> Cnt
. n_t1 som Sin((n — k) m)cos((n —k)u — (n — k)nA,)
Tt 2 k=0 (k) -

sin ((n — k) 22)
2n+1 (2n
= o2 <n>cn ]
2.1. Kovetkezmény (Normalizalé konstans). Annak érdekében, hogy a Ci,

fugguények osszege 1 legyen az értelmezési tartomdny bdrmely helyén, a c, kons-
tanst

22 (2n!)*
= = 2.7
‘ @en+1)(*")  (@n+1)! (2.7)
mddon kell megvdlasztani. Az igy definialt c,, dllandora a

. {% L han=1,
n — 2n
5 iCn—1 han>1

rekurzio teljesul.

A tovébbiakban a

C, = {cm(u) = ;—’; (1 + cos (u — i/\n))”}

fiiggvényrendszer tulajdonsagait vizsgaljuk.

2n

=0

16
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2.2. Tétel (Linedris fliiggetlenség). A C, figgvényrendszer a V), vektortér bdzisa.

Bizonyitas. Természetesen elegendé megmutatni, hogy az
(1+cos(u—i\,))", i=0,1,...,2n (2.8)

fiiggvények linearisan fiiggetlenek.
A (2.8) fiiggvények 27 szerint periodikusak, ezért a tulajdonsdgaikat
vizsgélhatjuk a [0, 27] intervallumon.
Allftdsunkkal ellentétben tegyiik fel, hogy a (2.8) fiiggvények linedrisan
osszefliggbk! Ekkor Jag, ai, ..., as, € R gy, hogy a3 + a? + ...+ a3, #0 és
2n
> a;i(1+cos (u—iX,))" =0, Yu € [0,27]. (2.9)
i=0
Behelyettesitve az ux = kA, (k=0,1,...,2n) értékeket a (2.9) egyenl6ségbe,
az ismeretlen ag, ay, ..., as, egylitthatékra egy homogén linedris egyenletrendszert
kapunk. Ennek a rendszernek a métrix alakja

Aoni1 - A= 02n411, (2.10)
ahol
[ 2n (1+cosA\p,)"
(1+cosA,)" 2m
Nopy1 = : (1+cosA\,)"

(1+cos(2n—1)\,)" :
(14 cos2n\,)" (14 cos(2n—1)\,)"

(2.11)
(1+cos(2n—1)\,)" (1 + cos2n\,)"

: (1+cos(2n—1)\,)"
(1+cosA,)" :
2n (1+cosA\,)"

(14 cos\,)" 2" ]
szimmetrikus szalagmatrix és
T
A= [ ap ap -+ G2p—1 G2 } .

Megmutatjuk, hogy a (2.10) homogén linearis egyenletrendszernek csak az ag =
a; = ...= ag, = 0 trividlis megolddsa van, ami ellentmond a (2.8) fiiggvényrendszer
linedris Osszefliggésének.

A cosa = cos (2m — ) trigonometrikus azonossdgot felhasznalva azt kapjuk,

hogy

cos((2n —i)\,) = cos (27r — M) =cos ((i + 1) 2Z) =

2n+1 2n+1 (2.12)
= cos((i+1)A\,), i=0,....2n— 1.
Bevezetjiik az
Ty — 2”, Ti = Topt1—i = (1 + cos Z)\n)n ,i = ]_, 2, .. n (213)

17
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valtozdkat és az

An

55

= 20+ T1wj + Tow; + ...+ 2w, §=0,1,...,2n,
jelolést, ahol '
wj =€ i=01,...,2n
a j-edik (2n + 1)-edfoku egységgyokot jeloli (i = +/—1).
A (2.12) egyenléségek és a (2.13) valtozok segitségével a Ay, 1 matrix

To T1 ... Top
fopss — Top Lo ... Top_1
T To ... Zo
ciklikus alakba irhato, amelynek sajatértékei pontosan az s?”, (7=0,1,...,2n)

valdés szamok (1dsd [65]). Ezért Ay,1 determinansa
2n
det Agniy = [ 5} (2.14)
j=0

formara hozhato.
A

A tovdbbiakban igazoljuk, hogy s;" > 0, j = 0,1,...,2n. Az {53\” }jio
sajatértékek
ak (2.3) - k
s = w202 (wh Wl cos™ <§)\n) —
k=0 k=1

- k
= 2" 4 2t Z cos (jkM,) cos®™ (5)\”)
k=1

alakra hozhatok. Egyszert atalakitasok utan a
cos ((2n 4+ 1 — 7)kN,) = cos(jkN,), k=1,2,...,n,

egyenloséget kapjuk, tehat az

)\n_ >\'n y
S =Sopi1—p J=1,2,....mn

szimmetria teljesiil. A kovetkezékben a j-edik (j =0,1,2,...,n) sajatérték zart
alakjat adjuk meg.
J = 0 esetén:

spr o= 2n42mLSR cos? (BN, =

(26)  5p, 2; n n— n n
2 S S () S cos (= D)) =

(2.4) (%)n 1 —1 (2 1 —1 popy sin( CFEED A cos( 2 ), )
= B - a1+ e T ()

2n n 2n_ (2n 2n_ (2n

on—1 on—1 on

(*") (2n+1)
e

18
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j=1,2,...,n esetén:

- k
s;.\" =2" 4 ontl ; cos®™ (5)\”) cos (kj\,) =

n n n—1
(ZL’)Q" ( ) cos (kjA,)

o1 2n DI (2”) cos ((n — 1) kA,) cos (KjA,) =

k=1 1=0

2, () (sin (—(nzl)j )\n> cos (Z\,) B 1) .

sin (%)\n)

4 2n12 ; (2zn ) S cos ((n — 1) kAw) cos (kjAn) =

k=1
eo () [sio (—("J;l)j )\n> cos (Z\,)
=2+ 2n—1 sin (%)\n) e
1 220\ (& -
+ S ( l ) (Zcos((n—l—j)k)\n)—k cos((n—l+j)k)\n)> =
1=0 k=1 k=1

- sin <(” ; J)/\n)
1 n—1 (2n) sin <(n+ )(n— H_J ) (O] (n n- H_]))\ )
_ l sin < n—I+j) )\n>

(2_3)2n B (2:) N (fﬁbj)n B 11 <Q2n_2(2:) - < 2n )) B 21 92n _ (2:)+

2n—1 2n—1 Qn— n _] n—1 2
G) 1 (2= ( 2n 12— () _
B TR TH S e (n_]) L TR

ZW>O

19
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Tehat a (2.14) determindnsra a

n 2
det A2n+1 = SS” <H S;\n) >0

Jj=1

egyenlotlenség teljesiil, ami azt jelenti, hogy a (2.10) rendszernek csak az ay = a; =
... = ag, = 0 trividlis megoldasa van. [J

2.1. Megjegyzés (C,, nem teljesen pozitiv). Konnyi beldtni, hogy a {(Jm}fgo bdzis
nem teljesen pozitiv a tetszdleges [, i+ 2] (u € R) intervallumon. Példdul = 0,
n=2u=0<u =X\ <uy =2\ <uzg =3\ <uy =4\, \y =27/5 esetén

detM( Coa Cia Coa C39 Cuo ) _ 1 >0,
Ug Ul Uy Us Uy 81
azonban
der| Goalon) Conlon) | V85
Cag (uz) Cs (ug) 20 12
€s

01,2 (Uo) 02,2 (Uo) C3,2 (Uo) \/g 1
det | Cia(ug) Cop(uz) Cso(up) | = -+ —>0.

01,2 (U4) 02,2 (U4) Cs9 (U4)

)

2.3. Ciklikus gorbék

2.1. Definicié (Ciklikus gérbe). n-edrendii (2n-edfoki) ciklikus gorbén az

2n

a, (u) = Z Cin(u)d;, uwel0,2n], n>1, (2.15)
i=0

Cin(u) = ;_Z (14 cos (u—iX,))", (2.16)

gorbét értjiik, ahol ¢, a (2.7) kifejezéssel adott és d; € R, d > 1.

2.2. Megjegyzés (Ertelmezési tartomany). Mivel a bazisfiigguények 2m-szerint pe-
riodikusak, a gorbe értelmezési tartomdnya tetszdleges 2w hosszusdgu intervallum
lehet.

A C;, figgvények definiciéjabdl nyilvanvalé, hogy a gorbe kontrollpontjainak
konvex burkdban van. A C;, alapfliiggvény egyértelmii maximuma az u = i\,
helyen van, ezért a d; kontrollpontnak az a, (i\,) gorbepont kérnyezetében van
legnagyobb hatasa a gorbe alakjara.

Cin(u) az u = m+ i\, helyen eltiinik, ezért a d; kontrollpontnak nincs hatédsa
az ehhez tartozé gorbepontra, azaz ez a gorbepont invaridans a d; kontrollpont
valtoztatasaval szemben. E pont kivételével d; hatassal van a gorbe minden
pontjara, vagyis a ciklikus gorbe globalisan modosithaté. Ezeket a tulajdonsagokat
illusztralja a 2.1. abra.

Bar a kontrollpontoknak globalis hatasa van a gorbe alakjara, ez a hatds azonban
drasztikusan csokken — kiilonosen magas rend esetén — a maximalisan befolyésolt
ponttdl tavolodva.
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2.1. abra. A dy kontrollpont eltoldsaival kapott ciklikus gorbék; a valtoztatas az
a, () pontra nincs hatéssal

2.3. Tétel. A gorbe rendjének novelése csokkenti a kontrollpontok hatdsdnak globdlis
jellegét.

Bizonyitas. Tekintsiik a

Com (1) = g—’; (1+ cos(w))", u € [~m,7]

bézisfiiggvényt és a tetsz6legesen kicsi € € (0,1) konstanst! A Cp,, fiiggvény a

iamam(Q(%)G)—l>

paraméterértékeknél egyenld e-nal. A bazisfiiggvények tulajdonsagaibdl kovetke-
zik, hogy a Cp,(u) > ¢ egyenlStlenség a fenti két érték kozott teljesiil. Koénnyen

megmutathatd, hogy
2
1m1<d@n+n<’ﬁ)_4
n—oo n

lim e = 1.

n—oo

és

Igy a
1
+ lim arccos (2 <£> — 1) = tarccos (1) =0
n—oo Cp,

hatarértéket kapjuk, ami azt jelenti, hogy n — oo esetén a dy kontrollpont hatasa
nullahoz tart. [J

A numerikus tesztek azt mutatjak, hogy ez a csokkenés gyors.

Ezzel a gorbemegadassal valtozatos alaki gorbék modellezheték, mint azt a 2.2.
abra is mutatja.

A ciklikus gorbéket egyértelmiien meghatarozzék a kontrollpontjai, ezért az
alakmddositasra csak egy lehetéségiink van: a kontrollpontok eltoldsa. Az (1.1)
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2.2. abra. Zart gorbék modellezése; a bal oldali abran n = 7, a jobb oldalin n = 4

alakban adott gorbék esetén, ha egy kontrollpontot eltolunk, akkor a gorbe pontjai
az eltolasvektorral parhuzamosan mozdulnak el, és az eltolas mértéke pontonként
valtozik. Ez a kovetkezo eloirt alakmodositast teszi lehetévé: ha az akarjuk, hogy a
gorbe a,, (u) pontja a tetsz6legesen adott p pontba keriiljén ad; (j € {0,1,...,2n})
kontrollpont eltolasanak eredményeként, akkor az eltolasvektort

p—a, (u)

t = A\
Cjn ()

médon kell megadni, feltéve hogy Cj,, (u) # 0 (Cj, () = 0 esetén természetesen
nincs megoldds, mésik kontrollpontot kell vélasztani), lasd az 1.2. szakaszt. Ezt a
tipusi alakmodositast szemlélteti a 2.3. abra.
A (2.15) ciklikus gérbe r-edrend derivéltjanak meghatarozasahoz el6bb az
C'n

a, (u) = on (14 cos (u— X)) d; =

= Cn Zl o Cos? (% — %)\n) d;, =

.5 (2") }: Cdit

(2_7) 1 2n
 on+1 %:i:() it
) ) S Ti () cos (0 = k) (- ia)
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2.3. dbra. Eloirt alakmddositas

atalakitasokat végezziik el, ahol

2n

1
- 2.1
2n+1;d2 (2.17)

a kontrollpoligon sulypontja.
Ezért a (2.15) gorbe r-edrendii (r > 1) derivaltja

dr 2n n—1 '
Wan(u) 2 1) 2n ZZ%( )n— cos((n—k)(u—mn)—i-%)di,

(2.18)
vagyis a ciklikus gorbe derivédlasara nézve zart.

2.3.1. Zart gorbék egy osztalyanak egzakt leirasa

Az ellipszisek (korok), zart epi- és hipocikloisok, Lissajous-gorbék, téruszesomok,
foliumok a zart gorbék azon osztalyahoz tartoznak, amelyek

{ (mz]%Rddzz (219)

Y=l a1 (u) @) - za(u) ]’

alakban irhatok le, ahol

1 0) = 1 (s {0 b)) ) =
= Zaécos(pu—i—wé) —I—Zﬁésin(qu—l—tpé), (l=1,2,...,d),

pEP, q€EQq

és P,0Q; C N, ai,,ﬂf], Zl,,gof] € R. A célunk ezen gorbecsalad ciklikus repre-
zentacidjanak megadasa. Ennek érdekében elobb egy segédtételt bizonyitunk be,
mely a ciklikus gorbék tovabbi tulajdonsdgainak igazoldsaban is nagy segitségiinkre
lesz.
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2.1. Lemma. Tekintsik a (2.19) zdrt gorbéket és legyen
N> Ny =max{e| e € UL, (FUQ)}!
Vezessiik be a
A= [ 21 (i) 22 (i) -+ za(iX) |7, i=0,1,...,2n, (2.20)

kontrollpontokat és az daltaluk meghatdrozott

=2 Cin(di=[a(w) a) - as(u) ]", ue0,27]

ciklikus gorbét! Ekkor az a,, gorbe l-edik (1 =1,2,...,d) koordindtafigguénye

ar(u) = (21”) (Z % (ff p) cos (pu+p) + 3 6l( " ) sin (gu + %))

n pER q€Q
(2.21)

alakban fejezhetd ki.
Megforditva, ha egy ciklikus gorbe koordindtafiggvényei (2.21) alakiak, akkor
annak kontrollpontjai pontosan a (2.20) pontok.

Bizonyitas. Az a,, gorbe l-edik (I = 1,2,...,d) koordindtafiiggvénye a kovetkezo
alakra hozhato:

2n
a; (u) = Cn Z (14 cos (u—i\,) (Z ai, cos (piX, + w;,) +

2n
=0 pEPR

+ Z ﬁé sin (qz’)m + (,02)) =

qeQ

2n
=S 0l S (14 cos (u— i) cos (pid, + 1) +

peP =0
c 2n
- Z ey Z (1 + cos (u—iX,))" sin (gid, + &) -
qeQ =0
Ha p =0 € P, akkor

2n

Z (1 +cos (u —1i\,))" cos bl =
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() (1) Sttt

k=
@5) 2n+1 (Qn) cos .
n

on
A p e P\ {0} esetben

2n

Z (1 + cos (u—iX,))" cos (pid, + ) =

2n
(2gn Z cos" (% - %) cos (pid, + wl>
=0

e (s () e () om0 o 40 -

=0 k=0

2n
:2% (2:) Z cos (pz')\n + wzlj) +

2n n—1
1
— Z( )cos — k) (u—1iX,)) cos (pi)\n—i-w;):
i=0 k=0
1 && /2 u i
JR— —_—— — ) l
2n1; O(k) ( k)<2 2)\n)>cos(pz)\n+wp)
eh 1 nz—l (QH) cos ((n—k u—HDl (n—k —p)iX,) +
2 k "
0,k#n—p
+1( ) l
cos pu—l—w

%Ej( )ig k)u—gp— (n—k+p)ik,) =
+

A koszinusz és szinusz fiiggvények a 7/2 faziseltolasban kiilonboznek, ezért Vg €

Q) esetén a

2n

Z (14 cos (u—i\,))" sin (qi)\n + 902)

i=0
részosszeg

2n+1/( 2n . ( n l)
sin (qu
on n—gq q Pq

alakra hozhaté. Ezért az a, gorbe [-edik (I = 1,2,...,d) koordinédtafiiggvényének
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végso alakja

ar (u) =%-cn- (Z%(f;) cos (pu+ ) + Zﬁl( o )sin (quwé)> =

peEP, qeQ

241 92n
o2 (Y (2n+1)

' <Z O‘é(n2fp) cos (pu + vt + ZBZ< 2n )sin (qu+w§)> _

pePR, qEQq

— (an) (Z al (nQ_np) cos (pu+ L) + Z B <n2ilq) sin (qu + gpf})) :

n PEP, qeQ)

ami az allitas elsé felének igazolasat jelenti.
A megforditds igazolasdhoz azokat az ismeretlen

di:[dlﬂ d@g de]TERd,i:O,l,...,Qn,

kontrollpontokat kell meghatédroznunk, melyekre a
Y Cin(u)dig=a(u), 1=1,2,....d, Yu€ [0,2n] (2.22)

egyenloség teljestil.
Az up = kA, értékeket a (2.22) egyenléségbe helyettesitve, az ismeretlen
di,ladi,27 ce 7di,da 1= 0, ]_, ce ,QTL.

paraméterekre nézve d darab linearis egyenletrendszert kapunk, melyek matrixalakja

Moy Uy = A, 1=1,2,...,d, (2.23)
ahol
Moy = g—zAan,
U=[doy diy ... dony]",
A=la©) a() - a@) ]

és Nopiq a 2.2, tétel bizonyitasdnal bevezetett nemszingularis cirkularis matrix. Az
My, 11 is reguléris, mivel

Cn\ 2

n+1
det M2n+1 = (2_n> det A2n+1 7£ 0.

Ezért a (2.23) linedris egyenletrendszernek egyértelmii megolddsa van. A kovet-
kezokben megmutatjuk, hogy az egyértelm megoldas

du = (Z)\n) =
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= Zai,cos (ip)\n—l—wé,) + Zﬁf]sin (iq)\n—i-gof]), 1=0,1,...,2n,

pEPR qEQ)

azaz belatjuk a
2n
> Cin(kX)dig = ar(kX,), k=0,1,....2n, (2.24)

egyenloség teljestilését.
A (2.24) egyenléség bal oldalat alkot6 Osszegnek a p és ¢ valtozok szerinti fel-
bontdsa utan a p-szerinti részosszeg az alabbi alakra hozhaté:

2n
2>l > (1 cos (k= i) M) cos (ipha + 1) =

pEP, =0

> cos (piX, + %) =

(23) (2n i 1) Z Zcos <

GPZ =0

(2:6) 22n l
_mza <2gn< )ZCOS p@)\ +7vb)

ep,
n—1
an Z <2n> Z cos ((n — j) (k — i) A,) cos (pi)\n + %)) —
j=0 i=0
1 l 2n . l
I peP, E (; cos (pida + 4y) +
9 n—1 m 2n . . . l
T 2 () 3D ek on ot )| =
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2 (Yt ).

n—p

A g-szerinti részosszegen hasonld dtalakitasokat hajthatunk végre (a kiilonbség
csak a felhaszndlt trigonometrikus azonossagokban van, nevezetesen a (2.3), (2.6),
(2.4), (2.1), (2.4) és (2.4) azonossagok helyett rendre a (2.3), (2.6), (2.5), (2.2), (2.5)
és (2.5) azonossagokat kell felhasznalni), aminek eredményeként

2n
ST (L coslh = 10, s (0 + ) =
qeQ; =0
=y = (2, ) A o)
2n — E " P
(n) qeQ) n4

ami allitasunkat igazolja. [
A kovetkezo tételek a 2.1. segédtétel kozvetlen alkalmazéasaval bizonyithatok.

2.4. Tétel (Egzakt leirds). Tekintsik az
X(u)=[Z(u) Fa(u) - Fa(u)] . wel0,27],

zart gorbét, mely koordindtafigguényei

7 (u) = Z&]lgcos (pu%—@zzl?) + Z gésin (qu+ gElq) ,1=1,2,....,d, (2.25)

PEP, qEQ;
alakiak, ahol P, Q; C N és a;,ﬁ;, ~Ilj, 651 € R/ Legyen
n > Nyip 1= max{e ‘ ec U, (PRU QZ)}

ésr €N/ Ha a 2.1. segédtétel x gorbéjében szerepld konstansokat

(21? ) r~1 ! _ 1 rm

<3vpawd¢m%:%ﬁ~§,peﬂ, (2.26)
! G vm oy =

By (n) = 2y AR

n—q

oy, (n) =

T
5 4 € Q, (2.27)
maddon adjuk meg, akkor a (2.20) kontrollpontok dltal meghatdrozott ciklikus géirbe
pontosan az X gorbe r-edik derivdltjat (r > 0) irja le barmely n > Ny, esetén, azaz
az a, ciklikus gorbe l-edik koordindtafiigguényére az
dr o~ ~ T oS T
a; (u) = T (u) = Zp oz;)cos (pu+@/)é+ 7) + Zq Bflsm (qu%—gpfﬁ— 7) :
PEPR, q€Q;

Yu e [0,2x], 1=1,2,...,d

eqyenldség teljesil.
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2.3. Megjegyzés. Mivel

2n
i g
n—oo
nznmin (’I’L*k‘)

=1, k=0,1,...,0mn — 1,

z' r-edrendd derivdltja végtelen sok alakban elédllithatd, tovdbbd

Jim x ()= lim x (w, { (0 (), 0}, )}y - (B (1) 0 ()} 0 ) =
d"x

dur

(u), Yu € [0,21],

azaz a (2.20) kontrollpoligon a d"X!/du” gorbéhez konvergdl, ha n — oo.

2.4. Megjegyzés. Tekintsik a tetszolegesen rogzitett n > npyy, rendet és a 7 €
[0, 27] faziseltolast! A 2.4. tétel

! (2: ) ot g,
ap(n) =7 on p apa ¢p(n):wp+_+7a pe-Pla

(n") 2
()

. T
f](n):<2n)q (lp 9051(”)290514‘_"‘7'76166217

2
n—q
l=1,2,....,d,
bedllitasaival kapott
di (1) = [ @1 (A +7) @2 (e +7) - za(idg+7)]",i=0,1,...,2n,

kontrollpontokkal meghatdrozott ciklikus gorbe ugyancsak az X gorbe r-edrendd de-
rivdaltjdt irja le (természetesen mds paraméterezéssel), azaz

a, (u) = Z d; (1) Cipn(u) = jru% (u+7), Yuel0,2n].

2.5. Megjegyzés. Ha a (2.25) koordindtafigguényekben az u paraméter egyitthatdi
racionalis szamok, akkor a 2.4. tétel az u — mu paramétertranszformdcio utdan
alkalmazhato, ahol m az dsszes nevezd legkisebb kozos tobbszorose. m > 1 esetén
a (2.20) kontrollpontok helyett a

di= [ () m (A o w17 =01

kontrollpontokat kell hasznalni. Ennek alkalmazdsdra a 2.7.2. szakaszban mutatunk
példdt.

2.5. Tétel (Zartsig derivalasra). A (2.15) ciklikus gorbe (2.18) r-edrendi (r > 1)
derivadltja azt az m-edrendd (m > n) ciklikus gorbét hatdrozza meg, melynek kont-
rollpoligonja

D,, =[x (j/\m>]2m

7=0"

ahol x : [0, 27] — R4,

2 () =k oy
X(u)—mi Z’<«‘(2—m)cos<(n—k)(u—z)\n)+7>d,.
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AV, térnek a természetes

T = {T; ()}, = {1, cos u,sinu, . .., cos (nu) , sin (nu)}

bézisa mellett definialtuk a {C;,, (u)}?;lo bazisat is. Most a két bazis kozotti transz-

formaciokra adunk explicit formulat a 2.1. segédtételt felhasznalva.

2.6. Tétel (Bézistranszformacié). A V, tér C, = {Ci, (u)}fio bazisa a T,

{T (w)}2", bdzisbdl a

fO,n
fl,n
f2,n

f2n71,n

f2n,n

CO,n (U) | 6070 €o,1 fo,l €o,n
Cin (U) 6170 €1,1 Ji1 €1,n
Cz,n (U) B 6270 €21 f2,1 €2.n
Con—1n () Lt egno11 fon11 €n—1n
L CQn,n (U) i L 62%70 e2n,1 f2n,1 e2n,n
transzformdcioval dllithato eld, ahol
2 ()
ik = n- kih,), k=0,1,...
Cik = 5] @ cos (kiX,)
€s ( ) )
2 ”
= ——— in (ki\,), k=1,...
fik 1 (27?) sin (ki\,)
Az inverz transzformdcio alakja
I Ty (U) | I 50,0 50,1 50,2 50,2n—1 50,211
Ty (u) S0 S11 &2 S12n-1 &1om
T5 (u) _ Go C1 G2 Cion—1 Cion
T2n—l (U') gn,O gn,l 571,2 5n,2n—1 6n,2n
L T2n ('LL) L Cn,O Cn,l Cn,Q Cn,anl Cn,Qn
ahol (2n)
ki = ( 7 j cos (ki)
n—=k
€s (zn)
Coi = —9 sin (kid,) .

(%)

Bizonyitas. A C;,, bazisfiiggvények a

=50 (14 cos (u— iAy))" =
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CO,n (U)
Clyn (U)
Cgm (U)

C’27171,11 (U)
CQn,n (U)

b 2
20+l (2n+1) (%) 4
1 2
= + 2n
2n+1 (2n+1)(7) 4
1 2
A1 1) () 5

ik =

fige =

k=1 k=1
2n
2 (")
cos (ki E=0,1.....n
2n _|_ 1 (2n> ( ) ) )
2n
2 (nfk)
—_ sin (kA k=1 ....n
n + 1 (27;1) ( n) ) ) 3
5" €0,1 Joa €0,n fon
=0 e Jia €1n fin
€
5 e f2a €2.n fom
228 egp1a fono1n Con—1n  Jon—1n
62;70 62"»1 f2n,1 e2n,n f2n,n

modon alakithatok at, ahol

A fenti azonossagok miatt a

bazistranszformaciét kapjuk.
Az inverz transzformaciéo matrixanak felirasdhoz felhasznéljuk, hogy a

cos (ku)

Z(Jm

sz, Yu € [0 271']

egyenloségek pontosan akkor teljesiilnek, ha

Hasonldképp, a

sin (ku)

ki =

Zcm

()
(%)

cos (kiX,) .

Ckza Yu € [0 271']

egyenloségek akkor és csak akkor teljestilnek, ha

Qi =

()
()

sin (kiA,) .

k=01,...

k=1,...

sin (ku) sin (ki),) =

,2n

,2n

k > cos((n—k)(u—1iM\,)) =

Z n2—nk) cos (k (u—iA\,)) =

" ) cos (ku) cos (kily) +

Ezzel az inverz bazistranszforméciéra vonatkozé allitast is igazoltuk. [J
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2.4. Rendszamnovelés

Geometriai modellezés sordn gyakran sziikséges ugyanazt az alakot tobb kontroll-
ponttal leirni, pl. a hatékonyabb alakmddositas érdekében. Ez esetiinkben a rend
novelését jelenti, azaz adott n-edrendii ciklikus gorbéhez meg kell hataroznunk annak
az (n + z)-edrendii (z > 1) ciklikus gérbének a kontrollpontjait, mely az eredetivel
megegyezo alakot irja le, azaz

2(n+z) 2n
D Chnar(w)d; =D Cin(w)di, Yu € [0,27],
j=0 i=0

ahol d} az (n + z)-edrendfi gorbe kontrollpontjait jeloli. Ha az értelmezési tar-
tomanyban felvesziink (2n + z) darab paronként kiilénboz6 ug,uy, ..., Usmyz) pa-
raméterértéket, akkor a

n+z

ZCjn+Tukd _Zcznuk i :0,1,...,2(n+z)

lineéris egyenletrendszer megoldasdval megkapjuk a keresett d3 kontrollpontokat.
Az egyértelmii megoldds mindig létezik, mivel a Cj ,, 1, fliggvények linedrisan fiigget-
lenek és az wuy értékek kilonbozoek.

A tovabbiakban explicit formulat adunk a ciklikus gorbék rendszamnovelési fel-
adatéara, vagyis a fenti egyenletrendszer megoldasa nélkil allitjuk el6 a kontrollpon-
tokat.

2.7. Tétel (Rendszdmnovelés). Az (n + z)-edrendi (z > 1)

n+z

an+z Z Cj TL+Z u e [07277']

ciklikus gorbe pontonként megegyezik az n-edrendi (n > 1) (2.15) gorbével, ha a
kontrollpoligonjat

212(n+z n+z
Dy = [d ] (_0+ )= x. <J>\n+r)] « +)

mdodon vdlasztjuk meg, ahol x,: [0, 27] — R,

2n
1
S(u)=F——= ) d;
x: (W) =50 Z *
2( (n+z 2n n—1
T\ ntz /- .
+ @n+ 1) 2n ZZ 2(n+z cos ((n — k) (u —i\,)) d;.

n =0 k=0 z+k

Bizonyitas. A ciklikus gorbe (2.17) alakban irhaté fel, amire a 2.1. segédtételt
alkalmazva, allitasunk igazolasat nyerjik. [J

Megmutatjuk azt is, hogy a rendszamnovelés soran kapott kontrollpoligonok a
gorbéhez konvergialnak z — oo esetén.

2.8. Tétel (Konvergencia). A fokszamnévelt girbe D, , = [dz} (n+2) kontrollpoli-

gonja az a, (u) gorbéhez konvergdl, azaz a

lim x, (u) = a, (u), Yu € [0, 27]

Z—00

eqyenloség teljesl.
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Bizonyitas. Az a,, gorbe (2.17) alakjat hasznalva és figyelembe véve a

=1, Vke{0,1,....,n—1},n>1

(u), Yu € [0, 2n]

2.4. dbra. (a) Harmadrendi ciklikus sikgorbe az eredeti és a rendszdmnéovelt kont-
rollpoligonokkal. (b) A rendszamnovelés soran kapott kontrollpontok mértani helye
a ciklikus gorbéhez konvergél.

A 2.4. abra a rendszamnovelést és az ennek soran kapott kontrollpoligonok kon-
vergenciajat szemlélteti.

2.5. Hullamzascsokkentés

A ciklikus gorbék hullamzascsokkentd tulajdonsaganak bizonyitdsahoz Podlya és
Schoenberg [59] eredményeit hasznaljuk fel, ezért elébb ezeket ismertetjiik réviden.

2.2. Definicié (Véges valds sorozatok eléjelének ciklikus véltozdsa). A ¢ = {¢;},—,
véges valds szdmsorozat tagjai eldjelvdltasinak szamdt v (q)-vel jeldljik, a sorozat
elojelének ciklikus valtozasdan pedig a

ve (q) = 0, haq; =0, Vi
e\ v(qi7Qi+17~-'7Qn7Q1>q2v'"a%’fla%); ha q; # 0

szamot értjuk.
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Ha a sorozat tagjait éramutatd jarasaval egyezo irany szerinti elrendezésben
képzeljitk el, akkor nyilvdnvald, hogy a v.(q) szdm nem fligg attél, hogy melyik
el nem t{in6 ¢; taghdl indulunk ki. Megjegyezziik, hogy v. (¢) mindig péros szém.

2.3. Definicié (2m-periodikus fiiggvények elGjelének ciklikus valtozasa). Legyen
f (u) 27-szerint periodikus valds értéki figguény, és legyen U az dsszes olyan valds
uw = {u;};_, sorozat halmaza, mely kielégiti az

U < Uy < ...< Uy, < U + 27 (2.29)

feltételt! Az f (u) figgvény eldjelének ciklikus vdltozdsdn a
1&(f)=825{MXQ)1q:={f(UO}ﬁ4}

szamot értjik.

Megjegyezziik, hogy a v. (f) szdm péros, amennyiben véges (pl. v, (sinu) = 2,
Ve (sin2u) = 4, v, (|sinu|) = 0).

A kovetkezOkben a koron értelmezett hullamzéascsokkent6é transzforméciokat
ismertetjiik.  Ezek a transzformécidk olyan 2m-periodikus nemnegativ 2 (u)
magfiiggvényekkel, in. kernelekkel, jellemezhetok, melyek korlatos valtozastuak és
a kovetkezd médon normalizéltak

1 2w

Qu)du=1, Q(u)==(Q(u+0)+Qu-0)).

1
2m Jo 2

2.4. Definicié (Hulldmzascsokkent6é transzforméciok a koron). Legyen f(u)

tetszdleges 2m-periodikus valds értéki integrdlhato fligguény! Azt mondjuk, hogy a

1

9(“)225;

2m

L/) Q(u—¢@) fp)de (2.30)
0

konvolicios transzformdcio hullimzdscsokkentd, ha a

ve (9) < ve (f)

egyenlotlenség teljesiul minden f-re. Ugyanezt értjik azon is, hogy 2 (u)
hullamzascsokkentd kernel.

2.5. Definicié (de la Vallée Poussin-féle kernel és kozépérték). A de la Vallée
Poussin-féle kernelt az

]_ u 2n
wy (u) = (2_n) (2 cos 5) ., n>1 (2.31)
kifejezéssel definidljuk, mely Fourier-sora a kovetkezo eqyszerii alakra hozhato:

|

1< 20\ jpa = n! n!
wn(U):W Z (n—l—k)e —1+2;(n_k)!(n+k)!cos(ku).

n k=—n

Q(u) = w, (u) esetén a (2.50) transzformdcid

Vi = gge [ (200 (“52)) s

alakban irhatd fel, amit az f (u) figgvény de la Vallée Poussin-féle kozépértékének
vagy egyszeriien V -atlagdnak nevezink.
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Kénnyen igazolhaté, hogy V;, (u) legfeljebb 2n-edfoki polinom, amelynek tagjai
az f (u) figgvény Fourier-egyiitthatéi. Valéban, ha

f(u) = Z fee™ (foe = ), (2.32)

V, (u) = (2171) é: (n+ k) s

Valés Fourier-sorokra (azaz 2f, = ay — iby, esetén)
)~ 50 + ; ay, cos (ku) + by sin (ku))

amibdl

Vo (u) = % + % Z (nQ—fk) (ay cos (ku) + by sin (ku)) .

k=1

Az [59] cikk egyik f& eredménye annak igazolasa, hogy az w,, (n > 1) de Vallée
Poussin-kernel ciklikus hullamzascsokkenté tulajdonsagu. Ennek bizonyitasahoz
tobb lemmat igazoltak, melyek koziil szamunkra a 3. lemma ([59], 300. o.) sziikséges.

2.2. Lemma. Legyen o1, @2, ..., 0m (m >2) m darab pont a kérén az éramutaté
jarasaval ellentétes iranyban elhelyezve igy, hogy

01 <P <. < P < Q1+ 27

teljestljon, legyen tovdbba
T, (u) = an (u—r)ag, T, (u) £0,
k=1

ahol az ap-k kozil legalabb ketto nem tinik el. Ekkor
2 (Ty) < we(a),

ahola = {ay},—, és a z.(T,,) szdm a T, (u) eqy peridduson belili valds zérushelyeinek
szamdt jeloli, a multiplicitdsukat is figyelembe véve.

A kovetkezo tételben bebizonyitjuk, hogy egyetlen hipersik sem metszheti a cik-
likus gorbét tobb pontban, mint a kontrollpoligonjat.

2.9. Tétel (Hullamzascsokkentés). A (2.15) ciklikus gorbe rendelkezik a
hulldmzascsokkento tulajdonsdggal.

Bizonyitas. Tekintsiik az R? tér tetszéleges hipersikjanak

H (1‘1,1'2, ...,l‘d) = hll‘l + hQZEQ + ...+ hdxd =0

35



dc_1069 15

d
egyenletét, ahol th = 1! Legyen
=1

¢ =H(q)=H(i1,qz2 - --:¢%a), 1=01,...,2n

és tekintsik a

h(u)=H (Z Cim (1) di) = Z Cim (u) H (d;) = Z Cim (u) d;

fiiggvényt! Elegendd megmutatnunk, hogy minden valés ¢ = {%‘}?ZO sorozatra (ahol
a g;-k koziil legalabb kettd nullatdl kiilonbozo) teljesiil a

ve (h) < ve (q)
egyenlotlenség.
ACi,(u) (1=0,1,...,2n) bazisfiggvények

Cin (u) = n (1+cos(u—i\,))" =

on
22n ;
= 52" cos>" (E — 1/\n> =
2" (2n+1) (1) 2 2

11 u i o
= —2n+1@ (2008 (5 - 5)\”)) =

1 .
= o 1¥n (u—i\,)

alakra hozhaték. Ezért a tetszolegesen rogzitett ¢ = {q;}.", valés sorozatra (ahol a
gi-k kozil legaldbb ketté nem tiinik el)

2n 2n
1 .
h (U) = Z Ci,n (u) q; = Z Wn, (U - Z>\n) q;-
=0 =0

2n + 1 4

A 2.2, lemmét felhasznalva (az m = 2n+ 1, ¢ = (k—1) A\, @ = qx—1, k =
1,2,...,m, a = {ax},-, helyettesitéssel) azt kapjuk, hogy

v (h) < z (h) =

2n
1
= <c n _>\n i

1 m
— e 2n-+],2£2“”b0¢_‘¢k)ak> -

ami allitasunkat igazolja. [
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2.2. Kovetkezmény (Konvexitds-megérzés). Ha a (2.15) ciklikus sikgdrbe kont-
rollpoligonja konvex, akkor maga a gorbe is konvez.

2.6. Megjegyzés (Descartes-rendszer). A C,, fiigguényrendszer Descartes-féle rend-
szer, mivel Z?Zo Cin(u) =1, Vu € [p,p+27], p € R és rendelkezik a ciklikus
hullamzdscsokkentd tulajdonsdggal (ldsd Carnicer [9] 5.9. tételét). Hangsilyozzuk
azonban, hogy a C, rendszer nem teljesen pozitiv rendszer.

2.6. Interpolacio

A ciklikus gorbékkel is lehet zart interpolalé gorbéket eldallitani. Ez a kovetkezo
feladatot jelenti:

e adottak a p; € R (j =0,1,...,n),(d > 2) pontok és a hozzdjuk rendelt
€ [0, 2] paraméterértékek;

e keressiik azokat a d; kontrollpontokat, melyek az a, (u;) = p; feltételeket
kielégit6 (2.15) gorbét hatdrozzak meg.

Mivel a C},, fliggvények linedrisan fiiggetlenek, a fenti feladat minden olyan eset-
ben egyértelmiien megoldhaté — az (1.2) egyenletrendszerben az F; = C},, helyet-
tesitéssel —, amikor az u; értékek paronként kiilonbozéek. Az interpoldlé gorbe uni-
form paraméterezése esetén azonban nem kell egyenletrendszert megoldani, ugyanis
az interpolald ciklikus gorbe d; kontrollpontjaira zért formuldt tudunk adni. Ehhez
elobb belatunk egy tételt a ciklikus gorbék kontrollpontjaira vonatkozdan.

2.10. Tétel (Kontrollpontok mértani helye). A (2.15) ciklikus gérbe d; kontroll-
pontjai a

n—1 2n
g, (u) = 2n+1<2d —|—2ZZCOS n—k u+i)\n))di>, u € [0,2n]

=0 =0

gorbén eqyenkozi paraméterezéssel helyezkednek el, azaz
d;=g,(M\), 1=0,1,...,2n.

Bizonyitas. A g, gorbébe a jA, (j =0, 1,...,2n) paraméterértékeket helyettesitve,
az alabbi atalakitdasokat hajthatjuk végre:

2n 2n n—1

1 .
TP Il A +1ZZCOS n= kR (=) M)di=
i=0 =0 k=0
2n
1 1
d; + d;
1Y Tt Z *
1=0,i7#£7
m 2n  n—1
T o1 2n+1l%]kz%m n= B U =) )
1 2n 2n  n—1
ity D gy 2 Yeosln—R) (1) A di =
1=0,i#£7 1=0,i#7 k=0
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2n 2n n—1
1 2
Vg, 2 gy 2 el =iD A
n n gin (RGO (n+1)(j—1)m
D, + . i dA+L S Sln( 2ntl >COS< ntl >d:
J 2n 1 ryy 4 2n + 1 o Sin (;;i)lﬂ. 7
2n 2n (j—i)m . .
2. 1 1 sin ¥—4 4+ sin (7 (2 —
(Zzl)dj - Z d@'-i- Z on+1 (l.g ( j))di _
2n+1 ¥ 2n+1 Nyt sin ;n—ilﬂ-
S i d— 2 i d; —
o 2n+1i—0i;£j Z 2n+1i—0i;ﬁj L
—d;. O

A fenti tétel arra is felhaszndlhatd, hogy adott pontokra egyenkozii pa-
raméterezésii trigonometrikus zdrt gorbét illessziink.  Ugyanis, adott p; €

R? (j=0,1,...,n) pontok és a hozz4juk rendelt u; = j\, paraméterértékek esetén
a
1 2n 2n n—1
n = i - - )\n 2
g (u) 2n+1;p+ > (n—k) (u—iX,))p

€ [0, 27|
gorbe pontosan ilyen tulajdonsidgi. Erre a trigonometrikus gorbére alkalmazhatjuk

a 2.4. tételt, aminek segitségével a fenti interpolalé trigonometrikus gorbe ciklikus
lefrasanak kontrollpontjait tartalmazo

) 1 n—1 n 2n
g (1) = znﬂzpz QHHZ 2 Zcos (0= k) (u = i0)) p

gorbét kapjuk. Ezen a gorbén az egyenkoziien felvett

dj:gn(j/\n>7 j=0,1,...,2n

pontok lesznek az interpolalé ciklikus gorbe kontrollpontjai.

2.7. Nevezetes zart gorbék leirasa a ciklikus
bazisban

A 2.4. tétel egzakt formulat ad zart trigonometrikus gorbék egy széles osztalyanak
kontrollpont-alapu ciklikus reprezentaciéjara. Ehhez a csalddhoz tartoznak pl. az
ellipszisek, korok, a zart epi- és hipocikloisok, Lissajous-gorbék, toruszcsomok és
rozettak. Ebben a szakaszban példaként az ellipszisek, korok, valamint az epi- és
hipocikloisok leirasat adjuk meg.

2.7.1. Ellipszisek és korok

n = 1 esetén a ciklikus gorbe ellipszis lesz. Ez azt jelenti, hogy a teljes ellip-
szist meg tudjuk adni harom kontrollpont segitségével tgy, hogy a kapott gorbe
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barmely pontjaban tetszélegesen sokszor folytonosan differencialhato. Ellipszisek-
nek — a manapsag legelterjedtebb — NURBS leirdasahoz minimum hat kontrollpontra
van sziikség (hdrom {vbél kell Gsszerakni), és a kapcsoléddsi pontokban csak C2-
osztalyt lesz.

2.5. abra. Az ellipszis kozéppontja a kontrollhdromszog sulypontja

2.11. Tétel (Steiner-ellipszis). A ciklikus gorbe n = 1 esetén a kontrollhdromszdgbe
irt Steiner-féle ellipszis, vagyis az az ellipszis, mely a kontrollhdromszéget annak
felezési pontjaiban érinti, és a kozéppontja megegyezik a hdromszog sulypontjdval

(lasd a 2.5. dbradt).
Bizonyitas. Az u; = 7 (14 2j/3) értékeket behelyettesitve a bazis fiiggvényekbe a

|0, hai=y
Cialuy) = { 1 egyébként

2
egyenloségeket kapjuk. Ezért az ellipszis tartalmazza az oldalak kozéppontjait, és
ezekben a pontokban az oldalaknak érinteni kell az ellipszist a ciklikus gorbe konvex
burok tulajdonsaga miatt.

Tekintstink egy olyan affin transzforméaciot, amely az ellipszist korbe viszi at! Az
ilyen affin transzformacio a kontrollharomszoget olyan szabalyos haromszogbe viszi
at, amely érinti a kort. A szabdlyos haromszogbe irhat6 kor kozéppontja egybeesik
a haromszog silypontjaval. A silypont és a kupszelet kozéppontja is affin invarians,
igy allitdasunk masodik része is igazolt. [J

A 2.10. tétel segitségével konnyen igazolhatd a kovetkezo allitas.

2.12. Tétel (Ellipszis leirasa). Adott ellipszist leiré elsérendi ciklikus gorbék kont-
rollpontjai az adott ellipszissel koncentrikus, belole kétszeres nagyitdssal eloallithato
ellipszisre illeszkednek, vagyis a kontrollhdromszogek kézos Steiner-féle korilirhato
ellipszisére (ldasd a 2.6. dbrdt).

A rendszamnovelésbol kovetkezden a kor természetesen magasabb rendszamu
ciklikus gorbével is leirhatd. A 2.4. tétel alkalmazasaval konnyen igazolhaté a kovet-
kezd allitas.

2.13. Tétel (Kor leirdsa). Azn-edrendi ciklikus gorbe akkor és csak akkor irler > 0
sugariy kort, ha kontrollpontjai olyan 2n + 1 oldali szabdlyos sokszog csucspontjat,
mely korulirhato korének sugara
n+1
n

R =

.
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2.6. abra. Adott ellipszist leiré elsorendii ciklikus gorbék kontrollpontjainak mértani
helye a kontrollhdromszog koré irhaté Steiner-féle ellipszis

2.3. Kovetkezmény. Az n-edrendi ciklikus gorbe akkor és csak akkor ir le ellipszist,
ha a kontrollpontjai valamely 2n + 1 oldali szabdlyos sokszog csiucspontjainak affin
transzformdltjaiként elddllithatok.

2.7.2. Zart epi- és hipocikloisok

Ha az r sugaru kor az R sugart koron kiviil cstszasmentesen gordiil, akkor a gérdiilo
korhoz rogzitett, annak kozéppontjatdl s tavolsagra 1évo pont az

{ Z1 (u) = R((14 m)cos (mu) — ay cos ((1 +m) u))

Ty (u) = R ((1 +m)sin (mu) — ay sin ((1 +m)u)) (2.33)

epicikloist irja le, ahol m = r/R és a1 = s/R. Az u paraméter a rogzitett pontot a
gordilé kor kozéppontjaval 0sszekoto egyenesnek és a két kor pillanatnyi érintkezési
pontjat a gorduld kor kozéppontjaval 6sszekotd egyenesnek a szoge. A gorbét leird
pont véges szamu koriilfordulds utan akkor keriil vissza a kiindulasi helyére, azaz a
gorbe akkor lesz zart, ha m racionalis szam. A tovabbiakban elhagyjuk az R globalis
skélazasi tényezot, és feltételezziik, hogy m =e/f, (0 < e, f € N). A zart epiciklois

T1 (u) = “L cos <9u> — aj cos ( etf >
N ! ! ! ue0,2fn],0<a; €R
T (u) = <L sin <?u> — aj sin ( et/ )

f f

alakban irhaté fel (a gordiilé kornek f-szer kell koriilfordulnia a zérédashoz), ami a
[0,2f7] — [0, 27] paramétertranszformécié utan

{ 71 (u) = eJ]Zf cos (eu) — aj cos ((e + f)u)

T (u) = ej;f sin (eu) — ay sin ((e + f)u) ~’

e [0, 2] (2.34)

alakra hozhaté.
A 24 tételt ad = 2; P = @y = {e,e+f}, Q1 = Pob = &;n > e+ f;

e+f

, e+tfry ntk o n+k
=0 = IIn+1 %W_QH_'a41n+1—k
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beallitasokkal alkalmazva, az

[Ty it (55 cos (ew) — ar (T, %) cos (e + ) w)

X (U) - n+k <e+f sin ( ) a e+f n+k sin ((6 f) U)
k:1 ik \ f 1 Hk:e+1 nt+l—k
e [0, 27]

)

gorbét kapjuk, ami szintén epiciklois. Ezen a gorbén a
di = |: il (Z)\n) {L‘2<Z/\n) ]T, i:O,l,--.,Qn

modon felvett kontrollpontokkal meghatarozott (2.15) ciklikus gorbe megegyezik
a (2.34) epicikloissal.

e = f =1 esetén a Pascal-féle csigdat kapjuk, aminek az a; = 1 specialis esete a
kardioid. Az a; = 0 specidlis esetben barmely e, f érték esetén kort kapunk.

A hipociklois abban kiilonbozik az epicikloistol, hogy az r sugaru kor az R >
r sugari koron beliil gordil. Az epicikloisndl bevezetett jeloléseket hasznalva, a
hipociklois paraméteres alakja

71 (u) = R((1 4+ m)cos (mu) + a; cos ((1 + m) u))
{%ﬂw:Rm+mﬁmWM—m$Mﬂ+MM)’ (2.35)
amibdl a [0, 2f7] — [0, 27| paramétertranszformacié utan az
71 (u) = £=€ cos (euw) + ay cos —e)u
{ To Eui = fj:e sin (<eu)) jal sin ((((J{— e))u)) , u € [0, 2n] (2.36)

alakot kapjuk, ahol m =e/f, (0 <e < f €N).

Az epicikloisnal végrehajtott 1épéseket kovetve meghatarozhatjuk a hipocikloist
leiré ciklikus gorbe kontrollpontjait is. Ehhez a d =2; P, = Qs ={e, f — e}, Q1 =
Py=@;n>f—e 1y =0Vpec P 2 =0,Yq € Qy;

f—e
1 n+k R n+k
e f Hn—l—l Ve = P = alHn—i—l—k

k=1

bedllitasokat kell alkalmazni. (A kontrollpontok ugyancsak hipocikloison helyezked-
nek el.)

e=1,f=4,a; = 1/4 esetén az asztroist kapjuk. Ennek e = 1, f = 2 speciélis
esete egyenes szakasz, ha a; = 1/2, és ellipszis barmely més a; # 0 értékre. a; =0
esetén kort kapunk barmely e, f értékre.

2.1. Példa. A 2.7. dbrdn az

{ 71 (u) = 4 cosu + cosdu welo 2] (2.37)

To (u) = 4sinu — sin4u

hipocikloist kulonbozo rendd ciklikus gorbével modelleztik. Megfigyelhets, hogy a
kontrollpontok (a kontrollpontok mértani helyét alkoto hipocikloisok) a modellezett
hipocikloishoz konvergdlnak az n > 4 rend novelésekor.
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(@) (b)

2.7. dbra. A (2.37) hipociklois egzakt lefrdsa ciklikus gorbékkel. A kék szinti gorbék
a kontrollpontok mértani helyét jelolik, a piros pedig a (2.37) hipocikloist. Az (a)
és (b) abrakon a ciklikus gorbe rendje 16, illetve 32.

2.8. Racionalis trigonometrikus gorbék

A ciklikus bézisfiiggvényekbdl is eléallithatunk (1.8) tipusi hanyadosfiiggvény-
bazist, melyben szamos ismert zart racionalis trigonometrikus gorbét tudunk mo-
dellezni. Az eljaras a hanyadosfiiggvényekkel leirt gorbék centralis vetitéssel valo
szarmaztatasan alapul. A gorbe hagyomanyos paraméteres formdjabol indulunk ki,
és a kovetkezo 1épéseket tessziik meg:

e a koordinatafiiggvényeket tgy alakitjuk at, hogy a 2.4. tétel alkalmazhatd
legyen;

e az Oskép terében kiszamitjuk a ciklikus reprezentacié kontrollpontjait;

e a kontrollpontokat a w = 1 hipersikra vetitjik, amivel megkapjuk a raciondlis
reprezentacié kontrollpontjait és sulyait.

A fenti eljaras azonban nem garantalja a sulyok pozitivitasat, mivel az Oskép
terében valamely kontrollpont utolsé koordinatdja negativ is lehet. A modellezend6
gorbénk azonban egyetlen zart gorbe, ezért az Osképe nem metszheti az eltlinési
stkot (w = 0), azaz a goérbepontok w koordindtdjanak ugyanaz az eléjele (ez nem
feltétleniil teljesiil a kontrollpontokra, ldsd a 2.8. dbrét). A rend névelésékor a
kontrollpoligon a gorbéhez konvergél (1dsd a 2.8. tételt), ezért mindig létezik olyan
minimédlis rendszam, melyre (és a nala nagyobbakra) mar minden suly pozitiv lesz
(lasd a 2.9. dbrat).

A kovetkezokben két ismert gorbe lefrasat mutatjuk meg.

42



dc_1069 15

2.8. abra. A Bernoulli-féle lemniszkatanak (kék) és 6sképének (piros) masodrendii ra-
ciondlis ciklikus reprezentécidja; a kitoltott korrel jelolt kontrollpont w koordinataja
negativ

2.8.1. Bernoulli-féle lemniszkata

A Bernoulli-féle lemniszkata ismert paraméteres alakja

cos (u) sin (u) cos (u)
=~ =—————= u€el0,2n].
z(w) 1 + sin? (u) y () 1+ sin? (u) u € [0,27]
Ehhez az 0skép terében az
~ ~ in (2u) 3— 2
1 (1) = cosu, By ) = T2, 5 () = 2020
gorbe tartozik. n > 2 esetén az ezt leiré ciklikus gorbe kontrollpontjait az
1
x1 (u) = nt cos (u) ,
n
2+ 3n+2
T (u) = % sin (2u) ,
3 n*+3n+2
= - 2
x3 (u) 2" =1 cos (2u) ,

gorbén kell felvenni

A2 = (o2 (IA) 2 (0a) 23 (100))"]

i=0
modon. Ezeket a kontrollpontokat a w = 1 hipersikra vetitve megkapjuk a racionalis
alak d; kontrollpontjait és w; sulyait:
21 (iAn)
3(1An)
di: ,wi::cg(i)\n),izo,l,...ﬂn.
22(iAn)
3(iAn)
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2.9. abra. A Bernoulli-féle lemniszkatanak olyan minimalis, negyedrendii racionalis
ciklikus reprezentacioja, mely esetén a gorbe méar a kontrollpontok konvex burkaban
van

Ezt az eljarast illusztralja a 2.8. abra.

2.8.2. Zsukovszkij-féle szarnyprofil

Az aerodinamikdban hasznalt z + 1/z, z € C konformis leképezést Zsukovszkij-
transzformécionak nevezik, a segitségével eloallitott szarnyprofilt pedig Zsukovszkij-
féle szarnyprofilnak. A Zsukovszkij-féle szarnyprofil olyan

(& = 20)" + (y — o) =

kor transzforméltja, amely athalad az (1,0) ponton és koriildleli a (—1,0) koor-
dinataja pontot. A transzforméacié eredménye az

rcos (u) + o
2 + 21 (zg cos (u) + yosin (u)) + 22 + y2

rsin (u) + Yo
r2 + 2r (zg cos (u) + yosin (u)) + 22 + 2

rcos (u) + xo +

+i (rsin(u) + yo —

gorbe a komplex sikon, aminek koordindta-fiiggvényei

8

— 1
) - (7’ (u) + 330) (1 + 2427 (z0 cos(u)+yo sin(u))-&-:cg-l-y%) ’
1
Yy ) (T (U + yO) L= r242r(zo cos(u)+yo sin(u))+x2+y2

L<y/r2—yd zo=1F /12— 9} uel0,2n].

Az 6skép terében a ciklikus gorbe kontrollpontjait az

u

(u
(

+1

n
x1 (u) = x0<2r2+$3+y§+1)+r(r2+3x3+y3+1) cos (u) +
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n+1 n?+3n+ 2
2 i 1y sin (2
+ 2rzoyo " sin (u) + r-yo ni=1) sin (2u) ,
1 243 2
Ty (u) =yo (2r° + a5 +yg — 1) + 2rx0y0n 2 oos (u) — TQyOM cos (2u) +
n n(n—1)
1 213 2
+r (r’ +ag +3y; — 1) nT sin (u) + TQ:UOM sin (2u) ,
n(n—1)
1 1
T3 (u):(r2+x3+y§)+2rxon+ Cos (u)—|—2ry0n+ sin (u) .

gorbén kell felvenni. A 2.10. abran példat mutatunk 6t kontrollponttal leirt
Zsukovszkij-féle szarnyprofilra.

2.10. abra. Zsukovszkij-féle szarnyprofil (n =2, r = 1.1, yo = 0.1)
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3. fejezet

B-szplajn-gorbék alakjanak
modositasa

A szamitogéppel segitett geometriai tervezésben kiemelt szerepet jatszanak az 1.10.
definiciéval adott B-szpldjn-gorbék, vagyis azok a gorbék melyeknél az (1.1) for-
muldban az F; (u) fiiggvények a normalizalt B-szpldjn alapfiiggvények. A B-szpldjn-
gorbék racionalis valtozata, és a beldlitk szarmaztatott felilletek napjaink CAD rend-
szereiben a geometriai modellezés de facto szabvanyaiva véltak.

3.1. Definicié (NURBS gorbe). Az R%, (d > 2) térben az

u w; NF (u)

s(u) = diesi—"

; ZJ':O ijf

kifejezéssel adott gorbét (k — 1)-edfoki (k-adrendi), (1 <k <n+ 1) raciondlis B-

szpldjn-, vagy NURBS gorbének nevezziik, ahol NF (u) az i-edik (k — 1)-edfoki nor-

malizdlt B-szplagn alapfugguényt jeloli, mely értelmezéséhez a monoton novekvd

{ur}:;r[’f csomdértékek szikségesek. A d; € RY pontokat kontroll- vagy de Boor-

pontoknak, a wo,ws, ..., w, (w; > 0, Z?:o w; # 0) skaldrokat pedig silyoknak ne-
vezzuk.

W) U € [Up_1, Upt1] (3.1)

A B-szplajn-gorbék és feliiletek, valamint raciondlis valtozatuk atfogo targyaldsat
megtalalhatjuk pl. a [31], [19] és [58] konyvekben.

A 3.1. definiciobdl lathatd, hogy a raciondlis B-szplajn-gorbéket kontrollpont-
jai, sulyai, csoméértékei és fokszama hatarozzak meg. Ha ezek koziil barmelyiket
megvaltoztatjuk, megvaltozik a gorbe alakja is. Geometriai modellezés soran
adott, tobbnyire geometriai feltételeket kielégité alakvéltozasok végrehajtédsara van
szitkség. Ilyen példaul, hogy tigy véltoztassuk meg a gorbe valamelyik (esetleg tobb)
meghatarozé adatat, hogy a modositott gorbe adott ponton menjen at, vagy adott
egyenest érintsen. Az ilyen feltételeket geometriai kényszereknek is szoktak nevezni,
az ezeket kielégit6 alakvéltozast pedig kényszeres (vagy el6irt) alakvaltoztatasnak.

A racionélis B-szplajn-gorbe pontjai altal, a gorbét meghatarozé kontrollpontok,
sulyok vagy csoméértékek folytonos valtoztatasa soran leirt gorbéket a tovabbiakban
pdlyagorbéknek nevezziik.

Az alakvaltoztatas leghatékonyabb eszkoze a kontrollpont eltolasa, ezzel érhetd
el a legdrasztikusabb véltozas. Ezeket az [56] cikk kimeritéen targyalja. A suly
és a csomobérték segitségével kisebb mértéki, finomabb modositasok érhetok el, az-
zal az elonnyel, hogy a valtoztatott gorbe mindig az eredeti kontrollpontok altal
meghatarozott konvex burokban marad.

47



dc_1069 15

Mi a tovabbiakban a fokszam, a sily és a csomoérték valtoztatasa soran fellépd
alakvéltozas néhény kérdését vizsgaljuk. A 3.1. szakaszban periodikus B-szpldjn-
gorbék fokszamanak véltoztatasaval, a 3.2. szakaszban raciondlis B-szplajn-gérbék
sulyanak véltoztatasaval elérheté alakmoddositassal, a 3.3. szakaszban pedig a B-
szplajn-gorbék csomoértékeinek modositasaval foglalkozunk.

3.1. Fokszam valtoztatasa

Az 1.10. definicié szerinti gorbe k& > 2 esetén altalaban egyetlen kontrollponton
sem megy at. Az alkalmazdsok soran az a kivanatos, hogy a gorbe menjen at az
els6 és az utolsdé kontrollponton. Ez gy érhetd el, hogy az elsé és utolsd figye-
lembe veendd csomoéérték multiplicitdsa megegyezik a gorbe rendjével. Az ilyen
csomébvektorokat rogzitettnek (clamped) is nevezik, megkiilonboztetésiil a szabad
(unclamped) csomévektoroktdl, amelynél az elsé és utolsé csoméérték multiplicitasa
is kisebb, mint a gorbe rendje. Az utébbi esetben a gorbe dltaldban egyetlen kont-
rollponton sem megy at, kivételt csak az az eset képez, amikor a kontrollpontok
kollineérisak.

A rogzitett csomoévektorral adott B-szplajn-gorbékkel nyilt gorbéket model-
leztink. A szabad csomovektoron értelmezett B-szplajn-gorbékkel zart gorbéket mo-
dellezhetiink, ha a csoméértékeket és a kontrollpontokat a fokszamnak megfeleléen
periodikusan tjra figyelembe vessziik.

3.2. Definicié (Periodikus B-szplajn-gorbe). A do,dy,...,d, (n > 1) kontrollpon-

tokkal adott
n+k—1

p (’U,) = Z dlmod(n+1)le <U> , U € [Uk,b unJrk) ,
=0

gorbét (k — 1)-edfoki (k-adrendii) periodikus (vagy zdrt) B-szpldjn-gorbének ne-
vezziik. A hozzd sziikséges csomoértékeket az

J—1

Uj = Ug + Z /\imod(n—f—l); (] > 0) (32)
=0

dsszefiiggéssel adjuk meg, aholug € R, 0 < X\; € R (i =0,1,...,n).

Ez tehat azt jelenti, hogy k értékének megfeleléen a kontrollpontokat és a \;
értékeket (a szomszédos csomébértékek kozotti tavolsagot) periodikusan ismételjiik.
fgy a kontrollpontokra a d,; 1 = do,dpyo = di,...,dusx1 = dp_o feltételek
teljestilnek. A csoméértékek kozotti tavolsag is periodikusan ismétlodik, ezért
mindossze n + 1 darab kiilonboz6é B-szplajn alapfiiggvény van, melyekbol eltolassal
kaphatjuk meg a tobbit

NF(u) = N} (u— joD)

alakban, ahol j = jo (n+ 1) +j1 és D= " A

Természetesen minden sokkal egyszeriibbé valik, ha \; = konstans, azaz ha uni-
form paraméterezést valasztunk.

A B-szpldjn-gorbe rendjének novelésével nem valtoztathaté a gorbe alakja foly-
tonosan, ezért a rend nem alkalmas eloirt alakmodositasokra. A periodikus B-
szplajn-gorbék esetén azonban a rend novelésének figyelemre mélté hatasa van a
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gorbe alakjara. A 3.2. definiciébdl lathato, hogy zart B-szpldjn-gorbék esetén a k
rendre nincs felsé korlat. Megfigyelheto, hogy a rend novelésekor kapott zart B-
szplajn-gorbék egyre kevésbé kovetik a kontrollpoligon alakjat. Bebizonyitjuk, hogy
a rend novelésekor kapott zart B-szpldjn-gorbék sorozata a kontrollpontok szamtani
kézepéhez (a kontrollpoligon stlypontjdhoz) tart, ha k — oo (lasd [39]).

Az n+1darabdg,dy,...,d, kontrollpont altal meghatdrozott B-szplajn-gérbéket
tanulmédnyozzuk. TetszOleges j egész szadm esetén bevezetjik a jo = [j/(n+1)]
(|.] az alsé egész rész) és j; = jmod (n+ 1) jeldléseket, azaz j = jo (n+ 1) + ji.
Ezeket felhasznélva, a (3.2) csoméérték

J1

1=0

alakba irhaté.
A B-szpldjn alapfiiggvények kovetkezo tulajdonsdgait fogjuk hasznalni:

1. NF(u) =0, hau¢ (u,uig), k> 1;
Uitk
9. /NAT@Odu::EEE:iﬁ;
k
3. A (3.2) csoméértékeken értelmezett normalizdlt B-szplajn alapfiiggvények
egymés eltoltjai, azaz NF (u) = N} (u — joD);
4. lim NJ (u) =0, Yu, j.
k—oo
3.1. Tétel. A 3.2. definicio szerinti zdrt B-szpldjn-gorbe rendjének novelésével ka-
pott gorbék sorozata a kontrollpontok szamtani kozepéhez tart, azaz

n+1
. k .
kll_{{.lo dl mod(n+l)Nl (u) -
l=2—k

1

— Zdl’ Yu € [ug, Uny2) -
n+1 =

Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy a gorbe tetszoleges pontja a kontrollpoligon
siulypontjahoz tart, mikozben a rend a végtelenhez tart. A 3.2. definiciéval adott
gorbe j-edik ive

J
b; (u) = Z dlmod(nJrl)le (u),uw € ujuj), j=1,...,n+1, k>1
l=j—k+1

alakban frhato fel. A negativ indexek kikiiszobolése érdekében a j — j + k — 2
indextranszformaciét hajtjuk végre, aminek eredménye

J+k—2

b2 (u) = l > 4 mod(n+1)Nzk (u) =
=j—1
k-l (3.4)
= ;} d(j—1+i) mod(n+1)Nf_1+i (U) )
u e [uj+k—27 uj+k—1> ) j - ]-7 N L.
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A (3.4) kifejezésben a d;, (I =0, ...,n) kontrollpontok egyiitthatéinak Gsszege

k0+1

u) = Z Nl]j-i(n-i-l) (u), (3.5)

mivel az 1. tulajdonsdg miatt NF (u) = 0, ha i < j, vagy i > j + k — 2. Vagyis
az s, (u) 6sszeget kapjuk, ha az NJ (u) alapfiiggvénytél kezdve minden (n + 1)-edik
normalizalt B-szpldjn alapfiiggvényt dsszeadunk. (3.5) segitségével a (3.4) kifejezés

bjk—a( E 51 (1) d(145-1) mod(n+1)

alakban frhaté fel. A 3. tulajdonsdg miatt a (3.5) dsszegben a fliggvények az [u;, w4 ]
intervallumon eltolhaték, vagyis

ko+1

=Y Nf(u—iD), VL.

Ezért s; (u) D az N (u) fiiggvény integraljat kozelitd osszeg. A 2. tulajdonsig
és a (3.4) egyenl6ség miatt ez az integral

Ul+k
Nk (u) du . kOD + Zil—il_lkil )\fLmOd(n+1) B
l Y
uy
= D Zil—il_lk}rl )‘2 mod(n+1)
= +
ky 2
(n+1)+ —
ko
Vk > n + 1 esetén. Ezek alapjan a
11+k1
D )‘z mod(n
o SR ) ) g (3.6)
(n+1)+ iy
ko

egyenloséget kapjuk, ahol a A, maradékra
|Ak| < 3D max (Nf (u))

teljestil, igy klim A = 0 a 4. tulajdonsdg miatt. A (3.6) egyenlség mindkét ol-
— 00

daldanak k — oo hatéarértékét véve

1
lim s; (u) =
k—o0 ! ( ) n + 1’
amivel allitasunkat igazoltuk. [
Felhasznalva, hogy a racionalis B-szpldajn-gorbék centralis vetitéssel szarmaztat-
haték nemracionalis B-szplajn-gorbékbol, a 3.1. tétel konnyen altalanosithato raci-
onalis gorbékre.
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3.1. dbra. Térbeli zart racionalis B-szpldjn-gorbék a fokszam novelésekor a kontroll-
pontok sulyozott szamtani kozepéhez tartanak. A piros korlappal jelolt kontroll-
pont sulya 4, a toébbié 1. A megkiilonboztethetoség érdekében csak a k = 2 + 3i,
(1=0,1,...,33) rendekhez tartozé gérbéket rajzoltuk meg.

3.2. Tétel. A do,dy,...,d, kontrollpontokkal és wy,wy, ..., w, (w; >0 > jw; #
0) sulyokkal adott

n+k—1
N, lk (u)

Z U)mdm Zn—l—k—l

k
1=0 iz Wimod(n+1) IV} (u)

,m=1Imod(n+1)

zart B-szpldajn-gorbékbol a k rend novelésével kapott gorbék sorozata a kontrollpontok
sulyozott szamtani kozepéhez tart.

A 3.1. dbra a 3.2. tételt szemlélteti.

3.2. Suly mdédositasa

A raciondlis B-szplajn-gorbe sulyanak véltoztatasakor fellépé alakmédosulas alap-
vetd tulajdonsagait az 1. fejezet 1.4., 1.5. és 1.6. tételeinek specialis eseteként meg-
kapjuk.

Az [56] cikkben egy és két kontrollpont sulydnak valtoztatdsaval elérhetd eléirt
alakmdédositasokra taldlunk médszereket. A [2] és [67] publikdciok a kontrollpontok
és sulyok egyidejli valtoztatasaval megvaldsithato alakmddositasokat targyaljak.
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Ezen alakmodosito eljarasok kozos jellemzdéje, hogy a raciondlis gorbe terében
vizsgaljak a problémat. Mi kivissziik a problémat az 6skép terébe, ott oldjuk meg,
majd az eredményt visszavetitjiik [33]. Az eljarast sikgdrbék esetére részletezziik,
mivel ebben az esetben mind az eredeti, mind az 6skép terében kénnyen tudunk
tajékozddni. Az alakmédositas célja az, hogy a (3.1) s (u) racionélis B-szplajn-gorbe
alakjat igy modositsuk tobb stly egyidejii valtoztatasaval, hogy a gorbe kivalasztott
s (u) pontja egy adott p pontba keriiljon. A p pont természetesen csak az s (u)
pontot tartalmazo ivet meghatarozé kontrollpontok konvex burkaban lehet. Ennek
az eljarasnak az az elénye az eddigiekkel szemben, hogy a hérom (ill. térgorbék
esetén négy) sily egyideji valtoztatdsa egy 1j szabad paramétert eredményez, ami
tovabbi feltételek kielégitését, ezaltal valtozatosabb alakmoddositast tesz lehetévé.

A w; silya d; (i =0,1,...,n) kontrollponthoz a [ wid;  w; }T kontrollpontot
rendeljiitk az 6skép terében. A nulla siulyd kontrollpontnak nincs 6sképe, ilyen
esetben a (3.1) Osszeg megfelels tagja nulla lesz. Az s(u) pont s* (u) Gsképe
egyértelmiien meghatarozhaté, a p ponté azonban nem, mivel p* a p pontot az
origéval Gsszekots egyenesen barhol lehet. A t = p —s(u), t¥ = [ s, (@)t 0 ]T
jeloléseket bevezetve

p’ =p(s* (u) +t*), (3.7)

ahol s, (u) az s* (u) pont w koordinatajat jeloli, tovabbd 0 # p € R szabad pa-
raméter (lasd a 3.2. abrét).

3.2. dbra. A p" 6skép meghatarozasa

Az s¥ (u) — p" alakmdédositds az Gskép terében hérom kontrollpontnak a
helyvektora menti eltoldsaval is megvalésithaté. Ehhez s* (u) terében ki kell
valasztanunk harom olyan kontrollpontot, melyek dltal meghatarozott sik nem il-
leszkedik az origéra, vagyis amelyek helyvektorai linedrisan fiiggetlenek. Ugyelni
kell arra is, hogy ezen kontrollpontok hatassal legyenek a gorbe alakjara az u pa-
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raméterértéknél. A tovabbiakban a kivédlasztott kontrollpontok ésképére az

_ wpd, o w,d, o — w,d,
Wy T Wy o Wy

jelolést hasznaljuk, és feltételezziik, hogy a p,q,r indexekre az u € [up, uptr) N
[tg, Ugtr) N [y, urtr) teljesiil. Ezen kontrollpontok segitségével az alakmdédositas

SRS

pY =" () + Apel N) (@) + Agel N} (@) + A.el N (1) (3.8)

alakban irhato fel a még ismeretlen A, A;, A egyttthatok segitségével. Az e, ey, e’
vektorok egy origd kezdoponti affin koordinata-rendszert alkotnak az 6skép terében,
melyben
tY = ppey + pqeq + prey,
sV (u) = apey + agey + ae;.

Ezt felhaszndlva, a (3.7) és (3.8) és kifejezésekbdl a

(3.9)

pY=p ((ap + :up) e;u + (aq + Hq) eZ} + (e + pur) eiu) )
P" = (ap+ANE (W) €% + (ag+ANE (@) €2 + (ap+A N () el

egyenléségeket kapjuk, melyekbdl kifejezhetjik az ismeretlen \;, (i =p,q,7)
mennyiségeket
pai+ i) — i
N (u)
formaban, mivel az e, e}, e’ vektorok linedrisan fiiggetlenek. Ehhez az NF(u) >0
(1 = p, q,r) feltételeknek kell teljesiilni, aminek sziikséges feltétele a mar korabban
tett U € [up, Upsr) N [Ug, Ugrr) N [Ur, urir) megszoritds. Ez a feltétel azonban nem
elégséges, mivel egynél nagyobb multiplicitdasi csoméértékek esetén elofordulhat,
hogy a fenti fiiggvények eltiinnek.
Mivel csak nemnegativ silyokat engediink meg, a \; > —1 (i = p, ¢, ) feltételnek
is teljesiilnie kell, azaz

)\i: ai:pa(Zar

p (o 4 pi) — ay .
>\i: ~ >_]-7 =047,
M@ o T

amibdl a p paraméterre a

i — NI (@
S QT NE@) s 0
Oéi‘i‘ébi
i — N7 (u ) = 1
Py <@ ZWX1MCM+M<O,Z P g, (3.10)
Qi + [
tetszoleges, ha a;+p; =0

feltételeket kapjuk. A p szabad paraméternek tehét a fenti harom intervallum met-
szetében kell lennie, mely nem iires, ugyanis p mindig megvalaszthato ugy, hogy a
t" vektor két e, i € {p,q,r} vektor linedris kombindciéjaként eldédllithato legyen
(ezt hamarosan megmutatjuk).

Tehét azt kaptuk, hogy sikgorbe esetén az s(u) — p alakmédositast harom
kontrollpont stulyanak megvaltoztatasaval is megvalosithatjuk. Ennek elonye, hogy
a megoldas egyparaméteres gorbesereg, ami lehetoséget ad egy tovabbi feltétel
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kielégitésére is. Két példat mutatunk sikgorbék esetén a p szabad paraméter
megvalasztasara.

1) A p érték specialis valasztdsaval mindig elérheté az, hogy az alakmddositast csak
két kontrollpont silyanak valtoztatasaval hozzuk létre. Ennek érdekében olyan p-
ra van sziikségiink, amely mellett a t vektor Osképe kifejezheté két kontrollpont
helyvektordanak linedris kombindcijaként. A transzforméalt gorbét s (u)-val jelolve,
(3.7) és (3.9) alapjén

“

(@) —s" (@) = p(s” (@) +¢*) —=s" (@) = Y (p(a;+ ) — ;) e}

1=p,q,"

Ahhoz, hogy az egyik e; egylitthatdja nulla legyen p = «;/ (1 + i), i + ; # 0
szitkséges valamely i € {p,q,r} indexre. Mindig van olyan i, hogy u; + a; # 0,
egyébként t¥ = —sv (u) teljesiilne, ami lehetetlen, mivel ¢, = 0.

3.3. dbra. A ds, dg és d; kontrollpontok sulyaival elért olyan alakmddositas, amikor
a kijelolt s (u) pont 4j p helye mellett az érint6 q irdnya is el6irt (q & pmin €S Pmax
kozott lehet)

2) A p paramétert arra is hasznalhatjuk, hogy az s (u) — p alakmddositasndl a
p pontban az érinté irdnyét is el6irjuk. Jeldljik g-val az S(u) pontban a goérbe
érintjének a kivant irdnyat! Az S(u) gorbe u-beli érintdje q irdnyu lesz, ha az
5% (u) gorbe u-beli érintdje az S (u) és q altal meghatarozott vetitdsikban van, azaz

néwmyqxwdn:{§?>}x{8}

Ez alapjan
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amibol ]
e NE@
3 (i + ps) NJ ()
e NE@)

e’n—s"(u) n

p= (3.11)

w.
€, ‘n

A qirany természetesen nem lehet teljesen tetszéleges, hiszen a kivant alakmddositas
csak akkor valésithaté meg, ha a (3.11) kifejezéssel kapott p érték a (3.10)
osszefiiggések altal meghatarozott intervallumok metszetében van. A 3.3. abran
arra az esetre lathatunk példat, amikor q = §(u). Az dbrén feltiintettiik a pupin
€S pmax értékekhez tartozé gorbéket és azok wu-beli érintéjét is. A pnay értékhez
feltiintetett gorbe és érinté csak kozelitd, mivel az adott példanal p € [1.98, c0).

Térgorbe esetén az elozével analég eredményt kapunk. Az egyetlen kilonbség
abbdl fakad, hogy az 6skép tere négydimenzids, ezért négy kontrollpont sulyanak
megvaltoztatasaval érhet6 el az alakmodositdas. Az egyetlen szabad paraméter azon-
ban nem elegendé az érint6 iranyanak meghatarozasara. Ebben az esetben a szabad
paraméterrel az érintovektor hosszat, vagy a pontbeli gorbiiletet szabdlyozhatjuk,
természetesen jol meghatérozott korlatok kozott. (Ilyen feltételeket sikgorbéknél is
kielégithetiink.)

3.4. abra. NURBS térgorbe alakjanak el6irt modositdasa a b, bz, by kontrollpontok
sulyanak valtoztatasaval; a p 4j helyzetének a ¢ = s(u, wy = w3 = wy = 0), by, by, by
pontok altal meghatarozott tetraéderen beliil kell lennie

Térgorbe esetén a szabad paraméter mindig megvalaszthatéd 1gy, hogy csak
harom kontrollpont sulyat kell megvaltoztatni. Ekkor a kivalasztott pont 1j hely-
zete egy tetraéderen beliil lehet, ami még mindig sokkal tobb lehetéséget biztosit,
mint az [56] 4ltal javasolt eljards, ahol az 1j helyzetek tartoménya egy haromszog.
A 3.4. dbran olyan alakmoddositasra lathatunk példat, amikor a NURBS térgorbe
s (u) — p alakmddositdsat harom kontrollpont silydnak véltoztatdsdval értiik el. A
p pont megengedett helyzeteinek tartomanya a zold tetraéder.
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3.3. Csomoérték modositasa

A monotonitds megérzése érdekében a bels6 u; csoméérték csak az [u;_1,u; 1] inter-
vallumon véltozhat. El6bb egyszeres, majd tobbszoros multiplicitasi csomoértékek,
ezt kovetoen két csomoérték egyiittes valtoztatdsanak hatésat vizsgaljuk, végiil az
elméleti eredmények gyakorlati alkalmazasara mutatunk példat (lasd [40], [34], [25],
[41], [42], [27], [43], [44], [28]). A vizsgdlatokat a nemraciondlis esetre végezziik el
részletesen.

3.3.1. Egyszeres csomoéérték valtoztatasa
Az
ZNZ dlaue [uk’ 1aun+1]

B-szplajn-gorbe j-edik ive

J
Z dNF (u), u € [uj,ujyl), j=k—1,....n

I=j—k+1

alakban irhaté fel. Az iv alakjat befolyasolo u; egyszeres csomoérték valtoztatasakor
a tetszOlegesen rogzitett u € [uj, ujiq) paraméterértékhez tartozé pont a

(U, u;) = E diNF (U, wg) , u; € [uimy, i)

l=j—k+1

gorbét irja le. Eloszor ezeket a palyagorbéket vizsgaljuk.
A tovabbiakban a normalizalt B-szplajn alapfiiggvény kovetkezo tulajdonsagait
hasznaljuk:

L NF(u) =0, ha u ¢ [uj, ujip);
2. az NJ(u) fiiggvény kiértékelésekor a rekurzié r-edik lépésében a

N¥"(u), r=0,...,k—=1, n=0,...,r

Jjtn

figgvények fordulnak eld;

3. Nf(w) = (k= 1) (2= N7 ) — oty M @)

Ujt+k—17Uj

4. az wu; csoméérték modositdsa csak az NF, (u),..., NF(u) fiiggvényekre van
hatédssal, ezért csak az s; jpi1(u),...,s;(u),...,8;1xo(u) gorbeivek alakja

valtozik meg.
3.1. Lemma. Tetszdlegesen rogzitett m = 1,.... k — 1 index és U € Ui, Ui—m+1)

paraméterértékek esetén, az NF ,(u,u;), u; € [ui_1,uir1] leképezés u;-re nézve
(k — m)-edfoki raciondlis fiiggfueny.
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Bizonyitas. Az 1.9. rekurziv definicié szerint

_ U — Uj_p, . U — U 1~
N (T, u) = —————NF M, w) + . Nf_k{rl(u,ui),

Uj—1 — Ui—k Ui — Uj—k+1

amiben az els6 tag fliggetlen u;-t6l a 4. tulajdonsag miatt, igy csak a méasodikat kell
vizsgalnunk. Ez a rekurzi6 tovabbi lépéseiben is igaz, vagyis

~ U — Uiy ~ U — U .
N () = M_—L:LTHNﬁm_l(U,ui) + mNﬁm(U,ui%
U — Ui u; — U
N™ (T = —— 7™ Nm—L1m o 7 N™TL ).
zfm(uﬂ ul) Uiq — Ui, i—m (U, ul) + Ui — Uit z—m+1(u7 ul)

A fenti két egyenloség jobb oldalanak els6 tagja konstans a 4. tulajdonsag miatt. Az
utolso egyenléség jobb oldaldnak mésodik tagja 0 az 1. tulajdonsag kovetkeztében.
u; tehat csak k—m tényezdben jelenik meg, mindeniitt elsé fokon, ezért az N, (w, u;)
figgvény (k — m)-edfoki u;-ben. O

3.3. Tétel. A

—m

8i—m (U, u;) = Z le (s us) diy w; € (i1, Ui
l=t—m—k+1

pdlyagorbe w;-ben (k —m)-edfoki raciondlis gorbe, Yu € [Ui—m,Ui—mi1), M =
1. k—1.

Bizonyitas. Az Osszegzés alsé hatéra (i — k)-ra novelhet6, mivel w;-nek nincs
hatdsa az Nf(u, ;) fiiggvényre, ha | < i — k (1sd a 4. tulajdonsdgot). Ezért csak
az

)

Nk—k—‘,—z(aa ui)7 z = 07 .. '7k —m (312)

fliiggvényeket kell figyelembe venni. Az N¥ , (u,u;) fiiggvény (k — m)-edfoki u;-ben,
a 3.1. lemma miatt, ezért elég azt bebizonyitani, hogy a (3.12) fiiggvény fokszama
legfeljebb k& — m barmely z > 0 esetén.

A rekurzié r-edik lépésében azok a fiiggvények, amelyek a fenti fiiggvényekre
hatassal vannak,

U — Ui
k—r ~ _ i—k+z+n k—r—1 [~
Ni7k+z+n(u’ u;) = Nz’—k+z+n(uaui)+
Uit z4n—r—1 — Wi—k+2+4n
Uigzpn—r — U k—r—1 ~
+ N (U, w),

Uit z4n—r — Ui—k42z+n+1
r=0,....k—1, n=0,...,r.

forméban irhatdk fel (lasd a 2. tulajdonsdgot). Ebben u; a kdvetkezé esetekben
fordulhat elo:

l.i—k+z+n=i azaz z+n—k = 0, vagyis az N/ " (u, ;) fiiggvény az els6

tagban szerepel, de ez a fiiggvény 0 az [u;_pm, U;j_m1) intervallumon m minden
megengedett értékére (lasd az 1. tulajdonsagot);
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2. i4+z+n—r—1=1, azaz z+n = r+1, ezért a normalizélt B-szplajn fliggvény
az elsd tagban Nllf_’(’,;:}q_l)(ﬂ, u;), a 3.1. lemma szerint ennek a fiiggvénynek
u; szerinti fokszdma k — m — r — 1, ezért az elsé tag fokszama legfeljebb

k—m —r <k —m lehet;
3. i4+z+n—r=1i azaz z+n =1, ami a 2. esetnek felel meg;

4. i—k+2z+n+1=1i, ami az 1. esetnek felel meg. O

Ez tehdt azt jelenti, hogy az s;_; (u) {v pontjainak pélyagérbéi (k — 1)-edfoku,
az s;_o (u) v pontjaié (k — 2)-edfoku racionélis gorbék, az s; jy1 (u) iv pontjainak
palyagorbéi pedig mar egyenes szakaszok.

3.1. Kﬁvetkezmény. A gi—kt+1 (El:, UZ> ,U; € [ui,l, ui+1] pdlyagorbék a di,k, difk+1
kontrollpontokat 6sszekoto egyenessel parhuzamos szakaszok.

Ebben az esetben ugyanis a palyagorbe a

i—k—1
i1 (U u;) = Z NF@)dy + N (W ui)di g + NE o (U w3)di gy
I=i—2(k—1)

egyszeriibb alakra hozhatd, ahol csak az utolsé két tag fiigg u;-t6l, és az ezekben
el6fordulé normalizalt B-szplajn alapfiiggvények

N (T w) = u ) — =
£l ) = C1 (i) + o)

~ o U — Ui
Nf,kﬂ(u, u;) = Cy(u) ik
Ui — Uij—k41

alakban frhatok fel, ahol

~ u— Ui—k k1 /~ ~ u— Ui—k+1 k— ~
O = e e By O = G 7 N ()

u;-t0l fliggetlen konstansok. Ezért az u;-t6l fiiggo rész

~ ~ u— Ui— ~ u— Ui—
(Ol (U) + Cg(u) (1 — —M)) di—k + OQ(U) ik di—k—f—l =

Uy — Ui—k+1 Uy — Uj—k+1

= (C1(@) + Co(@) ds + Co() = (dimepr = i),
Ui — Ui—k+1
ami egyenes szakaszt ir le.

Mint lattuk, az s;_j1(u, u;) iv pontjai egymassal parhuzamos egyenesek mentén
mozdulnak el. Felmeriilhet a kérdés, hogy ez az alakvaltozas vajon tengelyes af-
finitds-e. A vélasz nem, mivel az affinitds irdnyanak létezése maga utdan vonnd a
pontonként onmaganak megfelel6 tengely 1étezését, ami dltalaban nem teljestil.

Az u;-t6l jobbra elhelyezkedd intervallumokhoz tartozé gorbeivek pontjainak
palyagorbéire a fentiekkel analog allitdsok igazolhatok.

3.2. Lemma. NF(u,u;), & € [Uism, Uirms1), (M = 0,... k —2), u; € [ti1,Uit1]
(k — m — 1)-edfoki raciondlis fliggvény u;-ben.
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Bizonyitas. A bizonyitas a 3.1. lemma bizonyitasaval analég. [J

3.4. Tétel. A
i+m

8i+m (U ;) = Z N (U, us) iy wi € (i, ]
I=itm—k+1

pdlyagorbe u;-ben (k —m — 1)-edfoki raciondlis gorbe Yu € [Uipm, Uirmyi1), M =
0,....k—2.

Bizonyitas. Az 0sszegzés felso hatara i-re csokkenthetd, mivel u;-nek nincs hatasa
az Nf(u,u;), | > i fiiggvényekre (lasd a 4. tulajdonsigot). A 3.2. lemma fel-
haszndalasaval a bizonyitas tovabbi része a 3.3. tétel bizonyitédsaval analég. [J

3.2. Kovetkezmény. A gy o (u,u;),u; € [u;_1,u;r1] palyagorbék a d;_1,d; kont-
rollpontokat 0sszekoto egyenessel parhuzamos szakaszok.

A 3.3. és a 3.4. tételek alapjan tehat azt mondhatjuk, hogy az egyes ivekhez tar-
tozo pontok palyagorbéinek fokszama u;-t6l szimmetrikusan kifelé haladva, ivenként
csokken (k —1)-t6l 1-ig. A 3.5. dbra harmadfoki B-szpldjn-gorbe pélyagorbéit
szemlélteti.

dg d4

d-4 ds

3.5. abra. Harmadfokd B-szplajn-gorbe és néhany pontjanak az wu; egyszeres
csomoérték valtoztatasaval kapott palyagorbéje

u; minden értékéhez egy-egy B-szplajn-gorbe tartozik, vagyis mikozben u; befutja
az [u;_1,u;41] intervallumot egy egyparaméteres gorbesereget kapunk, mely

n
g (u,u;) = Z A NP (u, 1), w € [up—1, tnga] s s € [wi1, tigs)
1=0
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alakban irhaté fel. Médsodfoki esetben (k = 3) azt tapasztaljuk, hogy az egyméshoz
kapcsolodd parabolaiveknek a kapcsolédasi pontban a kontrollpoligon megfelel6 ol-
dala az érintgje, vagyis a harmadrendii B-szpldjn-gorbét az ugyanazokkal a kontroll-
pontokkal adott méasodrendi B-szpldjn-gorbe érinti. Ennek a tulajdonsagnak egy
altalanositasa a kovetkezo tétel.

3.5. Tétel. A

g () = diNF (u,ui), w € [up—y, tnga], wi € [y, tigr), k> 2
=0

gorbesereqg elemeire és a

i—1
Z AN (), v € v, v

l=i—k+1

gorbére
k—1—r d"
—_ T - i 9 Z 0
v=u, k—1 du’"g (u’ Y ) u=u; "

teljesil, ahol

S R ha j <1
! Uj+1, h(l] Z Z.7

vagyis az uj csomoértékek kozil kihagyjuk az i-ediket.

Bizonyitas. Eloszor az r = 0 esetet bizonyitjuk, azaz megmutatjuk, hogy a g (u, u;)
gorbe u = w;-hez tartozé pontja egybeesik a h (v) gérbe v = u; pontjaval.
A gorbesereg i-edik eleme

gi (u,u;) = Z A NF (u,ug) , u € [ug, uira], (3.13)
l=i—k+1

ami

(u,u;) = d NEL(y —l—LNk ! ) 3.14
l;—&-l l<“l+kz -y () Uk — g (u) ( )

alakban irhato fel az 1.9. definici6 alapjan. Ennek az u = u; helyen vett

i) = d NF! ok 7T k=1, 3.15
)= Y (N ) ) @15)

I—iha1 Witk — U4l
értéke az v kezdSpontja (a felsé hatart (i — 1)-re csokkentettiik, mivel NF~! (u;) =

Nzlj-ll ( l) = 0)
A h (v) gorbe pedig

Z dlek_l (v), v € [vim1,v] = [wi—1, uit1] -

l=i—k+1
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Az u; csomoéértéket beszirjuk a v;_; és v; csoméértékek kozé (v;my = uim1 < u; <
uiy1 = v;) a Bohm-féle inzertal6 algoritmussal [6]. Az 1j v; csoméértékek a kivet-
kezdk:
v = Uy, ha j < i;
v =< U, ha j =1; (3.16)
vj_1 = uj, haj >1i.

A {v;}, ill. {0;} csomé6vektorokon definidlt N~ (v), ill. ]/\7;“*1 (v) normalizalt B-
szplajn alapfiiggvények kozotti kapcsolat

N (), hal<i—k+1;

N7t (v) = UW—_Nkl()ﬂLW%Nl’ill(v), hal=i—k+1,...,i—1;
I+k—1 — Ul Uitk — V41
Nﬁﬂl()a hal>17—1.

Ezek alapjan

D ~ ~
Z dl< Nk 1( )_F/\ZLNIC 1( )>, v E [Ui—lyvi+1)7
Vltk—1 — U

(% —
=i ka1 I+k I+1

ami

i—1
up —u _ u
h (u) = Z d; (—lle Y (w) + L]\fl’le( )) , U E (U1, Uigq)

I—i g1 Ul+k—1 — W U+ — Ui41
(3.17)
alakba frhat6 (3.16) miatt, mivel v; = w;, Vj. Ezért a (3.15) és (3.17) egyenloségek
miatt h (u;) = g; (w;, u;).
Az r > 0 esetekhez tekintsiik a (3.17) gorbe u szerinti r-edrend(i derivéltjit, ami

dr L U; — U dT _ Ui+ — U; d
durh<u> = Z d; ( NI (u) + + Nl’fﬂl( )) )

Upr—1 — wp du” U — Ui du”

I=i—k+1
(3.18)
A k-adrend®i normalizalt B-szpldjn alapfiiggvény r-edrend derivaltjara
k—1—rd u—u dm wpp—u d”
k—1 dur! (U) Ul+k—1 — W dur ! (u) * Up+k — W41 dyr” 1 (u)

k>1,r>0

teljesiil (lasd Butterfield [8]). Igy a g; (u,u;) gorbe u szerinti r-edrendii derivaltja

E—1—r d" u—w dT g —u db
Y] (2 - d N N 5
k=1 du o & () ; Zz,;ﬂ : (Ul-i-k—l —uydur (W) + Uk — ey dur” ! ()

melynek az u = u; helyen vett értéke

k—1—1r d" w —w d" Uy —u d"
- 4 % 1y Wy ) — d - Nk ! + Nk ! i .
k—=1 du o (ir ) I ZZ,;H l(ul+kz 1 —u dur (w) U, — ey dur” ! (w)

Ezt Osszevetve a (3.18) egyenléséggel, allitdasunk igazoldsat kapjuk. O
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3.6. abra. Az u; csomdéérték valtoztatasakor kapott harmadfoku B-szpldjn-gorbese-
reg néhany eleme, és a burkolé parabolaiv

3.3. Kovetkezmény (Burkolés). A g (u,u;) k-adrendi gorbékbdl dllo gorbeseregnek
burkoldja a (k — 1)-edrendd h (v) gérbe. Ezt a burkoldst szemlélteti a 3.6. dbra.

3.4. Kovetkezmény. A h (v) gorbének és a g (u,w;) gorbesereg elemeinek nemcsak
az érintdje, hanem a simulosikja is megegyezik az u = u; paraméterértékhez tartozo
pontban. A gorbiletik viszont nem eqyezik meg, egészen pontosan a
_ (k=1 (k-3)
(k=2
dsszefiiggés dall fenn koztik. A g (u,u;), u € [ug_1, Uns1],u; € [wi—1,u;y1) dltal leirt
feliiletnek tehdt h (v), v € [u;_1,u;11] szinguldris gorbéje.

3.3.2. Tobbszoros csomoérték valtoztatasa

Az m (0 < m < k) multiplicitasi u; csoméérték (ug, ..., ui—1,u; =+ = Ujpm—1,
Uity - -« Untr) Valtoztatdsa az Nf, (u),...,NF(u),....N},,_ (v) figgvényeket
befolydsolja, igy az s;_g+1 (u),...,8; (4), .. Sizg—2 (W), .., Sitkrm—3 (u) ivekre van
hatdsa. Az s;(u) = ... = Siim-o(u) ivek azonban egyetlen pontta zsugo-

rodnak, ezért a ténylegesen megvaltozd ivek darabszama és fokszama megegye-
zik az egy multiplicitasu esettel. A 3.1. kovetkezmény véltozatlan marad, az-
az a gi_p+1 (U, u;) palyagérbék a d;_x,d;_r+1 kontrollpontokat 6sszekotd egyenes-
sel parhuzamos szakaszok, a 3.2. kovetkezmény viszont moédosul, nevezetesen a
8itkim—3 (U, u;) palyagorbék lesznek a diy,—1,d;1m_o kontrollpontokat Gsszekotd
egyenessel parhuzamos szakaszok.
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A 3.5. tétel a kovetkezEképpen modosul.
3.6. Tétel. Az m multiplicitdsi u; csomoérték vdltoztatasaval kapott
g (u, u;) :Zlelk (U, wi), W € [Up—1, Unt1], Wi € [Wim1, Uirm), O0<m <k, k>2

=0

gorbesereg elemeire és a

i—1
h(v) = Z AN/ (v), v € [vi1,v]
l=i—k+m
gorbére
d dr S k—j—r
dor ( ) EST :durg(U7UZ) U=U k’—j ’ TZO

teljesiil, ahol

uj, ha 5 <1,
V; = . .
Ujem, haj>i,
vagyis az m-szeres u; csomocertéket kihagyjuk.

Bizonyitas. A 3.5. tétel bizonyitasandl alkalmazott megfontolasokkal konnyen iga-
zolhatjuk, hogy az m multiplicitasi esetben a

& k—j—r d"
N @ = k—j du ! @ iimu

egyenloség teljesiil, ahol

,7=1,....m (3.19)

u={ .., u_1,U="Up =" :Ui+mfj71,---},
u={ .., U_1,U = Uy = "':ui+m—ja~--}7

azaz az u; csoméérték m — j multiplicitdst u-ben és m — j + 1 multiplicitdst u-ban.
(3.19) ismételt alkalmazasival a

dr d S k—j—r
—NF™ (U = — N/ (u
dur ! ( ) u=u; dur ! ( ) u=u; kf—j
osszefiiggést kapjuk, ahol
ﬁ: {...,ui,l,uHm,...},
u={ . U1, =Uip1 = = Uifym1, Uigms - - -} »

ami allitasunkat igazolja. [

3.5. Kovetkezmény. Az m multiplicitasi u; csomoérték valtoztatdsakor kapott k-
adrendi g (u,u;) gorbék seregének burkoloja a (k — m)-edrendi h (v) gorbe.

3.6. Kovetkezmény. A h (v) gorbének és a g (u,w;) gorbesereg elemeinek nemcsak
az érintdje, hanem a simuldsikja is megegyezik az uw = u; paraméterértéknél. A kézos
pontbeli gorbuletek kozott a

k—1 -—m—2

o =D E-m=2)

(k—2)(k—m—1)
dsszefiiggés dall fenn, amibél ugyancsak az kévetkezik, hogy h (v) szinguldris gérbéje
a g (u,u;) feliletnek.
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3.3.3. Racionalis eset

Felhasznaljuk, hogy a racionalis B-szpldjn-gorbék centrdlis vetitéssel szarmaz-
tathatok nemracionalis B-szpldjn-gorbékbol. Miutan a centralis vetités so-
ran a fokszam nem noéhet, a 3.3. é a 3.4. tételek érvényesek marad-
nak. A 3.1. és a 3.2. kovetkezményeknél annyi a valtozas, hogy a megfe-
lel6 pontokat Osszekotd egyenesek altalaban mar nem lesznek parhuzamosak,
hanem egy kozos ponton mennek at. Pontosan fogalmazva, a g ri1(u,u;)
pélyagorbék a (w;_xd;_r — wi_gr1di i1, Wik — wi_gr1) homogén koordindtdkkal
adott tartdju sugarsorra illeszkedd szakaszok, a g;yrim_3 (W, u;) palyagorbék pedig
(Witm-1ditm-1 — Wirm—oditm—2, Witm—1 — Wirm—2) tartéju sugérsorra illeszkeddk,
ahol m a véltoztatott u; csomdérték multiplicitasa.

A 3.5. tételhez hasonlé altalanos formulat nem tudunk adni a derivaltakra ra-
cionalis esetben, de azt tudjuk, hogy a G!'-folytonossig és a kozos simuldsik biz-
tosan megmarad, miutan ezek a leirastél fiiggetlen belsé geometriai tulajdonsagai
a gorbéknek és centrélis vetitéssel szemben invariansak. Ez tehat azt jelenti, hogy
a h (v)-nek megfelelé raciondlis gérbe burkolja a g (u,u;) gorbeseregnek megfelel6
racionalis gorbéket. Kis szamolassal az is igazolhatd, hogy az érintkezési pontban
a burkol6 és a gorbesereg érintkezo elemének gorbiiletére ugyanaz az Osszefiiggés
érvényes, mint a nemraciondlis esetben.

3.3.4. Két csomoérték egyiittes valtoztatasa

Az alabbiakban azt vizsgaljuk, hogy a B-szpldjn-gorbe egyes pontjai hogyan moz-
dulnak el, azaz milyenek lesznek a palyagorbék, ha az w; és wu;iop_3 egyszeres
csomoértéket szimmetrikusan mozgatjuk. Az u; és u; (i < j) csoméértékek szim-
metrikus elmozditdsan az u; + A\, u; — A\, A € R, tipusu valtoztatast értjik. A
csomoértékek monotonitasanak megérzése érdekében A € [—c¢,¢|, ¢ = min{u; —
Uj—1y Uip1 — U, Uy — Uj—1, Ujp1 — Uj}-

A gorbe (i + k — 2)-edik ive, melyre mind u; mind w;, 2,3 hatédssal van,

i+k—2 i+k—4
Sitk—2 (u) = lzl lelk (u) = l Zl lelk (U) +
=i— =i+

U; —Uu _
(04 N )

U — Ujqf— _ _
N () + N ) ) di ot (820
Uj2k—4 — Ui+k—3
Uijtrl—1 — U _
pEL T NE () (dyey — dy)
Ui k—1 — Uy
U — Uj4k—2

NEGE, (u) (digp—2 — disis)
Ui4-2k—3 — Witk—2

alakban frhaté fel. A tovabbiakban az u; = u; + A és w013 = Ujrox_3 — A helyet-
tesitéssel kapott s;,1x_o iv pontjainak palyagorbéit vizsgaljuk.

3.7. Tétel. A gy o(u,\),\ € [—c,c| pdlyagorbék akkor és csak akkor egyenes
szakaszok, ha wiip_1 — U; = Ujrop—3 — Ujrk—o teljesl.

Bizonyitas. A (3.20) kifejezésben csak a (d;—1 —d;) és (dijx—2 — dizx—3) tagok
egyltthatoja fligg \-t0l, az Osszeg tobbi része egyetlen konstans eltolasvektornak
tekinthetd, amit a tovabbiakban p-vel jeloliink.
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1) Ha § = wjip—1 — U = Ujpop—3 — Uipk—2 teljesiil, akkor 1/ (6 — ) kiemelhetd,
azaz

1
i+h—2(u,A) = p+ ST ((wipg—1 —u) N1 (u) (diy — di) +

(u — Uirn—2) Ny (0) (digp—2 — divi—3)) ,

tehat egyenest kapunk.

2) Ha wjip—1 — u; # Ujrok—3 — Uirg—2, akkor a (3.20) raciondlis gorbének két
végtelen tavoli pontja van, nevezetesen a A = u; 1 x1 — U; €S A\ = Ujiop-3 — Uitp_2
paraméterértékhez tartozo, vagyis a gorbe nem lehet egyenes. [

A fenti tétel k = 3 és k = 4 specidlis eseteit célszeri megvizsgalnunk.

3.3.4.1. A k=3 eset
Ekkor az s;;11 gorbeiv

Uiyr — U U — Ujt1

N2 (u) (digr — dy)

N7 (u) (d;—; — d;) +

d; + —————N]
Ujpp — Ui — A '

Uitz — A\ — Ujpq

alakban irhaté fel. Tehat a palyagorbék a d; tartéju sugarsor elemei lesznek, ha
Uiro — U; = Ujrg — Uip teljesiil (lasd a 3.7. dbrat).

3.7. abra. Mésodfoku B-szplajn-gorbe wug és ug csoméértékeinek szimmetrikus
valtoztatdsdanak hatdsa a gorbe alakjara. Az s;q(u) v néhany pontjanak
pélyagorbéjét is feltlintettiik (n =12,k =3,i =6, € [—1, 1]).

Ez azt jelenti, hogy az u; és u; o3 csomédértékek szimmetrikus valtoztatésa
a masodfoki B-szpldjn-gorbe s;iq (u) ivének pontjait a d; kontrollpont felé
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hizza (téle tavolitja) egyenes szakaszok mentén. Vagyis ez a modositas ha-
sonl6 a d; kontrollpont silyanak valtoztatasakor fellépo alakvaltozashoz. A két
alakvéltoztatasi modszer azonban nem helyettesitheté egymassal. A legfontosabb
eltérés, hogy a w; sily valtoztatasakor csak az s; (u),s;11(u),...,s;k1 (u) ivek
alakja valtozik, mig az u; és w193 csomédértékek szimmetrikus valtoztatasakor az
Si—k+1 (W), Si—kya (W), ..., Sitak—5 (u) Tveké, vagyis az utébbi esetben a véltozds a
gorbének sokkal nagyobb darabjat érinti.

3.8. abra. Az ug és uy; csomoéértékek szimmetrikus valtoztatasanak hatasa a harmad-
foki B-szplajn-gorbe alakjara. Az sg(u) iv meghosszabbitott linedris palyagorbéi
metszik a dg, d7 szakaszt (n =12,k =4,i =6, € [—1,1]).

3.3.4.2. A k=14 eset

Az S;i12 iv

u; —u U — U;

(uA +4_ A — NP1 (u) + N (u)) i <%N3A () + Nz (U)> it
i+4 — Wit Yitd = Uit

Uiy3 — U N3 (u) (d¢71 B d@') n U — Uj+2

+ ——N;
Uipg — U — A

s — N — e NPpo () (digs — diy1)
d; és d,;;; egyiitthatoi nemnegativak és Osszegiik 1, vagyis az Osszeg konstans tagja
a d; és d;;q kontrollpontok konvex kombinacidja. Az s; o v pédlyagorbéi tehat
Uitz — U; = Uzps — Ujro esetén olyan egyenesek, melyek a d;, d;; szakaszt belso
pontban metszik, tovdbba a d;_; —d; és d; o —d; 1 irdnyokkal meghatarozott sikkal
parhuzamosak (lasd a 3.8. dbrat).
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3.3.5. Harmadfoku B-szplajn-gorbe eloirt alakmoédositasa
csomoértékekkel

A csoméérték valtoztatasakor a moédositott gorbelv mindig az eredeti iv konvex
burkan beliil marad, ami biztositja, hogy a gorbe elég jol megorizze alapvetd jel-
legét a mddositas soran. A csoméértékkel vald alakmddositds legnagyobb nehézsége,
hogy a tervezorendszerek felhasznaléi nem sokat tudnak a csomoéértékekrol, azok
szerepérol. Ezért olyan moddositasi eljarasokat kell kidolgozni, melyek hasznélata
nem igényli a csoméértékek alaposabb ismeretét. Az a legjobb, ha szemléletes geo-
metriai feltételekkel adhato meg az alakmddositas. Tovabbi probléma, hogy egyetlen
csomoérték megvaltoztatasa altalaban csekély mértékben modositja a gorbe alakjét.
Tobb csomoérték egyidejii valtoztatasa azonban mar jelentésebb alakvaltozéast idéz
el6. Harmadfoki nemraciondlis B-szplajn-gorbéknek harom szomszédos csomoérték
modositasan alapuld, adott geometriai feltételeket kielégité alakmodositasaira dol-
goztunk ki eljarasokat.

A 3.5, tétel k = 4 esetét haszndljuk fel. Azt feltételezziik, hogy az u;i4
csomoértéket modositjuk, ezért a gorbesereg elemei

n
g (u,ujpn) = > AN (w,u01) 5w € [ug, tnya], U € [ug,uy40]
=0

alakban frhatok fel, a burkol6 parabolaiv pedig

J

hj(v) = Y N (v)dy, v € [v,0511) (3.21)
I=j—2
alakban, melynek csomoéértékei vj_o = uj_2, vjo1 = uj_1, V; = uj, Uiy =

Uj+2, Ujtz = Ujt3, Vj+3 = Ujrd.

A modszer lényege, hogy a harmadfoki gorbével kapcsolatos illeszkedési és
érintési problémét a burkolégorbe segitségével a sokkal hatékonyabban kezelheto
parabolaval kapcsolatos méasodfoku feladatra vezetjilk vissza. A megoldéas lehetévé
teszi olyan felhaszndléi feliilet kialakitasat, amely nem igényli a csoméértékek behatd
ismeretét.

3.3.5.1. A moédositott gorbe adott ponton menjen at

Az alakmodositas geometriai kényszere lehet az, hogy megadjuk azt a p pontot, amin
a modositott gorbének at kell mennie. Ezt a harmadfoki B-szplajn-gorbe néhany
csomébértékének megvaltoztatasaval akarjuk elérni. Az eljaras a kovetkezo:

e a h;(v) burkoldét ugy médositjuk, hogy az dtmenjen a megadott ponton;

e czutdn az s (u) gorbe megfelel csomdértékeit a 3.5. tétel alapjan megvéltoz-
tatjuk, aminek eredményeként a médositott s (u) gorbe p-ben fog érintkezni
h;(v)-vel.

A megoldhatdsag érdekében a p pont nem lehet barhol. A tovabbiakban meg-
hatarozzuk p megengedett poziciéinak mértani helyét.
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A h;(v) parabolaiv Bézier-gorbeként is leirhaté, mely kontrollpontjait a (3.21)
kifejezésbdl a v = vj;, ill. v = v;4; helyettesitéssel megkaphatjuk. Az igy kapott
kontrollpontok

by =(1—a)d;_; +ad;_,
b1 = dj—17 (322)
by = (1 —p)d;_1 + fd,,

ahol
Uj+1 — Y
- 9
Vigl — Vi_
At (3.23)
Uj+1 — Y5
- Y
Ujt+2 = Uj

melyekre a kontrollpontok monotonitdasa miatt az «, 5 € [0, 1] feltételnek kell tel-
jestlni.

d;_,

odj

3.9. dbra. A p pont megengedett helyzetei (z0ld teriilet), a p ponton dthaladé para-
boldk két szé1s6 helyzete (kék) és a py, p2 pontokkal meghatarozott érintéjii parabola

(piros)
A Bernstein-polinomok B3 (t) + B (t) + B3 (t) = 1 azonossiga miatt a fenti
Bézier-gorbe
b (t) = by + B (t) (bg — b1) + B (t) (bs — by), t €[0,1]

alakba frhat6. A (3.22) egyenl6ségeket felhasznalva, a burkolé a

dj_1,e1 =d;_o—d;_1,eo=d; —d;_;. (3.24)
affin koordinata-rendszerben

b(t)=d; 1 +aBj(t)e, + BB; (t) e, (3.25)

alakot olt. A (3.25) kifejezés az a, f paraméterti kétparaméteres parabolaiv-sereget
irja le. Ezek a parabolaivek azt a tertiletet fedik le, mely hatédrait a d;_»,d;_;,d;
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kontrollpoligon és az altala meghatérozott b! () Bézier-gorbe alkotja (ezt az o =
f = 1 helyettesitéssel kapjuk). Ezt a tartoményt Q-val jeloljik (lasd a 3.9. abra
drnyalt részét). A (3.25) parabolai a b! (t) paraboldbdl affin transzforméaciéval, egész
pontosan a (3.24) koordindta-rendszer tengelyei mentén alkalmazott o, 8 tényez&ji
skalazassal allithatok el6. Ezért, ha p € €2, biztosan van megoldas.

Most megvizsgaljuk, hogy hany megoldas lesz, azaz meghatarozzuk, hogy mely
(3.25) alakd paraboldk mennek at az €2 tartoményban tetsz6legesen valasztott pon-
ton. Az ) tartomany barmely p pontja felirhaté

p=d;_; +xe; +yey

alakban a (3.24) koordindta-rendszerben. Ha p a tartomany hataran van, akkor csak
egy parabola megy 4t rajta, egyébként végtelen sok olyan (3.25) alakban felirhat6
parabola van, amelyre

r=abBj(t),y = B3 (t) teljesiil valamely ¢ € [0, 1] esetén. (3.26)

Ezeknek a paraboldaknak a szélsé helyzetei az

g
a=1t=1-+z, B (1_\/5)2

és
T

értékeknél van. Ezeket a széls6 helyzeteket szemlélteti a 3.9. abra.
Ezért Va € [x/ (1 — \/§)2 , 1} értékhez 38 € [y/ (1-— \/5)2 ) 1} (egész pontosan
2
g =uy/ (1 — \/x/oz> ), hogy a hozzdjuk tartozé (3.25) alaku parabola dtmegy a p

ponton. (Ez természetesen megforditva is miikodik, tehdt V5-hoz Ja.) Ez tehat azt
jelenti, hogy a p ponton athaladé (3.25) alaku paraboldk egyparaméteres sereget
alkotnak.

Ebbdl a sereghdl kell kivalasztanunk egy elemet. Ezt megtehetjiik ugy is, hogy
rogzitjik azt a t paraméterértéket, amelynél a parabolanak &t kell mennie a p pon-
ton. A (3.26) egyenléséghdl kovetkezik, hogy t-nak VY és 1 — \/x kozott kell lennie.
A sereg elemének ez a kivélasztasi médja nem eléggé intuitiv egy interaktiv ter-
vezOrendszer szamara.

Sokkal célszertibb a parabola érint6jét eléirni, annal is inkabb, mivel ez lesz az
érintGje a moddositott B-szplajn-gorbének is p-ben. Ez az érinté a parabolak két
sz€1s6 helyzetének érint6i kozott adhatd meg, lasd a 3.9. abrat. Jeloljiik a megadott
érintének a d;_»,d;_; és d;_,d; kontrollpoligon oldalakkal alkotott metszéspontjat
p1 és po-vell Ekkor a
7= P — pi

P2 — 1

paraméterértékre b (%V) = p teljesiil. Ezzel a (3.25) kifejezés minden szabad pa-
raméterét egyértelmiien meghataroztuk.

Ezt kovetoen eloallitjuk a modositott burkolé B-szplajn alakjat, majd magat
a moédositott s (u) harmadfokd B-szpldjn-gorbét. Ehhez az o, 8 és t (b ( %v) = p)
értékek ismeretében meg kell hataroznunk:
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e a b (t) parabolaiv B-szplajn reprezentacidjat, azaz a v;_1, vj, Vjy1 €S Ujt2
csomoértékeket;

e at € [0,1] értékhez tartozé v € [vj,v;11] értéket (a T = v; + t (vj41 — vj)
paramétertranszforméciéval);

e a harmadfoku B-szplajn-gorbe megvaltozo u; csoméértékeit
Uj1 = Vj—1,Uj = Uj, Ujp1 = U, Ujyn = Vj1, Uja3 = V4. (3.27)

Ezen 1épések koziil csak az elsd, azaz a vy, (i = j — 1,7,...,7 + 2) csombértékek
meghatarozasa nem egyértelmil, mivel a (3.23) két egyenletében négy ismeretlen van.
gy még két szabad paraméteriink marads. A Vj_1,Vj, Vjt1, Vj+2 koziil barmely kettd
rogzithetd és a megmaradt ismeretlenekre megoldhaté a rendszer. Azonban annak
érdekében, hogy a modositandé harmadfokid B-szpldjn megvaltozo {veinek a szamat
minimalizaljuk, egymést koveto csomoértékekre célszertt megoldani a rendszert. Mi
vj_1 6s Vo 1Ogzitését javasoljuk, vagyis v; és vjiq-re oldjuk meg a rendszert. Az
elézetes geometriai feltételek miatt az egyértelmt megoldas garantalt.

/

p

N

3.10. dbra. Az s (u) harmadfoku B-szpldjn-gorbe (fekete) és és a p ponton athalado,
adott érint6ji két médositasa (piros és kék), valamint a p pont megengedett hely-
zeteinek tartomanya (z6ld teriilet)

A 3.10. abra két kiillonb6z6 érint6ji megoldast mutat. Interaktiv tervezoi kornye-
zetben a felhasznalonak csak a p pontot és az érintot kell megadnia, ezek megenge-
dett helyzeteinek mértani helyét a rendszer automatikusan meg tudja jeleniteni.

3.3.5.2. A moédositott gorbe adott egyenest érintsen

s (u) alakvéltoztatdsdnak masik geometriai kényszere lehet az érint6 és érintési pont
megadasa. Ez gyakorlatilag a 3.3.5.1. alpontban megoldott feladat dudlisanak te-
kintheto.
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d,%

3.11. dbra. Az érintészakaszok megengedett pozicidinak mértani helye (z6ld tertilet),
az érintési pontok mértani helye (vastag piros szakasz) az mjm, szakaszon és a
feladat egy megoldésa (piros parabolaiv)

A megoldhatésag érdekében a megadott érintének a d;_o,d;_1és d;_1,d; szaka-
szokat metszenie kell. Ezeket a metszéspontokat rendre m; és mo-vel jeloljiik, lasd
a 3.11. abrat. Az m;m, szakasz minden pontja (2-ban kell legyen.

A (3.24) koordinéta-rendszerben

m; =d;_; + e, my =d;_; + \es.
Ezen szakasz pontjai akkor és csak akkor vannak {2-ban, ha
A+ A < 1.
Ha A\ + Ay = 1, akkor csak egy olyan (3.25) tipust Bézier-gérbe van, amely a
megadott szakaszt érinti. Ez a parabola az o = § = 1 beallitasnak felel meg.

Egyébként egy parabolasereg elemei elégitik ki az adott feltételeket. Ezek Bézier-
alakjanak kontrollpontjai

AMA
dii + (M +p)er, djoq, dj_1 + <>\2 + 1# 2) ey (3.28)

alakban irhatdk fel a (3.24) affin koordindta-rendszerben, ahol a p paraméternek a

A1 A2
11—

<pu<l-=X\
egyenlotlenséget kell kielégitenie. Ezen parabolak érintési pontjai olyan szakaszt
alkotnak az m;m, szakaszon, mely végpontjai a ;4 minimalis és maximalis értékéhez

tartozo parabolak érintési pontjai.
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A kivant p érintési pont ezen a részszakaszon adhaté meg. p megadasaval
kivalasztjuk a sereg egy elemét. A b (t ) = p egyenlOséget kielégito ¢ érték:

7= p — m,|
jmy — my |

A (3.28) kontrollpontokkal meghatérozott Bézier-gorbe (3.25) tipusu parabola, o =
AL+, B = Ay + Ao /p bedllitassal. Legyenek p koordinatai a (3.24) koordinata-
rendszerben z és y, azaz p = d;j_1 + ze; + yes! p a (3.28) kontrollponti Bézier-
gorbére is illeszkedik, ezért z = B2 (%) (A1 + p), amibél a (3.28) kifejezésben szereplé

|4 paraméter
x

p=-——=>5—A.
(L-7)°
Ezzel meghatdroztuk a Bézier-alakot, azaz a burkoléhoz sziikséges a, 3, t értékeket.
Ezek utdn meg kell hataroznunk a burkolé B-szplajn alakjat, majd az s (u) gorbe
megfeleld csomoértékeit. Ezt ugyanigy tehetjiilk meg, mint ahogy azt a 3.3.5.1.
alpontban leirtuk.

3.12. abra. Harmadfoku B-szplajn-gorbe és ugyanazt az egyenest érinté két
modositasa

A 3.12. dbra ezt az alakmddositast szemlélteti. Interaktiv tervezdi kornyezetben
a felhaszndlonak az érintét és az érintési pontot kell megadnia, a rendszer ezek
lehetséges pozicidinak mértani helyét automatikusan meg tudja jeleniteni.

3.3.5.3. A gorbe adott pontja adott helyre keriiljon

Gyakran alkalmazott alakmoédositasi eljards, amikor a felhasznald kijeloli a gorbe
valamely pontjat, majd ennek a pontnak az 1Uj helyét. A tovabbiakban azt
feltételezziik, hogy a kivalasztott s (@) pontra u € [u;, uj42) teljesil. A kivélasztott
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pont 1j helyét p-vel jeloljiik, ennek a (3.24) koordindta-rendszerbeli koordinatai
pedig = és y. Az s(u) — p alakvéltozast az s(u) gérbe harom egymadst kdvetd
csomoértékének a médositasaval akarjuk elérni.

A p pont lehetséges helyzeteinek meghatarozasdhoz nem alkalmas az el6z6ekben
kovetett 1t, mivel figyelembe kell venniink, hogy a burkolé Bézier-alakjanal a ¢
érték (ami v = u-hoz tartozik) a v; és vy csomdértékekkel egyiitt valtozik, ugyanis
t= (0 —w;)/ (vj1 —vj). Most a burkolé B-szplajn alakjit hasznaljuk.

Az N? 5 (0)+N; | (v)+N? (v) = 1, Yo € [v),v)41) azonossdg segitségével a (3.21)
egyenloség

h;(v) = d; 1 + N}, (v) (dj 2 — d; 1) + N} (v) (d; — dj 1)

alakra hozhato, ahol

(Uj+1 - U)2

N?, (v) =

J—2 (v (Vj41 — Uj—l)(v27'+1 —vj)’
N2 (v o

(Vg2 — v)(Vjp1 —vj)

A p pont megengedett helyzetei ) résztartomanyét alkotjak, mely hatérait
meg kell keresniink. A kovetkez6 harom csomoértékpar véltozasat engedjiik meg:
(vj—1,v5), (v,v541) és (Vj41,vj12). A p pont megengedett helyzeteinek ezekhez
tartozd tartomanyai legyenek rendre €y, Qs és Q3! (A megvéltozé ivek szamanak
minimalizalasa érdekében csak egymast kéveté csomdértékeket valtoztatunk.) Az
(Q; résztartomanyok hatarait a burkolé gorbe h (v) pontjainak kiilonbz6 szélsé hely-
zeteihez tartozé palyagorbéi adjak.

o Az (); tartomdnyt harom pélyagorbe hatdrolja. Az elsét v;_o = v,;_; esetén v,
valtoztatasaval, a méasodikat v; = v esetén v;_; véltoztatasaval, a harmadikat
pedig v;_1 = v; esetén v;_; és v; egyidejli valtoztatdsaval kapjuk meg.

o Az )y tartomanyt négy palyagorbe hatarolja. Az elsét vy = v;42 esetén v,
véltoztatasaval, a masodikat v, = v esetén v; valtoztatdsival, a harmadikat
v; = vj_; esetén v, valtoztatdsdval, a negyediket pedig v; = v esetén v;44
valtoztatasaval kapjuk meg.

e Az ()3 tartomdnyt harom palyagoérbe hatarolja. Az els6t v;io = vj43 esetén
vj11 valtoztatasaval, a masodikat v,y = U esetén v;;o valtoztatasaval, a har-
madikat pedig vj11 = vj49 esetén vj4 és v;yo egyidejli valtoztatasdval kapjuk
meg.

Ezt a harom, részben atfed6 tartomanyt szemlélteti a 3.13. &bra.

Ha a p pont ennek a harom tartomanynak az uniéjdban van, akkor az s (u) — p
alakvaltoztatasi problémanknak biztosan van megoldasa. Ilyen esetben 1, 2 vagy
3 megoldas lehet, attdl fiiggden, hogy a p pont az 1, s, ill. Q3 tartomanyokhoz
képest hogyan helyezkedik el. Az

N (vj41 — 0)?
xr = ’
(vj41 _}jfl)(gﬁrl — ;) (3.29)
y = V—j

(V2 — v5)(Vj41 — V)
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3.13. dbra. Az a hdrom &atfedd tartomdny, melyen belil a kivélasztott s (u) pont
elmozdithaté

egyenletrendszert kell megoldanunk a kovetkez6 harom ismeretlen-par valame-
lyikére: (vj_1,v;), (v;,vj11), (Vj+1,V542). A (3.29) egyenletrendszernek csak azok
a megoldasai jelentik az alakmddositasi probléma megoldasat, melyek a

Vi1 Sv; <0 < 04 < V40

monotonitasi feltételt is kielégitik. Ilyen megoldas biztosan van, ha p abban a
tartomanyban helyezkedik el, amelyhez tartozé ismeretlenparra oldottuk meg az
egyenletrendszert.

A {v;} csoméértékek segitségével az u;, i = j — 1,7,...,7 + 3 csomobértékeket
(3.27) szerint bedllitjuk. Az ezekhez a csoméértékekhez tartozé s (u) gorbe kielégiti
az s (u) = p feltételt. A 3.14. abra olyan esetet szemléltet, amikor a probléménak
harom kiilonb6z6 megoldasa van.

Természetesen ez a probléma kontrollponteltolassal is megoldhat6. A két meg-
oldasi mddszert osszehasonlitva megallapithatjuk, hogy a kontrollponteltolas a gorbe
négy ivét modositja és nincs megszoritas a p helyzetére nézve. Az altalunk ismerte-
tett csomoérték-valtoztatason alapuld eljaras esetén a harmadfoki gérbe nyolc ive
valtozik meg, és a p pont csak a viszonylag sziik €2 tartoméanyban lehet.

Masrészt azonban, a csomoéérték modositas jol megérzi a gorbe jellegét, lasd
a 3.15. abrat, mivel a megoldas mindig az eredeti gorbéhez tartozé konvex burok-
ban marad. A kontrollpont eltoldasa ugyanakkor inflexids vagy onmetszéspontot
eredményezhet.

Ez az alakmodositasi eljaras gy implementalhatd, hogy a felhasznald kijeloli
a gorbe elmozditandé pontjat, és annak 1j p helyzetét. Ha p tobb €2; tartomany
metszetében van, akkor a felhaszndlonak ki kell vélasztania a kivant megoldast a
rendszer altal felkindltak koziil, vagy azt a tartomanyt kell megadnia, amelyben a
megoldast keresi. Az (); tartomédnyokat a rendszer automatikusan megjeleniti.
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Uj—1, Uj, Ujt1

Ujy Ujt1, Ujt2

Ujt1, Ujt2, Ujt3

3.14. dbra. A hiarom kiulonbozéd csomdértékhiarmashoz tartozdé alakmoédosités

A B-szplajn-gorbéken folytatott vizsgalatok természetes mdédon kiterjeszthetok
B-szplajn feliiletekre is (lasd [26], [29], [35]), ez azonban nem képezi a jelen dolgozat
targyat.
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3.15. abra. Harmadfoki B-szplajn-gorbe (fekete) s (w) pontjanak elmozditdsa a p
pontba csoméértékek véltoztatasaval (zold) és kontrollpont eltoldssal (piros)
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4. fejezet

Kontrollponttal adott gorbék
szingularitasa, konvexitasa

A geometriai modellezés soran gyakran van sziikség a gorbék szingularis pontjainak
(cstics-, dnmetszés-, nulla gorbiiletii vagy elt{ing torzidju pontjainak) megtalalasara,
konvexitasuk eldontésére. Harmadfokd paraméteres gorbék esetére szamos pub-
likdciét talalhatunk ebben a témaban, lasd pl. [72], [74], [71], [52], [46], [66]. Az [50]
cikk ezt a problémat tetszoleges fokszamu polinomialis és raciondalis paraméteres
gorbékre vizsgalta, [47] pedig raciondlis gorbékre, tovabba [53] a raciondlis Bézier-
gorbék szingularitdsait targyalta.

Mi az elobbiekben felsoroltakhoz képest a paraméteres gorbék szélesebb
osztalyara vizsgaljuk a problémat. Ez az osztaly a kontrollpontok bézisfiigg-
vényekkel valé kombindldsaként eléallithaté gorbék — vagyis az (1.1) alakd — gorbék
osztalya, mely napjainkban a szamitogéppel segitett geometriai tervezésben a leg-
gyakrabban hasznalt gorbeleirasi méd, és valodi részhalmazként tartalmazza a fent
idézett munkdkban vizsgalt gorbéket. Ez lehet sik- vagy térgorbe, attdl fiiggden,
hogy a d; kontrollpontok sik- vagy térbeli pontok. Az Fj (u) bazisfiiggvényekre két
megszoritas van: legyenek elegendéen sokszor folytonosan differencialhatéak és a tel-
jes értelmezési tartomanyon legyen hatasuk a gorbe alakjara, azaz legyenek globalis
tartojuak.

A vizsgdlatunk lényege, hogy a tetszblegesen kivélasztott d;, i € {0,1,...,n}
kontrollpont helyét véltoztatjuk, mikozben a tobbi kontrollpontot rogzitjik, és ke-
ressitk d; azon helyzeteit, melyek az (1.1) gorbén szingularitdst eredményeznek,
vagy biztositjdk a gorbe konvexitdsat. A kovetkezd szingularitasokat vizsgéljuk:
csicspont (g (u) = 0), nulla gorbiiletii pont, 6nmetszéspont és nulla torziéju pont.
Az eredményeket a [36], [37] és [38] publikdcidk alapjdn ismertetjiik.

4.1. Csucspont

Feltételezziik, hogy a gorbe legaldbb egyszer folytonosan differencialhaté. A tovabbi
vizsgalatokhoz az (1.1) gorbe éllandé és valtozd részeit szétvalasztjuk és az igy
kapott

g(u)=F;(u)di+r;(u), r;(w) = > Fj(u)d, (4.1)

=0,j#i
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alakot haszndljuk. Az (1.1) gérbének abban a pontban van csicspontja (kuszpidalis
pontja), ahol a derivaltja eltiinik. A (4.1) gérbének a

g(u) = Fi(wd; + 1 (u), & (w) = > Fj(u)d,
j=0j#i
érintGvektora pontosan akkor lesz nulla hosszisigi valamely u € [a,b] pa-
raméterértékhez tartozé pontban, ha
d; = — 3 iy 2o,

vagy Fj (@) = 0 és az T; (u)-ban szereplé kontrollpontok specidlisan helyezkednek
el. Az utébbi kiilonleges esetet a 4.6. szakaszban kiilon térgyaljuk, mindaddig azt
feltételezziik, hogy F; (u) # 0, tehat az osztas elvégezhetd. Mikozben u felveszi az
osszes lehetséges értékét, a d; kontrollpont a

QQO:—Zz;UEMJ] (4.2)

gorbét irja le. Ezt a gorbét az (1.1) gorbe i-edik diszkrimindnsgorbéjének nevezzik.

4.1. dbra. Otodfoki Bézier-gorbe (fekete), co(u) diszkrimindnsa (piros) és a
csucspontok éltal leirt gorbe (kék)

Ezzel az eljarédssal nemcsak a csicspont 1étezése mutathato ki, hanem annak
pontos helyét is megkapjuk. A (4.1) egyenléségben d;-t a (4.4) Osszefiiggés jobb
oldalaval helyettesitve, a

) (F () - 22 (“§ F <u>) d;. (4.3)
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gorbét kapjuk. A (4.1) gorbe csicspontjai ezt a gorbét irjak le, mikézben d; kont-
rollpont a ¢; (u) gorbén mozog. A 4.1. dbra ezt szemlélteti 6todfoku Bézier-gorbével.
A kapott eredményt a kovetkezd tétel foglalja Gssze.

4.1. Tétel (Kritérium cstcspontra). Az (1.1) gorbe g (u), u € [a,b] pontbeli de-
rivdltja F; (@) # 0 esetén akkor és csak akkor tinik el, ha a d; kontrollpont a c; (u),
i€{0,1,...,n} diszkrimindns c; (u) pontjdn van.

4.2. Eltiing gorbiilet

A (4.1) gorbének a
MMZM@X%W
& (u)]

gorbiilete az u € [a, b] tetszileges paraméterértékhez tartozé pontban pontosan ak-
kor tiinik el, ha a kévetkez6 feltételek valamelyike teljesiil: g (u) = 0, g (u) = 0,
vagy I\ € R, hogy g (u) = Ag (u).

A g (u) = 0 feltételbdl (ebben az esetben a gorbiilet nem értelmezhetd) az kvet-
kezik, hogy

d = —; <(Z)) (1) 40, (4.4)
a g (i) = 0 feltételbél o
a=-2 f‘_j), Fi(@) £0, (45)

a g (u) = Ag (u) feltételbdl pedig
B (@) di+ 1 (@) = A (B () d + i (1))

Az utébbi egyenl6ségbol a

Anfa) (a) (4.6)
F; (@) — AF; (@)
A (4.6) egyenlet egy A\ paraméterii egyenes,
0 (;)
F(u) \1+t
paramétertranszformaciot végrehajtva a jobban kezelheto

k@ (@ L@
d E(u)”(mm E(u)) (4.7)

feltételt kapjuk a d; kontrollpontra.
amin a

alakot nyerjiik.

Ez az egyenes a (4.4) pontot a t = 0-ndl, a (4.5) pontot pedig t = —1 esetén tar-
talmazza. Ha a d; kontrollpont ezen az egyenesen mozog, mikozben a tobbi kontroll-
pont rogzitett, olyan egyparaméteres gorbesereget kapunk, mely minden elemének
eltiinik a gorbiilete a g (u) pontban. Ezek a g (u) pontok a

¥ (u) 1 (a)

B (01) = e (1) 0+ 0) ++ (10— 2 ) R (o)
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egyenest irjak le, mely tehat parhuzamos a (4.7) egyenessel.
Mikézben u felveszi az Osszes lehetséges értékét, a (4.7) egyenesek vonalfeliiletet
frnak le. Ezen feliilet alkotdéinak ¢ = 0-hoz tartoz6 (4.4) pontjai a

& (w) = — 1)

Fi (u)

diszkriminansgorbét irjak le. (d; = c; (u) esetén az (1.1) gérbének csticspontja van.)
A c; (u) gorbe derivéltja

Ey(w)#, (u) = B (u) F (u)

()

c; (u) + a¢; (u)
alakban frhaté fel. Ez az egyenes a c;(u) pontot a = 0-ndl, a (4.5) pontot
a = F; (u) /F; (u)-nél tartalmazza, ezért a (4.7) egyenes érintéje a c¢; (u) gorbének,
kovetkezésképpen a fent definialt vonalfeliilet kifejtheto, mivel érintéfeliilet.

4.2. Tétel (Kritérium eltiing gorbiiletre). Az (1.1) gorbe g (u), u € |a,b] pontbeli
gorbiilete F; (@) # 0 esetén akkor és csak akkor tinik el, ha a d; kontrollpont a
c;(u), i € {0,1,...,n} diszkrimindns c; (@) pontbeli érintd egyenesén van, de nem
esik egybe a c; (u) ponttal. A d; kontrollpont azon helyzeteinek mértani helye, melyek
az (1.1) gorbén nulla gorbileti; pontot eredményeznek, a c; (u) diszkrimindns érintd
feliilete.

¢ (u) =

érinté egyenese pedig

4.3. énmetszéspont

A g(u),u € [a,b] pont az (1.1) gbrbének pontosan akkor énmetszéspontja, ha 3§ €
(0,b — u|, amire

g(u) =g(u+9)
teljestil. A (4.1) egyenl6ség felhasznélasaval

di:_m(ma)—ﬂ(a)'

Tehat a kovetkezo allités igaz.

4.3. Tétel (Onmetszéspont). A d;, i € {0,1,...,n} kontrollpontok azon helyzetei-
nek mértani helye, melyek dnmetszéspontot eredményeznek az (1.1) gorbén, az

ri(u+0) —r;(u)

L (u,0) = — ) N 0,0 —
(u,d) Fr(utd) = F(u) u € [a,b], §€( u]
feliilet.
Ez egy haromszog alaku feliiletfolt, melynek hatargorbéi
_ri(a+6)—r;(a)
li ) 0) = ) d ) b— )
(0.0) =~ S e (0b—d]
(b ) = — SO ZE ) gy (4.8)

Fi(
(— u
R0~ F )
(lsl_{%ll( )—Cl(U),UE[,]
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4.4. Eltino torzid

A tovébbiakban azt feltételezziik, hogy az Fj(u) bézisfiiggvények legaldbb
haromszor folytonosan differencidlhatéak. Az (1.1) gorbe

(u ) S (u))
2
x g (u)]
torzi6ja pontosan akkor tiinik el valamely @ € [a, b] paraméterértékhez tartozé pont-
ban, ha az aldbbi feltételek valamelyike teljestl:

T(u) =

(&(u), g
& (u)

1. g(u) = 0;
2. g(u)=0;
3. g(u) x g(u) =0;
4. 8 (u) = 0;

5. ag(u),g(u) és & (u) vektorok egy sikkal parhuzamosak (természetesen ez az
eset tartalmazza az elézoeket is, de a fenti elkiilonités megkonnyiti a tovabbi
magyarazatokat).

Az 1., 2. és 3. feltételekbol az kovetkezik, hogy a d; kontrollpontnak a

R
c; (u) = E(u)’E( ) # 0

diszkriminans v = u pontbeli érintdjére kell illeszkednie, ami alapjan

(lasd a 4.1. és 4.2. szakaszokat).
A 4. feltétel kovetkezménye
d, = i)
Fi(u)

Az 5. feltétel azt jelenti, hogy Jda, § € R, amire

g (u) = o (u) + B8 (1)
teljesiil, amibol a

_af(@+ BT —h (@)
' Fi(a) - oF; (a) — BF; (1)
B (o (@) + 8F) — (o, (@) + 8F, (1) £ @) g o
F (@) (B (@) - oFs (@) - BF: (1) Fi (@) |

=

feltételt kapjuk a vizsgalt kontrollpontra. A (4.9) egy «a, [ paraméterektdl fiiggd
feliilet. Ez a feliilet az aldabbi pontokat tartalmazza:

81



dc_1069 15

e c;(u), ha a = =0;

o (a
o — FZ E;, ha a =0, 8 — oo (ez a feliilet paraméterezésének szingularitdsa);
 (u
7
—FZ (()), ha 6 =0, a — oo (ez szintén a feliilet paraméterezésének szingula-
 (u
7

ritdsa).

Az is lathaté, hogy mind az «, mind a [ paramétervonalak egyenesek. A
tovabbiakban megmutatjuk, hogy a (4.9) feliilet a ¢; (u) diszkriminansgdrbe u-beli
simulésikja. (A rovidség kedvéért a kovetkezd formuldkbdl az (u) argumentumot
elhagyjuk.)

A fent emlitett simuldsik parhuzamos a

. _ Ei, — Ei
Fz'2

éS . .. . .. .

(BF:—282) by + 2B B — F2¥,

3

7

& =

b

vektorokkal, ezért a normalisa

(FEFz (i X F;) = F2E, (B % F3) + FP (F x rz))
L\ D
(#)

alakban frhat6 fel. Atalakitdsok segitségével (valamilyen komputeralgebra program
hasznalata sokat segit) megmutathatd, hogy a fenti vektor és a

B (of + 8¥) — (af, + BF.) 1,
F; <Fz — aF; —5Fz>

di—Ci:

vektor skalaris szorzata nulla Vo, 3, azaz d; a simuldésikban van. Természetesen ez
a simulésik tartalmazza a diszkrimindns u-beli érint6jét is, igy kielégiti az 1 — 5.
feltételeket. Tehat a kovetkezo tételt bizonyitottuk be.

4.4. Tétel (Kritérium eltiing torziéra). Az (1.1) gorbe g(u), u € [a,b] pontbeli
torzigja F; (w) # 0 esetén akkor és csak akkor tinik el, ha a d; kontrollpont a c; (u),
i €{0,1,...,n} diszkrimindns c; (u) pontbeli simulésikjin van.

4.5. Konvexitas

A tovébbiakban az 1.3. definicié szerinti gérbéket tekintjik konvexnek. Mas meg-
kozelitésekkel is talalkozhatunk.

e Egy sikgorbét konvexnek neveziink, ha a gorbe érintdinek ugyanazon az oldalan
van (a kiilénboz6 oldalakat a bejaras szerint tekintve).

82



dc_1069 15

e A gobe konvex, ha barmely hipersik legfeljebb két pontban metszi, vagy a tel-
jes gorbe a hipersikban van (lasd [62], [20]). Ezért a konvex gorbék sikgorbék
(kétdimenziés sikban vannak). Ez a definicié megszoritébb mint az &ltalunk
hasznalt, mivel kizarja azokat a gorbéket, amelyek egyenes szakaszt tartalmaz-
nak.

e A [48] cikk irdnyitott paraméteres gorbék konvexitasat vizsgalja. E szerint, az
irdnyitastdl fiiggéen ugyanaz a sikgorbe (alak) lehet konvex is és konkav is.

Ismert, hogy amennyiben az (1.1) gorbe rendelkezik a hullimzdscsokkentd tu-
lajdonsaggal, akkor a kontrollpoligon konvexitasa maga utdan vonja a gorbe konve-
xitasat. Az allitas megforditdsa azonban altalaban nem igaz.

Feltételezziik, hogy az (1.1) gorbének nincs inflexiés pontja, csticspontja és
onmetszéspontja, azaz szingularitasmentes. Ilyen feltételek mellett a zart gorbék
(g (a) = g (b)) konvexek, a nyilt gorbék azonban nem feltétlentil. A két lehetséges
ellenpéldatipust mutatja a 4.2. abra.

<_77i3%(“) g (b)

1) 2)

4.2. dbra. Szingularitdsmentes nemkonvex nyilt gorbék

4.5.1. 1. eset

Az els6 eset azt jelenti, hogy

azaz 3\ € R, amire

Ag (u) =g (u) — g (b)
teljestil. A (4.1) egyenl6séget behelyettesitve
AE (u) + Fy (b) = Fi (u)]

7

ami egy A paraméterli egyenes. Ennek az egyenesnek a A = 0 pontja

r; (U) —Tr; (b)
F; (b) = F; (u)’

ami a (4.8) gdrbén van, és a A — oo pontja (ami a paraméterezés szingularitdsa)

(u
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a (4.2) diszkrimindnsra illeszkedik. Az egyenes irdanyvektora

(ri (u) — 1 (b)) Fj (u) + 1 (u) (F; (b) — F; (u)) ,

vagyis ez az egyenes a (4.8) gorbét annak u € [a, b] pontjaban érinti.
Tehat a d; kontrollpont azon helyzeteinek mértani helye, mely az 1. esetet
eredményezi, a siknak a (4.8) gorbe érint6i dltal fedett tartoménya.

4.5.2. 2. eset

A 2. eset jelentése

azaz 3\ € R, amire

Ag(b) =g (u) —g(b)
teljesiil. A (4.1) egyenléség behelyettesitésével a
 ME;(b) + Fi (b) — F; (u)

i

egyenlOséget kapjuk, ami egy A paramétert egyenes. Ennek A = 0 pontja

r; (U) —r; (b)
Fi(b) = Fi(u)’

ami a (4.8) gorbére illeszkedik, a A — oo-hez tartozo

pontja pedig (ami a paraméterezés szingularitdsa) a (4.2) diszkrimindnson van. Az
egyenes iranyvektora

qi (u) = (r; (u) — i (b)) F5 (b) + i (b) (Fi (b) — Fi (u)). (4.10)

Tehat a d; kontrollpont azon helyzeteinek a mértani helye, mely a 2. esetet
eredményezi, a (4.8) gorbe pontjain athaladd, a (4.10) irdnnyal parhuzamos egyene-
sek altal fedett sikrész.

4.5.3. Konvexitasi vizsgalat

Nyilvanval6, hogy amennyiben a gérbének énmetszéspontja van, akkor az 1. és 2.
esetek valamelyikének feltétele is teljesiil. Kovetkezésképpen, az alabbi kérdésekre
kell valaszolni a konvexitds eldontése érdekében.

1. Van az (1.1) gorbének csicspontja vagy inflexiés pontja?
Ez a kovetkezoket foglalja magaban:

e d; a diszkriminénra illeszkedik? (csucspont)

e lechet érintét rajzolni a d; kontrollpontbdl a (4.2) diszkriminanshoz?

84



dc_1069 15

e ha a valasz igen: elGjelet valt az (1.1) gorbe gorbiilete a hozzd tartozéd
pont kornyezetében? (inflexids pont)

2. Lehet érint6t hizni a d; kontrollpontbdl a (4.8) gorbéhez? (1. eset)

3. Van olyan (4.10) irdnnyal parhuzamos egyenes, mely dthalad a d; kontrollpon-
ton és metszi a (4.8) gorbét? (2. eset)

Ha mindharom kérdésre nemleges a valasz, akkor a gorbe konvex, egyébként
konkav. A kérdésekhez tartozo egyenletek rendre

(d; —¢; (u) x & (u) =0, u € (a,b), (4.11)
(d; — 1 (u) x L; (u) =0, u e (a,b), (4.12)
(d; —1; (w)) X q; (u) =0, u e (a,b). (4.13)

Mivel a gorbék sikbeliek, feltételezhetjiik, hogy az z,y koordinatasikban van-
nak, ezért a fenti vektorialis szorzatoknak csak a harmadik komponense lehet
nullatdl killonbozé. A (4.11), (4.12), (4.13) egyenletek tehat skaldregyenletekké re-
dukalhaték, vagyis egyvaltozos fiiggvények zérushelyeit kell keresniink. Elegend6
egyetlen zérushely a kérdés megvalaszolasara, nem kell mindet megkeresni.

Valéjédban a (4.12) és (4.13) esetekben nincs sziikségiink magukra a zérushelyekre,
csak a létezésiiket kell megvizsgalni. Miutan folytonos fliggvényekrdl van szd, elég
a zérushelyeket behatarolni, azaz két olyan u értéket kell talalni, melyhez tartozé
fiiggvényértékek kiillonbozo eldjeliiek.

Az inflexiés pont esetén azonban ki kell szamitanunk magat a zérushelyet is,
mivel a (4.11) egyenl6ség csak a gorbiilet eltiinését garantdlja. Azt is meg kell
néznilink, hogy a gorbiilet el6jelet valt-e a zérushelyhez tartozé pont kornyezetében.

Ez a konvexitas-vizsgalat miikodik zart gorbék esetén is, és az 1. ill. 2. eset
feltételeinek teljestilését konnyebb vizsgalni, mint az onmetszéstartomanyra valé il-
leszkedést.

Elvileg a gorbe barmely kontrollpontja hasznéalhaté a konvexitas vizsgalatahoz,
de legtobb esetben dj bizonyul a legjobb valasztasnak, igy pl. a végpontban inter-
polal6 gorbéknél is. Konnyen beldthatd, hogy Bézier-gorbe esetén qq fliggetlen u-tol
és a d,, — d,,_; irdnnyal parhuzamos (14sd a 4.3. abrét).

4.6. Specialis eset
Most azt a specidlis esetet vizsgaljuk meg, amikor a mozgd kontrollpont egytitt-

hatéfiiggvényének derivaltja a vizsgdlt pontban eltiinik. Ha a d; (i € {0,1,...,n})
kontrollpont egyiitthatéjara F; (u) = 0 teljesiil, akkor a (4.1) gorbe @ pontbeli

n

g(w) =F (a)d; + 1 (a), & (@)= Y  Fj(u)d,

derivéltjanak eltiinéséhez a

Y Fj(u)d; =0 (4.14)
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inflexid

4.3. abra. Konkav kontrollpoligoni konvex Bézier-gérbe; a gorbe pontosan akkor
konvex, ha a dy kontrollpont a zold teriileten van

egyenléségnek kell teljesiilni. Ez azt jelenti, hogy Fj (@) = 0 esetén, ha a (4.14)
egyenléség teljesiil, akkor a g (u) gorbének az u helyen a d; kontrollpont helyzetétél
fiiggetleniil mindig csticspontja van. A diszkrimindnsgorbe helyett tehat az egész
sikot, ill. teret kapjuk mértani helyként.

dy

4.4. dbra. A (4.15) feltételt kielégité kontrollpontii negyedfoku Bézier-gorbének az
u = 0.5 helyen a ds kontrollpont helyzetétdl fiiggetleniil mindig csticspontja van
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4.6.1. Bézier-gorbe

Bézier-gorbe esetén a bézisfiiggvények a Bernstein-polinomok lesznek, melyek de-
rivaltjara a .
B! (u) =n (Bf__l1 (u) — B (w), uel0,1]

rekurzié teljesiil. Ennek zérushelye

1 ,hai=0;
0 ,hai=n;
L ha0<i<n.

A gorbe derivéltja
n—1
g(u) =n (Bﬁii (w)d, = By~ (u)do + Y (Bj= (w) = B " (w)) dj)
j=1

alakban irhato fel.
Az i # 0,n kontrollpontokat célszer(i vizsgalni, ugyanis a g (u) = 0 megoldaséara
t = 0 esetben a jol ismert d,, = d,,_1, i = n esetén pedig a d; = d feltételt kapjuk a
kontrollpontokra. Vagyis d; = dg esetén a kezdépontban eltiinik a derivalt az Gsszes
tobbi kontrollpont helyzetétdl fiiggetlentil, a végpontban pedig d,, = d,,_; esetén.
n=3,i =2 esetén (4.14) alapjén a

1 3
d; =-dp+ -d
3= ;% + e
feltételt kapjuk. n = 4,7 = 2 esetén pedig a
2(ds —d;) =do—dy (4.15)

feltételt. Az utébbi esetet illusztralja a 4.4. abra.

4.7. Normalizalt bazisfuggvények

Ha az (1.1) gorbe kombindl6 fiiggvényeinek dsszege 1 (ami a leggyakrabban haszndlt
gorbeleirasoknél teljesiil), akkor tovabbi informacidkat is tudunk mondani a szingu-
laritasokrol.

4.5. Tétel. Ha az (1.1) gorbe a kontrollpontjainak baricentrikus kombindcidja, ak-
kor a c; () diszkrimindns a {do,dy, ..., d,} \ {d;} kontrollpontok baricentrikus kom-
bindcioja.

Bizonyitas. Ha az (1.1) gorbe a kontrollpontjainak baricentrikus kombinacidja,
azaz

akkor
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ami miatt a ¢; (u) diszkrimindns

Z?:o,#iFj (u) d; _ - Fy () d.
Fi <u> §=0,j%1i Z?:O,l;éi Fl <u> ’

alakban irhaté fel tetszoleges 7 esetén. [

c;(u)=—

4.1. Kovetkezmény. Ha a kombindlo fuggvények normalizdltak, akkorn = 3 esetén
a diszkrimindns mindig sikgorbe és az onmetszéspontok felilete siktartomadnnyd
degeneralddik, tehdt n = 3 esetén csak sikbeli (1.1) gorbének lehet csucspontja,
onmetszéspontja vagy nulla gorbiletd pontja.

4.2. Kovetkezmény. Ha a kombindlo fuggvények normalizdltak, akkorn = 3 esetén
a torzio vagy a gorbe minden pontjaban eltinik, vagy sehol sem.

4.8. Alkalmazas

A c¢; diszkriminans a g gorbe szingularitasainak teljes jellemzését lehetévé teszi.
A diszkriminansgorbe és a segitségével létrehozott feliilletek a tervezok szamara
segitséget nyujtanak a nem kivant szingularitasok elkertilésében, illetve a kivant
szingularitasok biztositasaban, valamint a gorbék vizsgalatdban. Mindegyik eset-
ben a d; kontrollpont és gorbe, vagy kontrollpont és paraméteres alakban adott
feliilet kolcsonos helyzetét kell megvizsgalni. Ha az illeszkedéstiket vizsgaljuk, ak-
kor ez a gorbékre, ill. feliiletekre vonatkozé pontinverzié problémajanak megoldasat
jelenti (Piegl, Tiller [58]). Ha csak a kozelségiik érdekel benniinket, akkor az un.
pontvetiilet (Piegl, Tiller [58]) vagy talppont probléma (Anderson et al. [1]). Ezek
a gorbék, ill. feliiletek konnyen megjelenitheték, ezért a tervezo szaméra vizudlis
segitséget jelentenek.

Az (1.1) gorbének n+ 1 kiilonb6z6 diszkrimindnsa van. Barmely d; kontrollpont
és a hozza tartozdé diszkriminans felhasznalhaté a szingularitas vizsgalatara, azon-
ban, mint ahogy a kovetkezd szakaszokban latni fogjuk, ¢ alkalmas megvélasztasa
nagymértékben egyszerisitheti a feladatot. A problémat az okozza, hogy a diszkri-
minansoknak altaldban tobb végtelen tavoli pontjuk van, azaz a diszkriminansgorbék
altalaban tobb agbdl allnak.

4.8.1. Bézier-gorbék szingularitasai

Feltételezve, hogy a kombinal6 fliggvények Bernstein-polinomok, tovabbi eredmé-
nyeket kapunk. A Bézier-gorbék diszkriminansgorbéi altaldban raciondalis gorbék.
Azonban tetszéleges fokszamu Bézier-gorbe cg (u) és ¢, (u) diszkrimindnsa min-
dig polinomidlis gorbe. Ezt a ¢y (u) diszkrimindnsra mutatjuk meg, c, (u)-re a
bizonyitas ezzel analdg.

A Bézier-gorbénk

g(u) = B (w)do+ Y B} (w)dj, uel0,1]

alakban frhaté fel, ahol B} (u) a j-edik n-edfokd Bernstein-polinomot jeloli, tehdt

Md (1 —u)"™? <j<
B (u) = (J)u (1—w)"7, ha ,0 <jsm
I 0 egyébként.
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Felhasznalva, hogy By (u) derivéltjdra B2 (u) = —nBy~" (u) teljesiil és

to(u)=n(By " (u)— By (u)di +n (By ' (u) — By ' (u))da + ... +nB. | (u)d, =
—n <Bgl (u)dy + Z B (u) (djpq — dj)> :

a ¢p (u) diszkriminans

U)

-1 pn— l
B
Co (U,) = — = E: B” 1 u ]+1 — dj) . (416)

alakud lesz. A

s () () ()

i=1,2,....,n—1

azonossag segitségével a (4.16) kifejezés

co(u) = dy +n§f (“;1) (1fu>j (dj1 — dy)

i=1

alakra hozhaté. Ebbdl a

t:T%—temm%u%l (4.17)

paramétertranszformacioval a diszkriminans hatvanybazisban felirt

n—1
n—1\ .
=d; + ) < j )tj(dj-&-l_dj)
=1

alakjat kapjuk.
A kovetkezokben az onmetszést eredményez6 pozicidk
Sty By (u+6) — By (u)) d;
By (u+6) — By (u)

l[) (U,(S) = —

felilletét vizsgdljuk. A 6 = 1 — u értékhez tartozé hatargérbének a (4.17) pa-
ramétertranszformacié utan a hatvanybazisban felirt alakja

%+§:<)Jd—d)t€Mmy (4.18)

Az u = 0 hatargorbe
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n = 3 esetén a Bézier-gorbe cg(u) diszkrimindnsgorbéjére és az Onmetszések
felilletének hatargorbéire a kovetkezoket kapjuk.

co (u) olyan parabolaiv, mely kezd6pontja d; és ebben az érint6 irdnya ds — d.
c3 (u) szintén parabolaiv, mig ¢; (u) és ¢y (u) hiperbolaivek.

Az 1y (u, 6) onmetszésfelillet hatargorbéi a kovetkezdk.

A § = 1 — u hatdrgdrbe a ds kontrollpontbdl indulé parabolaiv, lasd a (4.18)
kifejezést. Az u = 0 hatargorbe

=0T 2 B0 wd;
1om¢D——§: Ao d; = SANCIORD

Jj=1

raciondlis Bézier-gorbe alakban irhat6 fel, ahol a silyok wy = 3,w; = 3/2 és wy =
1. Ezekre a w; = dw;, ¢ = V/3 projektiv paramétertranszforméciét alkalmazva
megkapjuk a masodfoki racionélis Bézier-gorbe standard alakjat a wy = wy = 1 és
W, = v/3/2 stilyokkal. Ez a gorbe tehat olyan ellipszisiv, mely végpontjai d; és ds.

A 4.1, és 4.2. kbvetkezményeknek megfelelGen az 1y (u, ) 6nmetszéspontok feliile-
te a di,ds és ds kontrollpontok &ltal kifeszitett sikbeli tartoménnya degenerdlédik,
csakigy mint a diszkriminans érintéfeliilete. Tehat csak sikbeli harmadfoki Bézier-
gorbéknek lehet csticspontja, onmetszéspontja vagy nulla gorbiilet pontja, valamint
harmadfoku Bézier-térgorbe egyetlen pontjaban sem tiinhet el a torzi6. Ezek 0ssz-
hangban vannak Stone és de Rose [71] mds uton kapott eredményeivel.

4.8.2. Ciklikus gorbe diszkriminansa
A (2.15) ciklikus gorbe i-edik diszkrimindnsgorbéje

C; (u> _ Z?Zo,j?éi C’J}n (’LL) dj |
Oi,n (u)
Mivel
. ncy » L |
ij (U) B _2_n<1+COS(u—])\n)) Sll’l(u_j)\n)7

a diszkriminans

Z?Zo,#i (14 cos (u — jA))" " sin (v — j\,) d;
(14 cos (u—iX,))" "sin (u — i),)

c;(u) =—

alakban irhaté fel. Ennek a nevezdje az u = i\, és u = 7w + 1)\, helyeken tiinik
el, ezért a diszkriminansgorbének két végtelen tavoli pontja van, vagyis a gorbe két

aghdl all.
A diszkriminansgorbe i = 0 esetén
ijl (14 cos (u— jA,))" "sin (u — j\,) d;
(1 + cos (u))" " sin (u)

Co (U) = —

A 4.5, dbran olyan masodrendl ciklikus gorbét lathatunk, melynek harom
csucspontja van.
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4.5. abra. Harom csicsponttal rendelkezé masodrendi ciklikus gorbe (fekete) és ¢
diszkriminansa (piros)
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5. fejezet

(")sszefoglalés

A szamitégéppel segitett geometriai tervezésben a gorbéket leggyakrabban

g(u) = Z?:()Fj(“) d;
Fj:la,b] > R, u€[a,b] CR, dj € RY, d>2

alakban irjuk le, ahol a d; pontokat kontrollpontnak, az Fj (u) fiiggvényeket pe-
dig kombindlé6 fiiggvénynek (ha linedrisan fiiggetlenek, akkor bazisfiiggvénynek) ne-
vezziik. Dolgozatunkban ennek a gorbemodellezésnek néhany kérdésével foglalkoz-
tunk. Az eredmények az alabbi harom f6 teriiletre terjedtek ki.

5.1. Ciklikus gorbék

A legfeljebb n-edrendii (2n-edfoki) trigonometrikus polinomok
Vi = (Vi) = (1, cos(u), sin(u), . .., cos(nu),sin(nu) : u € [0,27]), 0 <n €N

terében a

cn 2 92n o
Cn == {017,1(11,) = 2_n (1 4+ cos (U, - Z)\n)) }Z‘:O, Cp = m, An = m

ciklikus bazist definidltuk, amely zart gorbék leirdsara alkalmas az
2n
a, (u) = ZC’iyn(u)di, uwe0,2n], n>1
=0

alaku cilikus gorbékkel.
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~ 1. Tézis (Ciklikus gorbek). \

e A ciklikus fiiggvényrendszer linearisan fliggetlen (tehéat a legfeljebb
2n-edfoku trigonometrikus polinomok terének bazisa), a fliggvények
nemnegativak, egységfelbontast és Descartes-féle rendszert alkotnak
(de nem totdlisan pozitivak), tovabba egzakt formula létezik a V,, és
C,, bazisok kozotti transzformaciora.

o A ciklikus gorbék globalisan valtoztathaték, szingularitdsmentes
paraméterezésii C'*-osztalyi zart gorbék lefrasara alkalmasak re-
dundéans kontrollpontok megadasa nélkiil, derivalasra nézve zartak,
hullamzascsokkent6 tulajdonsaguak, konvexitas-megorzok, egzakt for-
mula létezik a fokszammnovelésiikre, a fokszammnovelt gorbe kontroll-
poligonja a gorbéhez konvergal, zart trigonometrikus gorbék széles
osztélydnak biztosit egzakt kontrollpont-alapi lefrast (mely magédban
foglal olyan nevezetes gorbéket is, mint az ellipszis, zart epi- és hipo-
ciklois, Lissajous-gorbe, téruszcsomd, félium).

e Eljarast adtunk racionalis trigonometrikus gorbék egy osztalyanak
kontrollpont-alapi leirdasara, melyhez olyan nevezetes gorbék is tar-
toznak, mint a Bernoulli-féle lemniszkata és a Zsukovszkij-féle
szarnyprofil.

Kapcsol6dé publikéciok: [64], [63] és [45].

5.2. NURBS gorbék alakmdédositasa

A NURBS (raciondlis B-szplajn) gorbéket kontrollpontjai, sulyai, csoméértékei és
fokszama hatarozzak meg. Ha ezek koziil barmelyiket megvéltoztatjuk, a gorbe
alakja is megvéltozik. Célunk a fellépo alakvaltozasok vizsgdlata és adott geometriai
feltételeket teljesité alakmoddositasi eljarasok kidolgozasa volt.
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~ 2. Tézis (B-szplijn-gorbék alakmédositisa). | \

e A zart racionalis B-szpldjn-gorbék rendjének novelésével kapott
gorbék sorozata a kontrollpontok stlyozott szamtani kozepéhez tart.

e Olyan alakmoddositasi eljarast adtunk meg, amellyel a NURBS gorbe
alakjat gy modosithatjuk tobb sily egyidejii valtoztatasaval, hogy
a gorbe kivalasztott pontja egy adott pontba keriiljon. Ez egypa-
raméteres gorbesereget eredményez, mely seregparaméter tovabbi (pl.
érintési) feltétel kielégitését teszi lehetové.

e A k-adrendl B-szplajn-gorbe m multiplicitdsi wu; csomoéértékének
véaltoztatasakor kapott gorbesereg burkoléja az a (k — m)-edrendii
B-szpldjn-gorbe, mely kontrollpontjai megegyeznek az eredeti gorbe
kontrollpontjaival, csomodértékeit pedig gy kapjuk meg, hogy az
eredeti csomoértékek koziil kihagyjuk a véltoztatottat. Harmad-
foki B-szplajn-gorbékre tobb csoméérték egyiittes valtoztataséval
kényszeres (illeszkedési, érintési) alakmddositési eljarast adtunk meg,
kihasznélva, hogy a probléma a burkolégorbe segitségével paraboldval
kapcsolatos masodfoki feladatra vezetheto vissza.

Kapesoléds publikaciok: [40], [34], [25], [41], [42], [27), [43], [44], [28].

5.3. Szingularitasvizsgalat

Uj modszert adtunk a kontrollpontok és bézisfiiggvények kombinaciéjaval adott
globalisan véaltoztathaté gorbék szingularitdsainak (cstcs-, Onmetszés-, eltling
gorbiiletli és torzi6ji pontjainak) és konvexitdsanak meghatdrozdsara. A moddszer
lényege, hogy a tetszélegesen kivédlasztott kontrollpont helyét valtoztatjuk, mikozben
a tobbit rogzitjik, és keressiik a kivélasztott kontrollpont azon helyzeteit, melyek
gorbén szingularitast eredményeznek, ill. biztositjak a konvexitast.

,—[ 3. Tézis (Szingularitds, konvexités).} \
Kontrollpontok és bazisfiiggvények kombinacidéjaként eléallitott globalisan
valtoztathato gorbék szingularitasanak vizsgalatdhoz definidltuk a diszk-
riminansgorbét, ami lehetoséget ad arra, hogy tetszolegesen kivalasztott
kontrollpont helyzete alapjan eldéntsiik, hogy van-e szingularitdsa (csucs-,
onmetszés-, eltling gorbiileti, nulla torzidju pontja) a gérbének, tovabba a
szingularitds pontos helyét is megkapjuk. A moddszer segitségével a gorbék
globdlis konvexitasa is eldonthetd.

Kapcsolédé publikaciok: [36], [37], [38].
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