Valasz Garay Barnabas professzor Ur biralatara

Szeretném megkoszonni professzor Ur opponencidjat, a leirt munkara vald sokoldalld reflexidit,
melyben a matematikai igényesség vizsgdlata mellett a mérnoki szempontok is helyet kaptak.
K6szondm dicsérd szavait és kritikait is, melyekkel alapveten egyetértek, és valaszomban igyekszem
az azokban megjel6lt kérdéses pontokat tisztazni.

A birdlat 2. fejezet els6 négy részével és a 3. fejezettel kapcsolatos részei azt hiszem, hogy nem
igényelnek részletes valaszt, koszonom a pozitiv értékelést, és az eredményeim tdg kontextusban valé
bemutatasat is.

Az Usz6 test problémat targyald 2.5. fejezettel kapcsolatban biralém tébb nyitott kérdést, érdekes
felvetést és kritikus megjegyzést fogalmaz meg, melyekre sorban szeretnék reflektalni.

A reguldris matrixok komplementerhalmaza

A (28)-as képlet feletti két mondat valdban ébreszthet az olvasdban olyan érzést, hogy az iré esetleg
azonosnak tekintette a regularis matrixok komplementerhalmazat az azonosan 0 matrixszal.
Szerencsémre nem ez a helyzet. Azért emeltem ki az azonosan nulla matrix esetét a szévegben, és nem
targyaltam mads szinguldris matrixok esetét, mert az idézett szdvegrész célja az Usz6 test probléma
megoldasahoz felhasznalt médszer bemutatasa. Az Usz6 test probléma esetén a (27) egyenletekben
szerepl6 matrix minden esetben azonosan nulla, és ennek kezelésére egy olyan megoldasi technikat
javaslok, amely mas szinguldris matrixoknadl a leirt formaban nem lenne mikod&képes.

A 3-as labjegyzet

Teljes mértékben egyetértek biraldmmal abban, hogy a Riemann-Liouville féle toértrend( kalkulus
valdban tartogat kellemetlenségeket a klasszikus kalkulushoz képest. A tortrendi derivalt nemlokalis
jellege azt eredményezi, hogy a neutralis Uszas egyszeres integrallal kifejezett geometriai feltételei a
tortrendld derivdlds kovetkeztében kett6s integrallda vdltoznak. A tortrendl derivalas
nemegyértelm(iségének problémaja azért nem jelentkezett, mert Riemann nyoman a derivalas
végpont-paraméterét 0-nak vettem fel, igy a derivalt egyértelm(ivé valt. A Newton-Leibniz formula
analogonjat pedig nem kiséreltem meg felhaszndlni. A regularitds problémas voltat egyértelmUen
tikrozik a kapott eredmények is. Ahhoz, hogy szingularitasoktdl mentes megoldast kapjunk, nem elég
megfelel6 kezdd6feltételeket meghatarozni, hanem sziikség volt annak feltételezésére, hogy a [0,1]
intervallum egy véges kezdeti szakaszan mar rendelkeziink egy regularis megoldassal. Ezt a feltételt
sikertilt oly mdédon teljesitenem, hogy a trividlis megoldas (gomb alaku test) kezdeti szakaszat
kombinaltam egy nemtrivialis folytatassal. Ugyanakkor azt gondolom, hogy a dolgozatban szerepl6
kiinduldegyenletek specialis formaja miatt a tortrendl derivalas ebben az esetben kell6en regularis
fliggvényekre vezet. Ezt aldbb részletesen is bemutatom majd.

A tortrend( kalkulus kedvezétlen tulajdonsagai miatt nem prdbaltam meg a tértrend(i derivaltak
altaldnos tulajdonsagaibdl levezetni a megoldds létezését, hanem a tortrendl derivaltat annak
klasszikus definicidjanak megfelel6en klasszikus derivaltakkal és integralokkal fejeztem ki, és az igy
kapott - meglehet&sen 6sszetett — képletekkel dolgoztam. Ezzel a megkozelitésmadddal sajnos egylitt
jar, hogy a vizsgdlt probléma konkrét egyenleteinek pontos alakjat erésen kihasznalo, és nagyszamu



technikai |épést tartalmazo (de azokban egyszer(i matematikai eszk6zokkel operald) érvelést irtam le.
Az ilyen jellegli megoldasok ritkan tudnak ,elegansak” lenni, az olvasé szdmdra nagyon sok munkaval
jar a technikai lépések rekonstrudlasa, és az esetemben valéban nem segitett a matematikai és
mérndki nyelvezet vegyitése, illetve egyes helyeken a probléma jellege altal igényelt matematikai
precizitas elégtelensége. Kilon szeretném megkoszonni birdldmnak, hogy ennek ellenére részletesen
vizsgalta a dolgozatnak ezt a fejezetét.

4-es labjegyzet javaslatai
A labjegyzet két rovid javaslatot tartalmaz, melyekre sorban szeretnék reagalni.

Birdlom felvetette, hogy egyetlen megoldads bemutatdsa is elég lenne a megoldas |étezésének
bizonyitasahoz. Bar ezzel egyetértek, de sajnos a megoldandé egyenletek 6sszetett alakja miatt nem
tudtam zart alakban megoldast taldlni, még ugy sem, hogy rendelkezésre dlltak az egyenletrendszer
numerikus integralasaval nyert megoldasok (36. abra).

Szintén felvetette, hogy Riemann-Liouville derivdlt helyett Caputo derivaltat haszndlva
egyszerlisobdhetne a megoldds. Sajnos a 2.5.4 fejezetben javasolt megolddsi stratégia Caputo derivalt
hasznalata esetén nem mikodik. Ahhoz elsé 1épésben a (24)-(25) kiinduléegyenleteket kétszer kellene
derivdlni. Amint azt a 2.5.4 fejezetben bemutattam, a kétszeri derivalds nem végezhetd el az
integraljelen belll a (28) kifejezésnek megfelelGen, mivel a g; fliggvények ehhez nem kell6en simak. A
Riemann-Liouville derivalds esetén viszont a tortrendd integralast kovetGen kell derivdlni, amely
értelmes kifejezésekhez vezet.

A megoldas regularitdsaval kapcsolatos megjegyzések a 4-es labjegyzetben

Amint biralém megjegyzi, a dolgozat eredménye szempontjabél a kontrakciéval nyert megoldas
regularitdsa problémads lehet a szingularis magfiiggvényekkel valé konvollcids operatorok ismert
nehézségei miatt. Ezt az észrevételt, és az ehhez kapcsolddo kritikus megjegyzéseket jogosnak
tartom, mivel a Picard-Lindel6f tétel adaptaldsa sordn nem targyaltam részletesen egy lényeges
kérdést, ami az eredeti tétel esetén nyilvanvald, de a neutralis Uszas problémaja esetén nem.

A megoldas létezésének bizonyitasahoz definidltam egy leképezést a dolgozat (47) képletével:
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amely W(8): [ 10, 2.1 > R? (0<e < gy < 15 <1 adottak) fuggvények egy zart halmazat képezi le

ugyanilyen fliiggvényekbe. Bizonyitottam, hogy kontraktiv és igy kell legyen egy fixpontja, ami az Uszé
test probléma megoldasat adja. A dolgozatban ugyan kimondtam, de nem indokoltam meg azt, hogy

V.1 tétel: A (V1) leképezés a dolgozat megkétései mellett minden folytonos fliggvényre
értelmezheté és a kapott filiggvény is folytonos.

Az aldbbiakban ezt a hidnyzd indoklast szeretném ismertetni. Az egyes fliggvények Y; figgvényektdl
valo fliggését a dolgozathoz hasonldan explicit mdédon jel6lom, de természetesen ez nem jelent még
egy flggetlen valtozoét.


http://www.fileformat.info/info/unicode/char/211d/index.htm

Tegyik fel tehat, hogy a ¥, () =Y;' () (j =12) fuggvények folytonosak az ae[ 7o, 7,1

intervallumon. A dolgozatbdl tudjuk, hogy

(i) A ¥ (a)=Y,'(a) j=12 folytonos flggvények ismertek az a.€[0, 7] intervallumon
ahol 0<a, < y,.
(ii) ekkor értelemszerGen Y («) folytonosan differencidlhaté

(iii) az a(p) és b(g) figgvények szabadon megvalaszthatéak. A tovabbiakban tételezziik
fel, hogy C3 folytonosak!
(iv)  Mindharom fiiggvény kezdeti szakasza ismert: Y; (o) = (1) e és a(ar) = b(a) =0ha

a.e[0,a1], ahol O<a<1 adott konstans.

Az aldbbi flggvény:

(v2) X2(cr, Y, () = (E(9) + (¥, (@) - (@) F1- 4°)

a (ii) és (iii) pontok miatt az a.€[0, ¢] d<(0,1] tartomanyon folytonos fliggvények 6sszeaddsaval,

« sz

masodik és harmadik derivaltja (V2)-bél zart alakban kifejezhetd (lasd csatolt Maple munkafiizet?). A
kapott képletek alapjan ezekrél is megéllapithatjuk, hogy a a.€[0, ¢] ¢p<(0,1] tartomanyon
folytonosak.

A fentiekbd| kévetkezik az is, hogy X 2(oz, a,Y; («)) folytonos fuiggvény, ha a.e(0,1]. Ugyanakkor

a.€[0,0] esetén az (iv) pont miatt
2 2
X(a,a,Yj(a)) =1-a
amely szintén folytonos. igy az X (e, a,Y;(a)) egyvaltozos fliggvény folytonos az a.e[0,1] zart
intervallum egészén.

A dolgozat fliggelékében, a (168) egyenlettel definialt Q(a,4,Y;(a)) fiiggvény az alabbi alakra

hozhato:
[ X @Y (@) - X (@Y, (@)
(v3) Q(06,¢,YJ-(05))d:f s b—a ha a<¢
[!EQQ(ﬂ‘¢’YJ(ﬂ)) ha a=¢

A (V3) fels6 sora alapjan Q fliggvény folytonos az a€[0, ¢), d(0,1] tartomdanyon. Ugyanakkor tudjuk,
hogy az X* fuggvény ¢ szerinti elsé derivaltja létezik és folytonos, ezért a (V3) alsé soraba irt hatarérték

létezik és értéke —¢-%X2(a,¢,YJ(a)). A Lagrange féle kozépértéktétel segitségével

8—6¢X 2(0:,¢,Yj («)) folytonossagabol egyszeriien belathatd, hogy Q folytonossaga kiterjed @ =¢ -re

is, tehat a fliggvény folytonos az a€[0, ¢] ¢<(0,1] tartomanyon. A dolgozatban még bemutatom azt

114sd X2 fiiggvény és derivaltjai” az aldbbi linken taldlhaté Maple munkalapon vagy annak e dokumentum
végén talalhaté képében: http://home.mit.ome.hu/~vpeter/temp/maplemunkalap.mw



is, hogy a trivialis megoldas kis kornyezetében, ahol dolgozunk, Q mindig pozitiv, igy tortrendi és
negativ hatvdnyai valdsak és az eredeti fliggvénnyel azonos regularitasi osztalyba tartoznak.

A (V3)-hoz hasonlé hanyadosok 6sszegeként kifejezheté Q fliggvény ¢ szerinti elsé derivdltja is:
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mely szintén folytonos, ha 0 <a<¢<1. o = ¢ esetén ezen derivalt is hatarértékkel adhaté meg, mely
|étezik és értéke
o ¢ 0

__9 x2 _ T
—¢Q(ﬂ $,Y; () - 8¢X (06-¢,Y,(a))a:¢ 2 o X* (.Y, (a))a:¢

2
Végiil pedig %x 2(0:,¢,Yj () és % X 2(a,¢,YJ— (a)) folytonossaga miatt, a Lagrange féle

kozépértéktétel és a fellleti integralok kozépértéktétele felhasznaldsaval kimutathatd, hogy a
folytonossag kiterjed az a.€[0, ¢], d(0,1] tartomany egészére.
3

Ugyanilyen médon, :753 X 2(a,¢,Yj («)) folytonossagabdl, a Lagrange féle kozépértéktétel, valamint

L L , 0
a fellleti és térfogati integralok kdzépértéktétele felhaszndlasaval levezethetd WQ(O{,¢,YJ- ()

folytonossaga az a.€[0, 9], p<(0,1] tartomanyon. Ennek Iépéseit nem irom le részletesen.

A dolgozatban szereplé G, fliggvényeket a (31) egyenletben szerepl6 improprius integral definidlja, de

ez valtozocserével és a Q fliggvény felhasznaldsaval a (170) egyenletben megadott fix hatarok kozotti,
paraméterektdl fliggd, proprius integralla alakithato:

1 12
(va) Gi(a,z,Y;(a»=2(z—a)j[l_;%xj Q"2(a, -T2(z- )Y, @)Y, (@) -blz-T*(¢-a))far
0

sz

eIoalllthato. Ez alapjan kimondhatjuk, hogy G; folytonos ay e(O,l], ae(0, y ] tartomanyon.

(Ugyanakkor a=0 és I'=1 esetén a fenti képletben szerepl§ tort szamlaléja és nevezdje is 0-va valik. A
folytonossag ennek ellenére bizonyithaté lenne a=0 esetén, de nincs ra sziikségiink.)



G, (2, 7,Y: () 0°G, (e, 7,Y (@)
A (V4) egyenletbél zart képlettel megadhatd : 5 J és ' 57 J a derivalast az
/4 v

integraljelen bellil elvégezve és a szorzat, illetve 6sszetett fliggvény derivaltjanak képleteit alkalmazva.
A dolgozatomban nem irtam le a Maple program segitségével elGallitott eredményeket, ezért itt
szeretném bemutatni ezeket egy csatolt Maple munkalapban2. Mindkét fliggvény a (V4)-hez hasonléan
folytonos flggvények kompozicidjaval, szorzdsdval, 6sszeadasaval és integrdlasaval allithaté eld, igy

8Gi(a|Zij(a)) o azGi(a,;(,Yj(a))

kimondhatjuk, hogy is folytonos fliggvények a ¥ €(0,1], a€(0, x|

0y o7t
tartomanyon.
A dolgozat (37) egyenlete szerint a C matrix elemei el6dllithatoak
\ o°
Cj (1Y (@) =Y, (a)-yGi CAN®)

alakban. Mivel folytonos fiiggvények szorzata is folytonos, igy megallapithatjuk, hogy c;(«a, 7,Y;(@))
is folytonos a ¥ €(0,1] a.€(0, y ] tartomanyon. Ebbdl kdvetkezik, hogy

X
V.2 lemma: A IC(a, 1Y (a))daintegrdl létezik és folytonos fiiggvénye X -nek ha
X0
ous yo < y <1.
0G,(@,7,Y; ()

Az A matrix a; elemét a dolgozat (36) egyenlete definidlja. Az ott szerepl6 8— derivéltat
X

zart képlettel megadtam a csatolt Maple munkalapban. Abba a=y-t behelyettesitve kapjuk a dolgozat
(171) egyenletét:

a(2.Y, (z))=ﬁ(Q,— Y, 0V () -b()) =12

amely alapjan
V.3 lemma: aj folytonos fiiggvénye y -nek ha y e[ou,1].

Ezen kiviil a dolgozatban bemutattam azt is, hogy a trividlis megoldds kis kornyezetében, ahol
dolgozunk, A nem szingularis, igy inverze is folytonos fliggvény. A V.2 és V.3 lemmak alapjan
megdllapithaté, hogy a (V1) leképezés folytonos fliggvényt ad, mert folytonos fliggvények

< ez

4-es labjegyzet megjegyzései a bizonyitas részletezettségével kapcsolatban

A dolgozat irdsakor ugy itéltem meg, hogy a nem részletezett |1épések ugyan hosszadalmasak, de a
leiras alapjan egyértelmien rekonstrudlhatéak. Elfogadom a birdlat arra vonatkozé kritikajat, hogy

2 14sd ,,Gi figgvény és derivaltjai” az aldbbi linken taldlhaté Maple munkalapon vagy annak e dokumentum
végén talalhaté képében: http://home.mit.ome.hu/~vpeter/temp/maplemunkalap.mw



egyes helyeken szerencsésebb lett volna részletesebb leirast adni. Eppen ezért a valaszomban
igyekeztem megadni azokat a hidnyzo részeket, melyek Ggy érzem, hogy biraldm szamara problémdsok
lehettek, illetve azokat amelyeket konkrétan emlitett a birdlat. Ezért részletesen irtam a megoldasok
regularitasardl, bemutattam a Maple program segitségével végzett szamitasok végeredményét, amely
révén az Usz6 test probléma egyenletei improprius integralok nélkil felirhatéak, és lejjebb ki fogom
fejtem a parazitamegolddsok kizarasanak mdaédjat. Ezeken kivil még két kevésbé részletezett
munkarész van a fejezetben:

1) A 2.5.2 lemma bizonyitdsa sordn nem adtam meg explicit médon a felsé korlatait annak, hogy
egyes flggvények a trividlis megolddshoz tartozd értékiikt6l mennyire térhetnek el.

2) A 2.5.3 lemma bizonyitasaban soran nem adtam meg explicit médon, hogy Y; fliggvények
Lipschitz konstansanak ismeretében hogyan hatarozhaté meg egyes beléle elGallitott
fliggvények Lipschitz konstansa.

Bizom benne, hogy ezeket az egyszer(sitéseket biralom is elfogadhaténak tartja.

A parazita megoldasok kizarasa

A dolgozatban nem targyaltam részletesen a derivalassal elGallitott egyenletek hamis megoldasainak
kérdését. A most kovetkez6 gondolatmenet |ényege a dolgozatban tomorebben és irodalmi
hivatkozas nélkil volt leirva, tovabba utdbb vettem észre, hogy az alabb megadott (V7) kifejezés jobb
oldaldnak masodik tagja hibasan lett megadva a dolgozat 48. oldalan. Mindez nehezen érthet6vé is
tette az érvelést, ezért teljesen egyetértek a kapott kritikaval. Ugyanakkor a megoldasok valddisdgara
vonatkozo kévetkeztetést a dolgozatban szerepld elirds nem befolyasolja.

A neutrdlis Uszas geometriai feltételeit kifejez6 (26) egyenletpar tomoren az aldbbi alakba irhato:
(V5) u(x)="fi(x) =12

aholaz u; -k y -tdl és az Y1, Y2 ismeretlen fliggvényeknek a [0, y ] intervallumon felvett értékeitdl

flggd, integralokat is tartalmazé kifejezések, f; fliggvények pedig zart képlettel adottak. Mivel ezeket
az egyenleteket direkt médon nem tudtam megoldani, ezért vettem az egyenletek mindkét oldalanak
3/2 rendi Riemann-Liouville derivaltjat y szerint:

(v6) D%, () =D f() =12

ahol D* a fent emlitett tértrend( differencidloperatort jel6li. Ezutdn a mddositott egyenletekhez
kerestem megoldast. A tortrend( kalkulus egyik klasszikus eredménye szerint

V.4 lemma (Diethelm, 2010, pp. 54): ha az u; kifejezések 1. derivdltja abszolut folytonos és
D% f.(x) létezik, akkor a (V6) egyenlet dltaldnos megolddsa u; -re az aldbbi alakban adhaté

meg:
2 .

v7) Ui ()= fi(0) + 2 Gy
=1

ahol {j konstansok tetszbleges értékeket felvehetnek.



Ezen megoldasok kozil valddi az, amelyhez £;=0 minden i,j €{1,2}-re, és minden olyan megoldas,
melyhez valamely {; konstans 0-tdl kiilénbozik, parazita megoldas, mely nem elégiti ki a neutrdlis
Uszas feltételeit.

A dolgozatban kikotottem, hogy az egyenletek dltalam megvalasztott bemen6 adatai egy véges y

€[0,01] intervallumon essenek egybe a trividlis megoldds bemend adataival, és a keresett Ys, Y-
fliggvények ennek megfelel§ szakasza legyen azonos a trividlis megolddssal, amirél biztosan tudjuk,
hogy nem parazita megoldas. igy a megoldashoz tartozé u; kifejezések X €[0,a4] intervallumon ;=0
mellett elégitik ki a (V7) egyenletet. Tehat ha ezekkel a megkotésekkel allitjuk el (V6)-nek egy teljes
megoldasat y <[0,1] intervallumon, akkor az a V.4 lemma miatt nem lehet parazitamegoldas,

feltéve, hogy a lemma kikotésének megfelel6en u; 1. derivaltja abszolut folytonos. Az utolsé
feladatom tehat az abszolut folytonossag igazolasa.

A mi esetlinkben u; a dolgozat (22)-(25) egyenletei szerint az alabbi fliggvényt jeldli:

ve) (=20 - R Y @) @ b)Y, (@i
= 0

A y €[0,aa1] intervallumon kikotottiik, hogy a megoldas egybeesik a trividlis megoldassal ezért

o 03 ha i=1
Ui (x)= Z I(Hl)_'.‘/ P —a'da= . ha i=2
8

Tehat u; derivaltja abszolut folytonos fliggvény.

x €lou,1] esetén u; derivéltja kifejezhetd (V8)-bdl, a derivaldst az integraljel belsejében elvégezve:

wi=> 1)%/ =Rl Y @), @ -b) Y, (@)
j=1

dy

74

o] :{ 1-° Qe 2, (@), (a)—b(z))i}v,-'(a)dw -2 Q2 Y, G, () -ba) Yy ()
0

2 L QazY, j(@)

)i al y* a Oy .
Qlat, 2. Y; @)Y, (@) -b(n)) + 1= % F e (¥ (@) b)) - 1—*\/ Y;(@) )=b()) 70" (2) Y} (@)d
Z !2{1_ fll,a(Ja ) ¥ 2JQ(a, 1,Y; (@ ( Z) (o, ( Z) S R
X
Azintegralon belil 1év6 \/Q(a, .Y, (@)) , aiQ(oc,;(,Yj (@)),Y;(@), b(x), b'(%), Y;'(a) tényez6krdl
X

mar belattuk, hogy folytonosak a€[0, ¢], x €[as,1] zart tartomanyon (és igy korldtosak is). Az

-1/2
(1—gj tényezd pedig Lebesgue integralhatd fliiggvénye a-nak. Tehat az integralas elvégezhetd,
V4

d
és a végeredményiil kapott d—ui () fuggvény abszolut folytonos.
X



Egyéb megjegyzések

A 2.5 fejezeten kivil a birdlat felhivja a figyelmet néhdny zavard elirdsra. A 76. oldal jobb oldalardl
eltlint képlet az eredeti helyérdl a bal oldali hasab tetejére kerilt egy hibas formdzasi Iépés miatt. A
46. abran pedig két helyen a 4-es szam helyett 3-as kerilt be (a kdzéps6é sor bal és jobboldali
oszlopaba). Az 50. oldalon egy zart intervallumot szogletes helyett rendes zardjelekkel jeloltem. A (106)
képletben szerepl6 mennyiséget helyteleniil pszeudo-normanak neveztem. Valamennyi megjegyzéssel
egyetértek, és koszondm birdldmnak, hogy felhivta ezekre a figyelmet.

Biralom kérdései
A birdldm két kérdését alabb vdlaszolom meg:

1) Van-e arra vonatkozé eredmény vagy rautalo érvelés, hogy a mono-monosztatikus testek
egyike sem térhet el tilsagosan a gombtdl?

Erre a kérdésre tobbféleképpen is lehet vdlaszolni. Kbnny( helyzetben vagyok, ha én donthetem el,
hogy hogyan definidlom a gdmbtdl valé eltérés mértékét, ez esetben a valasz egyértelm(igen. A
disszertacioba terjedelmi okokbdl nem keriilt be, de a [173] cikkben bevezettiik egy alakzat
lapossaganak és megnyultsdganak jellemzésére az alabbi mérészamokat:

min(R(s)) min(R;)

axqy—————¢, = maxy———
ver.P | max(R,) ve.rP, | max(R(s))
I S

ahol c egy, az alakzat felliletére rajzol tetsz6leges zart, folytonos, 6natmetszést6l mentes gérbe, mely
a fellletet két részre osztja; P1 és P, pedig egy-egy tetsz6leges pont a két részen; s a gobrbe
paraméterezése; R(s) a gorbe pontjainak tavolsaga az alakzat sulypontjatdl, R; pedig a P; pont tavolsaga
a sulyponttél. Egyszerlen beldthatd, hogy L és H értéke is mindig minimum 1. Bar e két mér6szam
hasznalata nem elterjedt a szakirodalomban, de konvex testek esetén az altaluk megadott értékek
nagysaga szoros Osszefliggést mutat az alakzatok ,,megnyultsaganak” ill. ,lapossaganak” hétkoznapi
fogalmaval. Ezzel kapcsolatban megmutattuk, hogy nemdegeneralt egyensuilyi helyzetekkel
rendelkez§ alakzatok esetén L=1 és H=1 ekvivalens azzal, hogy az alakzatnak 1 stabil, illetve 1 instabil
egyensulyi helyzete van. Tehat levonhatjuk azt a kovetkeztetést, hogy a mono-monosztatikus testek
sem nem laposak, sem nem hosszukdsak, és ilyen médon bizonyos fokig hasonlitanak egy gémbre.

Kicsit nehezebb helyzetben vagyok, ha a ,,gombszer(iség” szokvanyos mérGszamainak segitségével
kell érvelnem, de ilyenkor is beldthaté néhany dolog. Szokds példaul egy alakzat formajanak jellegét,
az alakzat koré illesztheté minimalis térfogatu befoglalé téglatest a<b<c oldalhosszainak ardnyaival
jellemezni ilyen mdédon:

L*=a/b
H*=b/c
A megnyultsaggal kapcsolatban egyszerien belathaté (publikalatlan eredmény), hogy

- tetsz6leges konvex, homogén alakzat esetén ha a befoglalo téglatestet a
kozéppontja korul ¥%-ére kicsinyitjlik, akkor a kapott kisebb téglatest tartalmazza az
alakzat sulypontjat, majd ezt felhaszndlva azt is, hogy

- Ha H*>3-2Y/2 akkor H>1



Hasonl¢ allitas fogalmazhatd meg L* és L kapcsolatardl is. Ezek az eredmények is azt mutatjak, hogy
egy mono-monosztatikus test nem lehet nagyon lapos vagy nagyon megnyult.

2) Lehet-e tapasztalatokat vagy érveket felsorakoztatni a kévetkez6 kijelentés mellett vagy
ellen, barmit is jelentsen az: a Természet a tortrend(i derivaltak tobbféle fajtaja koziil a
Riemann-Liouville féle derivaltat részesiti elényben?

A tortrend( kalkulus egyik specialitdsa, hogy modern kori fejl6dését a rendkiviil valtozatos alkalmazasi
lehetdségek hajtjak elGre, és a rigorézus matematikai elmélet fejlédése ezeket az igényeket igyekszik
kovetni. K. Diethelm a nemrég megjelent, Caputo derivaltat bemutatd konyvének f6 motivacidjaként
jeloli meg azt a célt, hogy kitoltse a témdban meglévé elméleti matematikai szakkdnyvek, és a mérnoki
szemléletl, matematikai egzaktsagukat tekintve kritizalhatdé monografidk kozott meglévé rést
(Diethelm, 2010,Chapter 1).

Tortrend( derivaltakat (azon beliil mind Riemann-Liouville, mind Caputo féle derivaltakat) hasznald
modelleket alkalmaznak sikeresen tobbek kozott a kémia, a biomechanika, a transzportfolyamatok
fizikaja, a képfeldolgozas, a pszicholdgia és a pénziigyi tudomanyok teriiletén is. Hogy egy témankhoz
kozel allé példat emlitsek, a viszko-elasztikus anyagviselkedés egyik modellje az anyag megnyuldsa és
a benne ébredd fesziiltségek kdzott tortrend(i id6 szerinti derivalttal kifejezett kapcsolatot tételez fel.
Maga Caputo is ilyen problémak megoldasara hasznalta a rdla elnevezett derivaltat. Ezek a tények is,
és internetes keresési taldlatok elemzése? is egyértelmiien azt mutatjak, hogy a Riemann-Liouville féle
derivalt és a Caputo féle derivalt egyforman sikeresen alkalmazhato természeti folyamatok leirasara.

Annyiban szdmomra természetesebbnek tlinik a Riemann-Liouville féle definicid, hogy
hatvanyfliggvények esetén a 0 paraméter(i n-edrend( derivalt egyszerlien megadhaté

D"# = [(p+1) y b
pf+1-n

alakban, mig a Caputo derivalt ett6l bizonyos esetekben eltér:

0 ha fefl2..[n]-1}

nyp _
DX = Mxﬂ*” egyéb  esetben
L(p+1-n)

tehat pl. rogzitett x mellett B-nak nem folytonos fliggvénye. Ez a Riemann-Liouville derivalt hasznalatat
egyszerlibbé teszi olyan esetekben, amikor fliggvények Taylor sorfejtésével dolgozunk. Ugyanakkor
elképzelhetének tartom, hogy mas helyzetekben a Caputo derivalt viselkedik , természetesebben”.

Irodalomjegyzék

K. Diethelm, 2010, The Analysis of Fractional Differential Equations, Springer. Letoltési link:
https://www.researchgate.net/file.PostFileLoader.htm|?id=512bcd58e5438f371300000f&assetKey=A
S%3A271832723197952%401441821379964

3 google scholar keres6vel 21500 taldlatot kaptam az {application Caputo fractional} és 21000 talélatot az
{application Riemann-Liouville fractional} széhalmazra.
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> #Az X2 fiiggveny és derivdltjai
# a dolgozattal ellentétben a fiiggveny felett a hullamjelet elhagytam
# és a_jindexek sem szerepelnek a képletekben

NN
Xnegyzet = (Cl(phi) + (Y(alpha)‘.b(phl)) ) .(1 —¢2);

phi
Xnegyzet = (a(([)) Yo q:b(q’) ) (-0"+1) )
=> diff (Xnegyzet, phi); .
— b(9) 2
Y(a) =b(0) V[ .2 d _ do _ Y(a) =b(0) | Y(o) —b(0)
: 2 [a(¢) - , J( o +1) [dq) a(0) . ; ] 2 [a(¢) - . 0 @)
B
> diff (Xnegyzet, phi, phi) 2
L 5(0) L (o)
Ay — 40 _Y(a) =b(0) | (2 o4 Y(a) —b(0) ey 4o
Z[dq) (9) , ; J(¢+1) 8((¢)+ . )¢{d¢ (9) , @)
d—zb(d)) 2 (L p(0)
_ _ 5 2 2 _
_ Y(a)q)zb(q)) ]+2 (a((b) + Y(a)q) b(¢) J (_q) +1) [iﬁa(q)) . do , + (dq)q)z J + 2(Y(a)¢3 b(¢))

2 ate) 4 M) =H0))

> diff (Xnegyzet, phi, phi, phi)

d & d
<= p(9) 2 00) 2 -(e)]
d do Y(a) —b(9) 2 & do do 2 (Y(0) —b(9))
6| — — — -0 +1) | — — + + 4
[dq) a(0) , ; J( o +1) " a(9) , ; ; @
d : d
—— b(0) — b(0)
B d __d¢ _ Y(a) =b(9) | Y(Oc)—b(cb)) d __do _ Y(o) =b(9)
12[d¢ ato) - S o [ato + H [d¢ ato) - - J
d—zzb(d)) 2(ib(¢))
_ 2 _
. [a(¢)+ o) =bo) || & de Lo T o (re) (o)) +2[a(¢)
¢ do o 0 0
& d’
== b(0) 3| 5b60)| 6% pe)
(o) —b 3 do’ do” ) (d —b
IO ) () | Ly e e T 6 (rta) —be)
i ¢ do ¢ ¢ 0 0
> # a Gi fiiggveny és deriviltjai
# az ismeretlen Y j fiiggveényektol valo fiiggést nem jelolom explicit modon
| # a differencidloperdtorokat a Maple sajdt jeloléseivel mutatja
;)
> Gi = int| sqrt F}qo)hl) sqrt(Q(alpha,phi))-(Y(alpha)—b(phi))i,phizalpha..chi :
X | o
Gi = X_i Jo(00) (¥(o) —b(6)) do ®)
=> #valtozocsere
with(IntegrationTools) :
Gi2 = Ckange( Gi, phi =chi — Gamma’- (chi — alpha), Gamma)
1
Gi2:=(-2a+2y) J,/ -r2+1/ ! JoloToa—T y+y) (Y(a) —b(Fo-Ty+y)) dr ©6)
0 l'zoc—l'zx+x
=> #1. derivalt
Gderivalt == diff (Gi2, chi);
1
1
Gden'valzzz[J,/ —r2+1/ L Jolo T oa—Ty+y) (Y(a) =b(FPoa—Ty+%)) dr |+ (-2a+2y) 7
I'o—I" x+x
0




1 (Pr) olaPa-Tyrn) (@) —s(Pa-Ty+y)

2 1 2
/Izoc—rzx—i-x (Tzoc—rzx+x)
(—1’2+1)3/2/ 5 I (Y(oc)—b(Fz(x—sz+x))iDZ(Q)<0c,onc—F2x+x)

r a—F2x+x

1
’ JoloFPo—ry+y)

+

T’ " 1 ol o— o) — Yo—T ii o —
) (-r°+1) /ﬁa—ﬁx+x JolaTPoa—T g +7) (Y(0) —6(FPa—Tyx+x)) iDb) (FFa—Ty+%) .
Y(o) —b(TCa—T % +7)

> #az a;; tenyezo

aij == simplify(subs(alpha= chi, Gderivalt));
| 1 i
aij=— | o Vo) (Y(x) —b(x)) = ®)

(> #2. derivilt

Gmasodikderivalt -== diff (Gderivalt, chi);
1

312 ) 7 i
Gmasodikderivalt .= 4 { L (_r2+1) \/Q<OL,F a_FX+X> (Y(oc)—b(l'zoc—l'zx—kx)) )
0

2 1 2
[Pty T
(—1’2+1)3/2/ 5 12 (Y(oc)—b(Fz(x—sz+x))iDZ(Q)<0c,onc—F2x+x)

I'o—T x+x%

1
’ Jolo,Po—Try+y)

+

(—F2+1)3/2/ rza_lrzxﬂ JolaPa—Ty+y) (r(a) —b(FPa—Tx+7) ip) (FPa—T"x+7)

B 2 2 dr | + (
Y(o) =b(To—T 5 +7%)

1

atay) J Nl <-r2+1>5/2/g<a,ﬁla—ﬁx+3/§> <y<a>—b<r23—r2x+x>>"
0 Farre) |

onc—sz-l-x)

(o) —b(Poa—Ty+71) D0 (0 Po—Ty +7)

JolaPoa—y+y) (Pa—Ty+y)

(-r'+1)

/ rzoc—lrzxﬂ(

N (—F2+1)5/2\/Q<oc,rgoc—rgx+x) (Y(oc) —b(rzoc—rzx—i-x))iiD(b)<I20c—I2x+x)
/ 1 (r(0) =b(FPa—T g +2)) (Fa—Tyx+x)
1_2(1_1_2%_’_%

(- +1) JolaPa—Ty+yg) (¥(a) —b(Fa-Ty+y)

1 3
/Izoc—rzx+x (Tzoc—fzx-i-x)
(—IZ—H)SQ/ 5 I (Y(oc)—b(l“zoc—l“zx—i-x))Z.DZ(Q)(OL,Izoc—rzx-i-)()2

1 Fa—F2x+x
! 0o, T o —T" 3 +7)

1
2

+

3/2

(—1“2+1)5/2/1_2 1_2 . (Y(oc)—b(l’zoc—l'zx—i-x))iiD(b)(l“zoc—l“zx—l-x)DZ(Q)(OL,onc—sz—i-x)
a—1 XTX

JoloPa—Ty+x) (v(a) —s(Foa—T"yx+x))




l-bﬁ+lﬂi/ﬁa_;x+x(ﬂw—wﬁﬂwf%+ﬂfuu@ﬂmfa—ﬁx+ﬂ
? Jolo.ra—T"y+y)

+

2

(—F2+1)5/2/ r;a_lrzﬁx JolaPa-Ty+7) (r(a) —b(FPa—Ty+%)) 2D (P a-Ty+7)
(r(@) ~b(FPa-Tx+7)

+

(-ﬁ+1)5/2/ l'zoc—i'zx-l-x JolaPa—Ty+y) (@) —s(FPa—Tx+7)) iD? ) (FPoa—T"x+7)

Y(o) —b(TCa—T % +7)

(—F2+1)5/2/ r;a_lrzﬁx JolaPa—Ty+y) (v(a) —b(Pa—Ty+x)) D) (Fa-Ty+7)

- — . dr
(Y(e) =6(Fa—Tx+x))




