
Válasz opponensi bírálatra 

Opponens: Rontó Miklós, a matematikai tudomány doktora 

 

Mindenekelőtt köszönöm Rontó Professzor Úr szakértő és alapos opponensi véleményét, 

segítő értékelését, megjegyzéseit és kérdéseit. Gondolatébresztő megjegyzései és 

kérdései lehetőséget adtak az értekezésben bemutatott eredmények alapos elemzésére, 

értékelésére és továbbgondolására. Köszönöm bírálómnak a dolgozatomban előforduló 

elírásokkal kapcsolatos észrevételeit. Ezek mindegyikével egyetértek. A bírálatban feltett 

kérdésekre, illetve megjegyzésekre válaszaimat az alábbiakban adom meg. Válaszaim 

sorrendje a kérdések illetve megjegyzések bírálatbeli előfordulási sorrendjét követi. 

 

Válaszok 

 
1. Miért nevezi a (3.5.8) alakú egyenletet Ricatti-féle differenciálegyenletnek ? A Ricatti-
féle differenciálegyenlet alakja egészen más. Kérem, részletezze hogyan állította el½o a 
felírt nemlineáris implicit alakú differenciálegyenletnek a (3.5.9) formulában ismertetett 
megoldását. 
2. A 36. oldalon az áll, hogy χ0(λ) nem vesz fel komplex értéket a λ szög bármely értékén. 

Milyen tartományban változik λ? Azonban, ha λ <
1

2
sin2λ tan λ akkor y0 és χ0(λ) komplex 

értékű. 
 

 

Első sorban, köszönöm szépen, hogy vette észre az (3.5.8) egyenlettel kapcsolatos elírást. 

Tényleg ez nem Ricatti-féle differenciálegyenlet. 

Lentebb mutatom a (3.5.8) egyenlet részletes megoldását. 

Kamke szerint (E. Kamke. Differentialgleichungen. Losungsmethoden und Losungen. 

Teubner, Leipzig, 1959) a 𝑦′2 + 2𝑓(𝑥)𝑦𝑦′ + 𝑔(𝑥)𝑦2 + ℎ(𝑥) = 0 típusú egyenlet 

megoldása az alábbi helyettesítéssel kapható: 

𝑦 = 𝜂(𝑦0)exp (−∫𝑓𝑑𝑥), (A) 

ahol 

𝑦0 = ∫√(𝑔 − 𝑓2)𝑑𝑥 (B) 

és az eredeti differenciálegyenlet a következő egyenlethez vezet: 



2 
 

𝜂′2 + 𝜂2 =
ℎ

𝑓2 − 𝑔
exp (2∫ 𝑓𝑑𝑥). (C) 

A fenti képletekben (ld. (3.5.8) egyenlet) 

𝑓 = −2cot 𝜆 , 𝑔 = 4 (
1

cos4𝜆sin2𝜆
− 1) , ℎ = −tan2𝜆(tan2𝜆 + sin2𝜆). (D) 

Számítjuk ki az (A)-(C) képletekben álló elemeket. 

ℎ

𝑓2 − 𝑔
exp (2∫𝑓𝑑𝜆) =

1

4

tan2𝜆(tan2𝜆 + sin2𝜆)

−cot2𝜆 +
1

cos4𝜆sin2𝜆
− 1

exp ((−4)∫cot 𝜆 𝑑𝜆) = 

=
1

4

sin4𝜆
cos4𝜆

+
sin4𝜆
cos2𝜆

−
cos2𝜆
sin2𝜆

+
1

cos4𝜆sin2𝜆
− 1

1

sin4𝜆
=
1

4

1
cos4𝜆

+
1

cos2𝜆

−
cos2𝜆
sin2𝜆

+
1

cos4𝜆sin2𝜆
− 1

=

=
1

4

(1 + cos2𝜆)sin2𝜆

1 − cos6𝜆 − cos4𝜆sin2𝜆
=
1

4

(1 + cos2𝜆)(1 − cos2𝜆)

1 − cos4𝜆(cos2𝜆 + sin2𝜆)
= 

=
1

4
∙
1 − cos4𝜆

1 − cos4𝜆
=
1

4
 

(E) 

Tovább, az 𝑦0 funkció 

𝑦0 = ∫√(𝑔 − 𝑓2)𝑑𝜆 = ∫√
4

cos4𝜆sin2𝜆
− 4 −

4cos2𝜆

sin2𝜆
𝑑𝜆

= 2√2∫
1

cos2𝜆
√

1

2sin2𝜆
−
cos4𝜆

2
−
cos6𝜆

2sin2𝜆
𝑑𝜆

= 2√2∫√
1

2sin2𝜆
−
cos4𝜆

2
−
cos6𝜆

2sin2𝜆
𝑑(tan 𝜆) = 2√2(𝐼1 − 𝐼2) 

(F) 

 

𝐼1 = tan 𝜆√
1

2sin2𝜆
−
cos4𝜆

2
−
cos6𝜆

2sin2𝜆
= tan 𝜆√

1 − sin2𝜆cos4𝜆 − cos6𝜆

2sin2𝜆

= tan 𝜆√
1 − cos4𝜆(sin2𝜆 + cos2𝜆)

2sin2𝜆
= tan 𝜆√

(1 − cos2𝜆)(1 + cos2𝜆)

2sin2𝜆

= tan 𝜆√
sin2𝜆(1 + cos2𝜆)

2sin2𝜆
= tan 𝜆√1 −

1

2
sin2𝜆 

(G) 
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𝐼2 = ∫ tan 𝜆 (√
1

2sin2𝜆
−
cos4𝜆

2
−
cos6𝜆

2sin2𝜆
)

′

𝑑𝜆

= ∫
1

2√
1

2sin2𝜆
−
cos4𝜆
2 −

cos6𝜆
2sin2𝜆

(−
cos 𝜆

sin3𝜆
+ 2cos3𝜆 sin 𝜆

−
6cos5𝜆(− sin 𝜆)sin2𝜆 − 2cos6𝜆 sin 𝜆 cos 𝜆

2sin4𝜆
) tan 𝜆 𝑑𝜆

= ∫
1

2√
1

2sin2𝜆
−
cos4𝜆
2 −

cos6𝜆
2sin2𝜆

(−
1

sin2𝜆
+ 2cos2𝜆sin2𝜆

−
6cos4𝜆(−sin3𝜆) − 2cos6𝜆 sin 𝜆

2sin3𝜆
)𝑑𝜆

=∫
1

2√
1

2sin2𝜆
−
cos4𝜆
2

−
cos6𝜆
2sin2𝜆

(−
1

sin2𝜆
+ 2cos2𝜆sin2𝜆 + 3cos4𝜆

+
cos6𝜆

sin2𝜆
)𝑑𝜆

= ∫

1
sin2𝜆

(−1 + 2cos2𝜆sin4𝜆 + 3cos4𝜆sin2𝜆 + cos6𝜆)

2

√2 sin 𝜆
√1 − cos4𝜆sin2𝜆 − cos6𝜆

𝑑𝜆

=∫
−1 + 2cos2𝜆sin4𝜆 + 3cos4𝜆sin2𝜆 + cos6𝜆

2

√2
√sin2𝜆 − cos4𝜆sin4𝜆 − cos6𝜆sin2𝜆

𝑑𝜆

=∫
−1 + 2cos2𝜆sin2𝜆 + cos4𝜆

2

√2
√sin2𝜆 − cos4𝜆sin2𝜆

𝑑𝜆 =∫
−sin4𝜆

2

√2
√sin4𝜆(2 − sin2𝜆)

𝑑𝜆

=∫
−sin2𝜆

2√1 −
1
2 sin

2𝜆

𝑑𝜆 = −∫

(

 
1

√1 −
1
2 sin

2𝜆

− √1 −
1

2
sin2𝜆

)

 𝑑𝜆

= −(𝐹0 (𝜆,
1

√2
) − 𝐸0 (𝜆,

1

√2
)) 

(H) 

Tehát az (F) képlet 

𝑦0 = 2√2(𝐼1 − 𝐼2) = 2√2(𝐹0 (𝜆,
1

√2
) − 𝐸0 (𝜆,

1

√2
) + √1 −

1

2
sin2𝜆 tan 𝜆). (I) 

A (C) és (E) képlettel tekintetben a 

𝜂′2 + 𝜂2 =
1

4
 (J) 
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egyenletet kapjuk, amelynek a megoldása 

𝜂 =
1

2
sin 𝑦0. (K) 

Összefoglalva, az (A) egyenlet megoldása 

𝜒0(𝜆) = 𝜂(𝑦0)exp (−∫𝑓𝑑𝜆) = 𝜂(𝑦0)exp (∫2 cot 𝜆 𝑑𝜆) =
1

2
sin 𝑦0 sin

2𝜆 =

=
1

2
sin2𝜆 sin [2√2(𝐹0 (𝜆,

1

√2
) − 𝐸0 (𝜆,

1

√2
) + √1 −

1

2
sin2𝜆 tan 𝜆)] 

(L) 

Ez a (3.5.9) egyenlet. 

Sajnos, itt elírást latunk: a (3.5.9) képletben √𝜆 −
1

2
sin2𝜆 tan 𝜆 áll. 

Mivel a 𝜆 szög 0 ≤ 𝜆 <
𝜋

2
 tartományon belül változik, a négyzetgyökjel alatti kifejezés, 

1 −
1

2
sin2𝜆, 

mindig pozitív és komplex számokat nem kaphatunk. 

_____________________________________________________________________________________________________ 

 

 

3. A 103. oldalon olvasható, hogy a numerikus számításokat a Szerző a Mathcad13 
programcsomag segítségével végezte. Az értekezésben ezek a számítások nincsenek 
részletezve. Ha lehetséges, legalább egy esetben mutassa be ezeket a számításokat. 
 

 

A Mathcad13 file PrintScreen-t készítettem, ahol az alumínium szekunder kuszást 

számítom az előzetes ultrahang időtartama függvényében. 

.
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4. Az ábrák vizuálisan bemutatják, hogy a szintézis technikával kapott eredmények jól 

megegyeznek a mérésekkel. Meg lehet-e adni ennek a jó megegyezésnek a mennyiségi 

értékelését? 

 

 

Példaként tekintsük meg az előző pontban bemutatott eredmények mennyiségi 

értékelését. Az alábbi táblázat a kísérleti és modell eredményeket, illetve abszolút és 

relatív hibákat mutatja. 

 

1. Táblázat. Az alumínium szekunder kúszás sebessége (𝜀̇) az ultrahang kezelés 

időtartamának (𝜏) függvényében. 

𝜏, perc 𝜀̇ ∙ 10−7, s−1 𝜀̇ ∙ 10−7, s−1 
Abszolút 

hiba 
Relatív 
hiba, % 

 Kísérlet Modell   
0 4,91 4,939 0,029 0,599 

0,051 4,063 4,789 0,726 17,8 
0,479 1,449 1,315 0,134 9,266 
0,971 3,895 4,803 0,262 6,725 
3,972 1,225 1,07 0,155 12,7 
4,981 2,976 3,117 0,141 4,736 

 

A fenti táblázat csak azokat a kúszási sebességeket tartalmazza, ahol az ultrahang okozta 

pozitív hatás tapasztalható, azaz ahol a kúszási sebesség kisebb, mint szokásos értéke 

(4,9 ∙ 10−7 s−1). 

Az 1,5 ≤ 𝜏 ≤ 3 és 𝜏 > 6 időintervallumokon belül, az anyagban kialakult struktúra veszíti 

a kúszással szembeni ellenálló képességét. A szintézis elmélet leírja ezeket a szakaszokat 

úgy, hogy a kúszási sebesség visszatér az ultrahangos kezelés nélküli étékhez, miközben 

a kísérlet magasabb érétkeket mutat. De ezek az eltérések másodlagos fontosságúak, mert 

legfontosabb olyan modellt alkotni, amely a lehető legpontosabban meghatározza az 

ultrahangos kezelés optimális időtartamát, ahol a kúszási sebesség minimális. 

2. Táblázat. Az ultrahangos kezelés optimális időtartamai. 

𝜏, perc 𝜏, perc Relatív hiba, % 
Kísérlet Modell  

0,479 0,5 0,044 
3,972 3,9167 0,014 

 

Ahogy látszik a fenti táblázatból, a szintézis elmélet szerinti optimális kezelések nagy 

precizitással megegyeznek a kísérlettel. 
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